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ILL. 


PREFAZIONE. 


Le Opere di CREMONA usciranno in tre volumi. Al principio del terzo volume 
si dirà brevemente della vita e della produzione scientifica dell’illustre Autore. 
Qui è necessario dare al lettore notizia dei criterî che hanno presieduto alla 
pubblicazione: in particolare fargli conoscere le norme colle quali fu condotta 
la revisione dei lavori Cremoniani ed alcune indicazioni convenzionali adottate. 

Deve avvertirsi anzitutto che la presente pubblicazione, fatta sotto il pa- 
trocinio della R. Accademia dei Lincei, fu affidata ad un Comitato composto 
dei seguenti Soci dell’ Accademia: BeRrTtINI, CastELNUOVvO, Dini, D’ OvIDIO, 


SEGRE, VERONESE. Il Comitato elesse a suo Presidente il prof. DINI, e a Di- 


— rettore della pubblicazione il prof. BERTINI, e si rivolse, per essere aiutato 


nella suddetta revisione, a varî colleghi, ai quali rende qui vivissime grazie 
per la gentile loro cooperazione. Dei lavori contenuti in questo primo volume 
si pubblicano i nomi dei rispettivi revisori (pag. 498) e lo stesso si farà per 
gli altri due volumi. 

Un primo concetto accolto dal Comitato fu che si dovessero riprodurre 
tutte le pubblicazioni Cremoniane, anche gli esercizî, gli articoli bibliografici e 
le commemorazioni, per presentare compiutamente l’opera scientifica di questo 
insigne geometra, che da semplici inizî assurse a tanta altezza, e perchè chiare 
apparissero le successive e varie fasi del suo pensiero: tralasciando però il 
Calcolo grafico e la Geometria proiettiva in quanto sono libri essenzialmente 


didattici #). Inoltre, per la stessa ragione ora detta, si è creduto conveniente 


*) Una nuova edizione di questi due libri forse sarà fatta prossimamente dall’ HOEPLI. 
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di mantenere generalmente l’ordine cronologico dei lavori, senza fare fra essi 
alcuna distinzione. 

Un altro concetto, tenuto come norma costante dai revisori, fu che si 
dovesse rispettare scrupolosamente la redazione del CREMONA, sia per la so- 
stanza che per la forma. Soltanto si giudicò necessario in quei punti, nei quali 
occorrevano rettificazioni o schiarimenti, di avvertirne il lettore in note col- 
locate alla fine di ogni volume e indicate con |], [?],..., per distinguerle dalle 
note che il CREMONA appose ai suoi lavori quando vennero stampati, le quali 
sono invece indicate con *), #*),... e sono conservate, com'erano, a piè di pa- 
gina di ciascun lavoro. E quando qualche volta è occorsa nel testo o nelle 
note una osservazione od aggiunta del revisore, questa è stata sempre posta 
fra parentesi quadre: [...]: solo tralasciandosi di notare, chè non avrebbe avuta 
alcuna utilità, la correzione di sviste assolutamente evidenti, di numerazione 
errata di formole o di paragrafi, e di richiami non esatti #). 

Nessun rilievo però è stato fatto su quelle cose dei lavori Cremoniani che 
avevano difetto di rigore dipendente dallo stato in cui era la geometria pura 
quando quei lavori furono scritti: quali le considerazioni di punti imaginarî 
come i reali senza giustificazione; le considerazioni non sempre rigorose di 
punti successivi; la trascuranza di dimostrazioni dell’indipendenza di date 
condizioni; ecc. Nè ordinariamente si sono rilevate le eccezioni che i teoremi 
esposti potevano presentare in casi particolari, perchè CREMONA sottintende 
quasi sempre ne’ suoi enunciati la condizione “in generale ,,, condizione che 
deve quindi tenersi presente nella lettura delle memorie Cremoniane. Infine 
nessuna osservazione fu fatta sulle inesattezze relative ai dati storici, inesat- 
tezze pure dipendenti dall'epoca in cui quelle memorie furono scritte e anche 
dalle speciali condizioni nelle quali allora si trovavano gli studi geometrici 
nel nostro paese. 


La R. Scuola degli Ingegneri di Roma, che ora possiede la Biblioteca 





#) In simboli usati dal CREMONA sono adoperate qualche volta le parentesi quadre, ma è 
evidente che ciò non può produrre alcun equivoco. 
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CREMONA, ha permesso al Comitato, con cortese arrendevolezza (per cui il 
Comitato stesso dichiara qui la propria gratitudine), di esaminare le copie dei 
lavori di CREMONA ed i manoscritti di carattere scientifico e didattico, ivi 
contenuti. 

In quelle copie, e in alcune altre donate dal CREMONA al BERTINI, si tro- 
vano numerose aggiunte manoscritte del CREMONA stesso, delle quali non 
risulta e non è facile assegnare la data. Alcune di esse, per la loro estensione ed 
accuratezza possono con molta probabilità riferirsi al tempo in cui CREMONA 
pensava a preparare una edizione delle proprie opere (di che la prima idea fu 
intorno al 1898 e, sebbene non fosse mai abbandonata, non potè per varie 
circostanze avere attuazione): invece altre sono certamente anteriori, perchè 
hanno soltanto il carattere di appunti o ricordi e presentano imperfezioni che 
l'Autore avrebbe indubbiamente tolte prima di inserirle in una nuova edizione: 
alcune sono proprietà, ora in gran parte note, ma che forse erano nuove nel 
tempo in cui furono scritte: altre sono schiarimenti o semplificazioni o nuove 
dimostrazioni. Tutte furono esaminate colla massima diligenza e, quando è 
stato possibile, furono introdotte integralmente nella presente pubblicazione. 
Furono invece omesse o modificate quelle aggiunte manoscritte, per le quali 
non si poteva fare altrimenti, nel secondo caso, come ben s'intende, dichia- 
randosi volta per volta ciò che fu mantenuto o variato dell’osservazione cre- 
moniana. Sono state introdotte inoltre varie correzioni fatte dal CREMONA 
stesso nei suddetti esemplari ed in altri posseduti dai prof. G. B. GUccIA e 
(7. PITTARELLI, che ne hanno dato gentilmente comunicazione al Comitato. 

Per mettere in evidenza le dette cose postume si è convenuto che, quando 
non sieno accompagnate da una esplicita avvertenza, vengano collocate sempre 
fra sgraffe: }...{: tanto se sono inserite nel testo, quanto se sono messe nelle 
note a piè di pagina o nelle note a fine del volume *). Ma per alcuni lavori 
(Introduzione..., Preliminari..., ecc.), pei quali talune aggiunte sono tolte dalle 


traduzioni tedesche, il revisore prof. SEGRE ha esteso qualche volta l’uso delle 





#) Soltanto a p. 83 di questo volume una nota manoscritta di CREMONA è indicata con (*)). 
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sgraffe a contrassegnare anche quelle aggiunte, come sarà spiegato, quando 
occorra, in apposite note. 

I manoscritti lasciati dal CREMONA, il cui esame fu fatto particolarmente 
dal prof. CASTELNUOVO, contengono riassunti di lavori pubblicati da varî geo- 
metri, appunti di lezioni, traccie di calcoli e di studi, ecc.: ma è parso al Comi- 
tato che nessuno di essi avesse sufficiente interesse o fosse maturo per la 
pubblicazione. Ciò corrisponde al giudizio che di quei manoscritti pronunciava 
lo stesso CREMONA, il quale, come è affermato da tutti i suoi cari, negli ultimi 
anni di sua vita ebbe più volte a dire: nulla trovarsi in essi che meritasse di 
essere stampato. 

L'edizione, assunta dal comm. U. HOEPLI, è eseguita dalla Tipografia NISTRI 
di Pisa. All’editore e al tipografo vadano vivi ringraziamenti per le cure poste 


affinchè la pubblicazione riesca degna del nome di CREMONA. 








1. 


SULLE TANGENTI SFERO-CONIUGATE. ['] 


Annali di Scienze matematiche e fisiche compilati da B. TORTOLINI, tomo sesto (1855), pp. 382-392. 


Sia data una superficie qualsivoglia, rappresentata dall’equazione ©(x,y,2)=0, 
e siavi in essa una linea (a) individuata; e s’imagini la superficie sviluppabile tangente 
la superficie qualsivoglia lungo quella linea. La retta caratteristica della superficie 
sviluppabile e la retta tangente la linea (a), nel punto comune a questa linea ed alla 
caratteristica, chiamansi, com'è notissimo, tangenti coniugate, e la teorica di esse è 
dovuta a DuUPIN. 

In luogo della superficie sviluppabile immaginiamo ora una qualsiasi superficie 
inviluppante una famiglia di superficie, le quali abbiano un contatto di un ordine 
qualunque colla superficie ?=0 lungo la linea (a); le rette tangenti questa linea e la 
caratteristica della superficie inviluppante hanno fra di loro una relazione di reciprocità, 
di cui la teorica delle tangenti di DuPin non è che un caso particolarissimo. È al- 
l’illustre prof. BorponI che si deve il merito d’aver così trattata la quistione nel modo 
più generale possibile, mentre essa era ancora nello stato in cui l'aveva lasciata DUPIN. 
Quest’ importante generalizzazione forma lo scopo di una nota del suddetto professore, 
inserita nel tomo I degli Opuscoli Matem. e Fisici pubblicati in Milano nel 1832. 

Qui si esporranno alcune proprietà, le quali hanno luogo nel caso che la superficie 
inviluppante abbia colla data un contatto di primo ordine, e le sue inviluppate siano 
sferiche. 

Sia f(p,q,r)= 0 l’equazione delle inviluppate tangenti la superficie data lungo 
la linea (a); le due rette toccanti, l’una questa linea, l’altra la caratteristica della super- 
ficie inviluppante, nel punto ad esse comune, possono chiamarsi coniugate, denotando col 
nome di coniugate ordinarie quelle di cui DuPIN ha dato la teorica. Siano @,, 01,01; 2,8% 
i coseni degli angoli che le tangenti coniugate fanno con tre assi ortogonali; e 


Cremona, tomo I. 1 
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chiaminsi X, Y, Z,4,B,C,G,H, K; P,Q,R,D, E, F,S,T,U i valori delle derivate 
parziali 

dp dp dp d'p dp de de do de. 

de’ dy'’ de’ de’ dy°’ de?’ dyde’ dada’ dedy’ 

pr hl Leb Libeg d°f dh 

dp’ dg’ dr’ dp°’ dg’ dè’ dgdr’ dpdr’ dpdqg’ 














corrispondenti al punto di coordinate x,y,4; inoltre pongasi per brevità 


E P°+ Q°+ R° 
TL 





è? 


La proprietà delle tangenti coniugate è rappresenta dalla equazione 


(1) a (D — Ad) + dB (E — Bò) + ci (F — Cè) 
+ (brr + 018) (S— GÒ) + (cia + arr) (T — Hd) 4- (218 + dia) (U — Kd)=0 


la quale deducesi facilmente da quella che dà il prof. BoRpoNI, pel contatto di un 
ordine qualunque nella nota citata. Ora sia 


f=p_—w +(a—0)°+—w? —#=0 


essendo «,v,w parametri arbitrari; in questo caso l'equazione (1) diviene 


2 , 2 
(2) LEI cose= Aa; 0a 4 Bb; 8 + Cer 


+ G(0r1 + 018) +H(ca + am) + K(a1B+ da) 


ove e sia l'angolo che la retta tangente la linea (a) comprende colla retta tangente 
la caratteristica della superficie inviluppante le sfere che toccano la superficie data 
lungo la linea (a). Le due rette tangenti nominate si possono chiamare sfero-coniugate. 
Siano r, ed », i raggi di curvatura delle sezioni normali alla superficie data e tangenti 
la linea (a) e la caratteristica considerata, nel punto ad esse comune; e siano R, ed 
R, i raggi di massima e minima curvatura corrispondenti al punto stesso. Avremo 
quindi, com'è noto, 


2 2 2 
VEE Aat + Bb + Ce + 2Gb,c, + 2Ha,c, + 2Ka,b, 





2 2 2 
VA n° TÉ) _ Aa° 4 BP+ C4+-268/+2Hya + 2Kag: 


2 
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da queste due equazioni e dalla (2) deducesi immediatamente 











IRR OR ICITE] 
SETEAR T -GF- ni K B G 
sen’ e raY1 FRAZ aO 
Or 
ossia 
IRMGN CONFERME SCNTe 





SUS NINE 


Se poi chiamansi 0 e 0, gli angoli che le tangenti sfero-coniugate fanno con una delle 
due linee di curvatura della superficie data, corrispondenti al punto di coordinate 
X,Y,%, lequazione precedente si muta in quest'altra 





sua 
aa 
tang0 . tango, = ll 2 
KR; 


quindi concludiamo il seguente 

Teorema. Il prodotto delle tangenti trigonometriche degli angoli che due linee a 
tangenti sfero-coniugate esistenti sopra una superficie comprendono con una linea di 
curvatura, è una quantità costante per uno stesso punto della superficie. 


Pavia, il 3 settembre 1855. 
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INTORNO AD UN TEOREMA DI ABEL. 


Annali di Scienze matematiche e fisiche compilati da B. TORTOLINI, tomo settimo (1856), pp. 99-105. 


Il teorema del quale questa breve nota contiene una dimostrazione, venne enunciato 
per la prima volta da ABEL, in una lettera diretta a LEGENDRE *), e in seguito dimo- 


strato dal signor BRocH **). 
LEMMA 1.° Siano @,, 4,,...An-1% quantità qualsivogliano; « una radice primitiva 


dell'equazione x" —1=0; e 
O, =a + aa, +32. .... +, 10757 


supposto 


” 


(1) EZIIA I 


Si moltiplichino fra loro i due determinanti 





Ad TA Agi 101 1 osi 
dla e la, 0% A e 
DEAR meo a Tage DE 
21 1 pd 
Uta, nn IO] 








Eseguendo la moltiplicazione per linee, ed avendo riguardo alla (1), le colonne del 





#) Crelle, Journal fiir die Mathematik, Band 6. [Oeuvres de N. H. Abel, nouv. edit., 


vol. II, p. 276]. 
##*) Crelle, Journal fiir die Mathematik, Band 20. 
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determinante prodotto riescono ordinatamente divisibili per 9,,0,,...0,_1; e si ha 
1 1 CERO 


in 
2 n_ 
1 Ln An_1 CIONO Om 1 
1 


DAS, 


2 
Ana dna ce0 U4n_2 ’ 








Lego een 


ma il determinante che entra nel secondo membro di questa equazione è evidentemente 
(n-1)(n—-2) 
eguale a (-1) ? A; dunque 
(m_1) (n-2) 


MEL e ai 


Il teorema espresso in questa formola fu enunciato per la prima volta dal signor 
SporTIswooDE *); la dimostrazione è del prof. BrioscHI, mio valente maestro. 

LEMMA 2.° Si considerino le @,,@;,...0,_:1 come funzioni di una stessa variabile, 
derivando rispetto ad essa il determinante D, si ha 


DEIR: 


ove D, è il determinante che si ottiene dal determinante D, sostituendo agli elementi 
della resima colonna le loro derivate. Nel determinante D, dispongansi le linee 
(a—r+ 2) esima, (n—r + 3) esima, ... esima, prima, seconda, ...(n —r + 1)esima 
in modo che riescano ordinatamente prima, seconda, ... (r—1)esima, r esima, (r4+-1) 
esima, ... n esima; indi si dispongano le colonne r esima, (r+1)esima, ...x esima, 
prima, seconda, ... (r — 1) esima per modo che divengano prima, seconda, ... (a—r+ 1) 
esima, (nr + 2)esima, (2 —r + 3)esima, ... nesima; si avrà 


dunque 
D'=nD;=nD,=...=nD,. 


LEMMA 3.° Sia 
Mo do pae ge dei 
mid qd VIA, A N dl 


eu ae 6.0 IS 0) A EE 








È —l 1 —3 
Mn_1 d" Uni d" do seno dn-3d0" 





* Crelle, Journal firr die Mathematik, Band 51. 
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Si può dimostrare che l’espressione È è razionale [*] rispetto a d”. Infatti, dopo aver 


divisa la seconda linea del determinante H per d, se si moltiplicano le colonne se- 
conda, terza, ... ultima per d”,d"— ,...d° e poi si dividono le linee terza, quarta,... 
ultima per d°, d’, ... a", si ottiene 


mi Qd° Gea | 
Mi Ad EIN RATE 


|a 


si 


= a. Mal Q3dI Geo do 


Du 








IRR RM IE, 


TroREMA DI ABEL. Sia F(x)=0 l’equazione risultante dalla eliminazione della 
fra le due equazioni algebriche 


y—R(a)=0, dt+DY+0Y +. 4 day =0 


ove R(x) sia una funzione razionale ed intera di 4; 90, 91,---@,1% funzioni razionali 
ed intere della stessa «x, nelle quali però i coefficienti delle potenze della variabile 
siano quantità indeterminate, supposte funzioni di un’ arbitraria #. Siano 21, 2%, ...%% 


e n radici dell'equazione x* —1= 0, e facciasi d= VR(e). Pel lemma 1.° si ha 


do di daleg, da ene ga aa 
dd qa d° 93 d' CO Gdo 


NEREO Da 
SU dara Sg, QI TMEORS A A 





Moltiplicando le linee seconda, terza,... ultima per 2,, cî.,...2%, ed aggiungendo 
agli elementi della prima colonna quelli della seconda, della terza,... dell’ultima mol- 
tiplicati per 2,, 2î.,...0%7, e moltiplicando quindi di nuovo le linee prima, seconda,... 


go 


ultimafperta tot rent NIna 


ol di d 0) d° 000 Qn--1 i pera 
(2) a SR O REATO 


gue 


0, 9o I MS PROT e (Peo 
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posto 
(3) da do dk Qi dt qr dì d° + Pen + Ge gl! d'- . 
Sia x una qualunque delle ». radici, supposte disuguali, dell'equazione F (x) = 0, e 


sia 0, il fattore di F (x) che è annullato da quella radice. Derivando rispetto a ? la 
equazione identica F (x) = 0, si ha (lemma 2.°) 


ho DOOR, Alia 
dx I AR 
X n 


hn-r do AC VASI OR Pea 1 


dg: 3.49; 
dt da di 
ficienti. Trasformisi il determinante nell’equazione che precede, moltiplicando le linee 
seconda, terza, ... ultima per 2,,07 ,... 0%! ed aggiungendo agli elementi dell’ultima 
colonna moltiplicati per «7%! quelli della penultima, terz’ultima,... seconda moltipli- 








ove h,= indica la derivata di 9g, rispetto alla sola # implicita ne’ coef- 


cati per at, a%-*,...0,; avendo riguardo all’ equazione identica 8,=0, si ha 
da 
4 (a) - —na,H= 
(4) F' (2) 37 — na,H=0 
posto 
RASO, DARE de AT gia 


He (ip hl gd. CORI da 


dee e ea o ale Vel Le cè ia iie e) e) Lal ve, 








hin-1 glie do ‘00 dadi 


Sia a una quantità costante, f(x) una funzione razionale ed intera di x; e si molti- 
plichi la (4) per 
_Ff) 
a,(€e—-a) dF' (a) 





sì avrà 
f(x) de _—«Hf(0) 


1 
a, (@(—a)ddt («—a)dF'(x)° 





In questa equazione cambio la x successivamente in tutte le radici della F(x)=0; 


sommando i risultati ed osservando essere qa funzione razionale [3] rispetto ad x 
[d 
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(lemma 3.°), si ha, per noti teoremi sullo spezzamento delle frazioni razionali 


SS) io II n H (x) f(®) nH (a) f(a) 
do, —adadt = (—a)d(aF(a) d(aF(a 





[4] 


indicando col simbolo IHg(x) il cofficiente di ; nello sviluppo di (x) secondo le po- 


tenze discendenti di x. Quindi, integrando rispetto a #, si ha 











ù f (0) f (a) n H (x) 
s Za, 3 diana) ia) Fe)“ 
f (a) [nH(a a 
= F (a) ) dt + Coste. 


Ora derivinsi le » equazioni (3) rispetto alla sola #; poi si moltiplichino le equa- 
zioni ottenute dalla derivazione ordinatamente per 


n N n—_l n--l nel 


n . . . 
3 %2 3000%n3 % , 22 3000 %n CROTO O) Zi, ag 000An 


sommando ciascuna volta le risultanti si ha 














d0 c- 9, È 2a 
nh, ea Het FP dia s ino ta n—-s 
quindi, essendo 
dH 
H= ne dh do dl ana SE ha dh Rent 
sarà 
Ur do A SE I ta 
MEL PT) QUA dra 
nH=(— 1)" Y Ti adi 
%, An SE do ee0° Un3 dr? 
ovvero 


| 


ge qud go d° > Gg di 


n n—_l 2 3 
nH=— Yan È SPOT RO 
Ì 





le fra do quad nTate Gn Ta MS | 
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e per la (2) 


n 


=D; 


1 


dB, 1 
salva 


STE 


quindi la (5) diviene 


DI : i felfazani SOY Zlog0, 





de dc) DI log 9, (a) + Cost.*. 


"VR(a) 


In questo risultato consiste appunto il teorema di Abel. 


CI 


Pavia, 2 maggio 1856. 





INTORNO AD ALCUNI TEOREMI DI GEOMETRIA SEGMENTARIA. 


Programma dell’ I, R. Ginnasio liceale di Cremona, alla fine dell’anno scolastico 1857, pp. 1-14. 


Scopo di questa breve nota è la dimostrazione di alcuni recentissimi teoremi enunciati 
dal signor De LArITTE nelle questions proposées del cahier de mai 1857, Annales de 
Mathematiques rédigées par M. Terquem. A tale uopo mi servirò delle coordinate trili- 
neari e delle tangenziali, cioè farò uso di quel metodo (sì elegante ed efficace, ove sì 
tratti di teoremi della geometria di posizione), che alcuni matematici inglesi chiamano 
abridged notation *). 


1. 


Si abbiano due figure omografiche, poste in uno stesso piano. È noto esistere in 
generale tre rette omologhe a sè medesime, le quali si denominano rette doppie. I punti 
d’intersezione di queste rette sono punti doppi. Se si assumono le rette doppie come 
assi di coordinate trilineari (lines of reference), le formole analitiche per la trasfor- 
mazione omografica delle figure, riescono assai semplici. 

Siano a, db, c quantità arbitrarie; x,y, le lunghezze delle perpendicolari condotte 
sulle tre rette doppie da un punto qualunque del piano delle due figure; cioè le @,%, 
siano le coordinate trilineari del medesimo punto. Risguardando questo punto come 


*) Per apprezzare i servigi che questo mezzo analitico rende alla geometria, vedi i lavori 
degli abilissimi geometri — BoBILLIER, PLUCKER, SALMON, HEARN, BRrIOSCHI, FAURE, ecc. Annales 
de Gergonne — Crelle, Journal fiir die Mathematik — SALMON’s Conie Sections — SALMON'$ 
Higher plane curves — Hrarn's Researches on curves of the second order — Annales de 
M. Terquem — Annali del signor Tortolini ecc. 
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appartenente alla prima figura, le coordinate trilineari del punto omologo nell’altra 


saranno generalmente esprimibili con: 
VIETA 


Se il punto (x,7,) movendosi nel piano descrive una linea rappresentata dal- 
l'equazione: 
F(2, y, a)=0 


il luogo geometrico del punto omologo avrà per equazione: 


se ale a 
P(-, gf, f)=o. 


Così, se la retta: 
Ax + By + Ca =0 


si considera come appartenente alla prima figura, la sua omologa sarà: 


A B C 


2. 


Qualunque conica circoscritta al triangolo avente i lati nelle rette doppie: 


x=0, y=0, %=0 


è rappresentabile coll’equazione: 





l n 
1) ii 


ove Z, n,» sono indeterminate. Un punto qualunque della conica si può rappresen- 


tare col sistema: 


(ma + ny) = max 


+] 


t(x+nax)= lx, 


a cui si può sostituire il seguente: 


rigia=(j— 1): Mm:n 


ove £ è la variabile che individua il punto sulla conica. 
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La retta che unisce il punto (t), considerato come facente parte della prima figura, 
al suo omologo, ha per equazione: 


(2) (b—c)ne—(a—b) lx + È (@—5 max — (Cc — a) m)= 0 


quindi, qualunque sia #, cioè qualunque sia la coppia dei punti omologhi, questa retta 
passa pel punto individuato dalle equazioni: 
bT—c cT—a a— db 


i pi UU’ 
Ì m y n 











& 


ossia dalle: 
Ì (I TU RO 
bestie a ba 











(3) cono 


Questo punto evidentemente è sulla conica, e per esso è 


o en 





elogi 


Lo stesso punto, considerato come appartenente alla seconda figura, ha per omo- 
logo quello che ha le seguenti coordinate: 


i m n 


(4) RC) DOSSI 








il quale è pure sulla conica, e gli corrisponde: 


,_ ad) 
Sr Ei) 





Per ottenere l'equazione della retta che passa pel punto (3) considerato come ap- 
partenente alla prima figura, e pel suo omologo, basta porre nella (2): 


"pda li 
Ti) 
si ha così: 
(b— cf (c—-a) (a—-b) 
(9) RETE NAST pl gi ET ee pt 


La tangente alla conica nel punto (*#) ha per equazione: 


1 (RSM 
ERAIRTE n 


t 
TROLL 


dunque la retta (5) è tangente alla conica (1) nel punto (3). 


Mbi 
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La retta che unisce il punto (#), considerato come appartenente alla seconda figura, 
col suo omologo, è: 


ab—c)na—c(a—b) lx + 1 (ca— b)bma—b(cT— a) ny)= 0 
la quale, qualunque sia #, passa pel punto (4). 


La retta che unisce il punto (4) considerato come appartenente alla seconda figura, 
col suo omologo, è rappresentata dall’equazione precedente, ove si faccia: 








pae) 
Mm basa)! 
cioè dalla: 
a°(b — c)? b'(e_-a) cat db) La 
RR m SE, anni 


epperò la retta medesima è tangente alla conica nel punto (4). 

Così è dimostrato il teorema: 

Date due figure omografiche in un piano, ed una conica circoscritta al triangolo 
formato dalle tre rette doppie, tutte le rette che congiungono è punti di essa, considerati 
come facenti parte della prima figura, ai loro omologhi, concorrono in uno stesso punto A, 
il quale appartiene alla conica medesima. Considerando A come punto della seconda figura, 
ha il suo omologo B, il quale appartiene esso pure alla conica, ed è quello in cui concorrono 
tutte le rette congiungenti î punti della conica (come punti della seconda figura) ai loro 
omologhi. I punti A e B, considerati come appartenenti, quello alla prima e questo alla se- 
conda figura, hanno è rispettivi omologhi C e D. Le rette AC e BD sono tangenti alla conica. 

Osservazione. In luogo delle formole precedenti se ne sarebbero ottenute altre 
meno semplici ma del tutto simmetriche, quando si fossero assunte le equazioni: 


l Mm n 


(m_n)(1+4 1) 1 (a_-)(m+4-1) i ((—-m)(Mn+t) 








ui 


in luogo di quelle assunte effettivamente per rappresentare il punto generico sulla 
conica (1). Una osservazione analoga valga per le proposizioni che seguono. 


3. 


L’equazione generale di una conica inscritta nel triangolo: 
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è la seguente: 
(6) V(l2) + V(my) - V(na) i 
quindi un punto qualunque di questa linea potrà rappresentarsi col sistema: 


CE TIZIO 
vi gian( 3) (3 3 


e l’equazione della tangente in questo punto sarà: 
(7) 2-1) la —2(t4+1)my— (t—1)na=0. 
Questa retta, considerata come appartenente alla prima figura, ha per omologa la: 


I 
2-1) 7 e—-20+1)7y—(@—1)2z=0 


e le due rette s'incontrano nel punto: 


VOM 0000) E (A) 
VR ERO SALI] ARI Dee n 








il qual punto, qualunque sia #, cioè qualunque sia la coppia delle rette omologhe 
trovasi sulla retta: 





i m n 


(8) nea b(c— a) dr Iper 


Questa equazione, moltiplicata per la quantità: 


4ab(c—a) (cd) 





ch—-a) 
assume la forma (7) ove sia: 
—_ 2ab-—e(a 46). 
(9) ITER c (Bee o) 


dunque la retta (8) è tangente alla conica (6) nel punto (9), cioè nel punto: 


a(b—-c} beta? cla—b 


T = ————_—_— — ——__——_° ——_—_—_ 


L i m n 
La retta (8), considerata come appartenente alla prima figura ha per omologa la: 


i m n 
? (€ 


GETGEE INI, ( CET ae)pomi 


e questa incontra la (8) precisamente nel punto (9). 
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Se la retta (8) si risguarda come facente parte della seconda figura, la sua omologa 
è rappresentata dalla: 


l m n 
Lo) AR FASE IIa rta 
equazione, la quale moltiplicata per: 


4(cT—a)(cT— d) 
a—b 





assume la forma (7) ove sia: 
2e—(a +5) 
e he 
aT—b 
dunque la retta (10) è tangente alla conica (6) nel punto determinato da questo valore 
di #, ossia nel punto: 
(b—cÈ} (ca (a—b 


l È m ” n 





LIE) RO = 


Analogamente le tangenti della conica (6), considerate come appartenenti alla 
seconda figura, incontrano le loro omologhe in punti tutti situati nella retta (10). 
Questa retta, considerata come appartenente alla seconda figura incontra la sua omo- 
loga nel punto (11). 

Concludiamo quindi il teorema: 

Se sì ha una conica inscritta nel triangolo formato dalle tre rette doppie di un sistema 
di due figure omografiche, le tangenti ad essa, considerate come appartenenti alla prima 
figura incontrano le loro omologhe in punti tutti situati sopra una medesima retta L, 
che è pure tangente alla conica. Questa retta, risguardata come appartenente alla seconda 
figura ha la sua omologa M, la quale tocca anch'essa la conica ed è quella în cui le 
tangenti della conica, considerate come facenti parte della seconda figura, incontrano le 
rispettive omologhe. Le due rette L ed M, considerate come appartenenti, una alla prima 
figura, l’altra alla seconda, hanno le loro omologhe P_e Q; il punto comune ad L, Pe 
quello comune ad M,Q appartengono entrambi alla conica. 


4. 


Riprese le denominazioni del paragrafo secondo, si considerino due punti 
(t=%v), (t=w) sulla conica (1); e per essi le due rette: 


(12) Lx + My+Nxz=0 : Pr+Qy+Rx = 0; 
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saranno identiche le: 


(13) L(z —1)1+x1 (o—1)m4Nn=0 


P(T—1)/+Q00—1)m+Rn=0. 


W 


Per trovare le coordinate trilineari dell’ altro punto comune alla prima delle rette 
(12) ed alla conica (1), elimino « fra le equazioni di queste linee ed ottengo, avuto 
riguardo alla prima delle (13): 


vm La® + (LL+ Mm v) xy + vt My = 0 


da cui: 
x:y=—Mv:L, [9] 
quindi pel punto richiesto si avrà: 
ti 
_ mov M° 


Analogamente, per l’altro punto comune alla conica (1) ed alla seconda delle rette (12), 
sarà: 


i= 


LARE 
mw Q° 


Epperò, affinchè questi punti coincidano, è necessario e sufficiente che sia: 


si 


cioè: 


ove s è un’indeterminata. 
Quindi le equazioni delle rette (12) divengono: 


vsnx + ny + (1—-v) (m—ls)a=0 
wsnax +ny + (1—-%w)(m—ls)a=0. 


Affinchè queste rette siano omologhe, è necessario che la seconda equazione si possa 


dedurre dalla prima col porre in questa: 
tra 
MAMRORO 
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ordinatamente in luogo di: 
LEA 


la qual condizione dà quest’unico sistema di valori per v e %w: 


s_0 (c—--d) ed 


— blema)’ ca’ 





I due punti a cui corrispondono questi valori di # sono omologhi l’uno dell'altro, 
e sono quei medesimi punti (3) e (4) che già si sono incontrati nel teorema del para- 
grafo secondo. Concludiamo quindi il teorema: 

Su di una conica circoscritta al triangolo formato dalle rette doppie di un sistema 
di due figure omografiche esistono sempre due punti (e due soli) tali che due rette rotando 
intorno ad essi ed intersecandosi sulla conica sì mantengano costantemente omologhe nelle 
due figure. Tali punti sono gli stessi A e B di cui sì fa cenno nel teorema del paragrafo 
secondo. 


d. 


Riprese le denominazioni del paragrafo terzo, s' imaginino due tangenti alla conica 
(6) in due punti fissi (£=v), (£=%), ed una tangente nel punto variabile (). Questa 
tangente incontra quelle rispettivamente ne’ punti determinati dalle equazioni: 








Roo Dent 
4 L 4 mo n 
ra (0€-+1) (041) 1 ((_1)(w_1) 1 i Li 
4 L 4 mon 


x 


Affinchè questi punti siano omologhi, è necessario e sufficiente che si abbia: 


unable; vtL1, bi w_-1=c:è—1 


da cuì si ha l’unico sistema di valori per v, 0: 


__ 2e—(a +8) doo (70) 


5) 


a—b î e(b—a) 


Vv 


i quali valori di # corrispondono alle due tangenti omologhe (8) e (10) della conica che 
ci occupa. 

Abbiamo così il teorema: 

Date due figure omografiche in un piano ed una conica inscritta nel triangolo formato 
dalle rette doppie, vi sono sempre due rette tangenti alla conica (e due sole) tali che una 


so 


Cremona, tomo I. 
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retta la quale si muova mantenendosi tangente alla stessa conica, incontri quelle in due 
punti costantemente omologhi nelle due figure. Quelle due rette sono le L ed M, già in- 
contrate nel teorema del paragrafo terzo. 


G. 
Pel punto doppio: 
imagino una retta fissa: 
ma —-ly=0 
ed in essa il punto variabile: 
VEISTOA 
ROS 


ove » è indeterminata. 


Una retta: 
Ax +By+C2z=0 


passerà per questo punto, purchè sia: 
(14) Al+Bm+ Cn=0. 


Questa retta incontra la sua omologa: 


Al B Cogo 
pia 

nel punto: 

a(b—c) ; b(c—-a) Gela==d) 


ATE C 


BIRRA 








Da queste due equazioni e dalla (14) elimino A, B, C, ed ottengo così l'equazione 
del luogo geometrico de’ punti analoghi al precedente e corrispondenti ad uno stesso 
valore della variabile %: 


al(b—c) | bm(e —a) 4 en(la —D) — 0 


x Y % 





la quale rappresenta una conica circoscritta al triangolo: 
ve=01 y=0, ESZII 
La tangente a questa conica nel punto: 
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alb—c)y+bm(e—-a)x=0 


e quindi è indipendente da ». Dunque: 


Date due figure omografiche in un piano, se per un punto doppio sì conduce una 
retta fissa A e su di questa si prende un punto a, tutte le rette della prima figura che 
passano per a incontrano le loro rispettive omologhe in punti situati su di una stessa 
conica, che passa pe’ tre punti doppi. Tutte le coniche corrispondenti agli infiniti punti 
della retta A sì toccano in uno stesso punto, il quale è il punto doppio pel quale passa 


la retta À. 


Reciprocamente, se le coniche corrispondenti a due punti si toccano, questi punti sono 
in linea retta con un punto doppio ed il contatto ha luogo in questo punto. 


Infatti, i due punti siano determinati dalla equazione: 


ATI 
l' m n 
ER UE 
L M N 


a cui corrisponderanno rispettivamente le coniche: 


allb—c) , bm(e—a) , cnla—b) _ 

api, neri) 
aL(b—c) | bM(c—a), eNla—b) 
TERI Oo E NIE 


Siccome queste coniche passano entrambe pei punti doppi, così se esse si toccano, 
ciò avrà luogo in uno di tali punti. Sia per es. l’x=y=0. Le tangenti alle due 


coniche in questo punto sono: 


al(b—c)y+bm(c—-a)x=0, aL(b—c)y+bM(c—aa=0: 


esse coincideranno se: 
is = 


ove s è un’indeterminata. Allora il secondo de’ punti dati sarà rappresentato dalle 


equazioni : 


CIR INOSE 


Dassi eN 


cioè i due punti dati sono entrambi sulla retta: 
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passante pel punto doppio: 
il quale è quello in cui si toccano le due coniche. 


7. 


Sulla retta doppia: 
a=0 
fisso il punto: 
lx +my=0, x=0 


e per esso imagino la retta variabile: 


lx4my+nz=0 
ove n è indeterminata. 
Siano «,v, w le coordinate trilineari di un punto di questa retta: l’equazione 
della congiungente il punto stesso al suo omologo sarà: 
bT—ce 


ca a—b 
pl dl a ee ai) 


la quale equazione, eliminandone « :w mediante l’identica: 


lutmv4+nw=0 
diviene: 
(c—a)n 


ao spet 


è , (b_e)la—-(c-a)my—-(a—b)nx v 


w (a—b)m w 


+ 








La forma di questa equazione manifesta che la retta da essa rappresentata inviluppa 
la conica: 





(ca) n° Vo (CI lr —-(c—-a)my_-(a—b)nx pa 
(a—b)m 2(a—b)m ca 
ossia: 


V(Ib—)x) + Vim(e—ay)+Vna—b)z)=0 


conica inscritta nel triangolo: 


. Sali 
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Qualunque sia 7 questa conica tocca la retta: 


v — 


A; = 


nel punto: 
a=0, (6b—c)a—m(c—-a)y=0; 


dunque è dimostrato il teorema: 

Date due figure omografiche in un piano, se sopra una retta doppia si fissa un punto A 
e per esso si conduce una retta 1, le rette che congiungono i punti della retta 1 co’ loro 
omologhi inviluppano una conica, che è inscritta nel triangolo formato dalle rette doppie. 
Tutte le coniche corrispondenti alle infinite rette che si ponno condurre per A sì toccano 
in uno stesso punto, e la tangente comune è la retta doppia su cui è preso il punto A. 

Reciprocamente, se le coniche corrispondenti a due rette sì toccano, queste rette s’in- 
contrano în un punto di una retta doppia, sulla quale ha luogo il contatto. 

Infatti siano le due rette: 


lr +my+na=0, La +My+Nz=0 
a cui corrisponderanno rispettivamente le coniche: 
VI@—92) + Vr(e—-ay)+ Vala—b)x)=0 
V(Lb—0)2) + V(M(e—ay)+VN(a—b)a)=0. 


Siccome queste coniche sono entrambe inscritte nel triangolo formato dalle rette 
doppie, così se esse si toccano, ciò avrà luogo in un punto di una di queste rette mede- 
sime: sia per es. nella x=0. Siccome la retta x=0 tocca la prima conica nel punto: 


(b—c)x=m(c—-a)y, a=0 
e la seconda conica nel punto: 
L((—c)x=M(c—a)y, x=0 
se questi punti coincidono, sarà: 
Lessh, M==sm 


ossia le due rette date avranno per equazioni: 
lr 4+my4na=0, la+4my+ Tano 


epperò esse si segano sulla: 


Re) 
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8. 


Per agevolare la dimostrazione di un teorema che verrà esposto nel paragrafo 
nono, premetterò la soluzione del seguente problema [$]: 

Dato un sistema di due figure omografiche poste in uno stesso piano, trovare le rette 
di una figura che colle loro omologhe sono divise ne’ punti omologhi in parti proporzionali. 

In questo paragrafo farò uso delle coordinate tangenziali. Siano: 


' , ' 


LIMI 


le coordinate tangenziali di una qualunque delle rette richieste; supposte riferite le 
due figure ai punti doppi: 


a=0; y=0, &=0 


ed espresse con a, d, c delle indeterminate, le coordinate tangenziali della retta omo- 
loga di quella saranno: 


' 


OVERY 
Due punti qualunque della prima retta siano rappresentati dalle equazioni: 


utho=0, u4+kv=0 
ove: 


' ' ' ' ' ' 
do 2 —& d_-y, 
u= lla pil y pia 
x Y % 


o=(y sr +A-My+@-y) 
ed 4X,k sono due indeterminate. La distanza fra i due punti sarà divisa in parti pro- 
porzionali a due numeri m,» dal punto: 
ut ev=0 


Res mh + nk 
OREETAEE 





ove: 


I punti omologhi a’ precedenti sono: 


WAV VIII O 


ove: 
U=0, V=0 


sono i punti omologhi rispettivi de’ punti: 


ue Vedo) 
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Affinchè il punto: 
U+:V=0 


divida la distanza fra i due: 


U+A4%V=0, U+%V= 
in parti tali che stiano fra loro come m:7, deve aversi: 


m(U+hV) , e(U+kV) _(m4n(U+ivV) 


START AREE) SR 





ove A e B sono rispettivamente i risultati ottenuti col porre v=y=x=1 nelle 
funzioni lineari U e V. Posto per ? il suo valore, dopo alcune facili riduzioni, l’equa- 
zione precedente diviene: 
B(BU—AV) =0. 
L'equazione: 
b=20 
ossia la: 
a(b—c)x + b(c-a)y+cla—b)x' = 


dà la soluzione richiesta. L'altra equazione: . 


BU —AV=0 
ossia la: 
(ce'—by)x +4 (ax —cx)y + (by — ax)a = 0 
dà: 


ÙU ' ' 


ari =04is 0% 


caso particolare della B=0. 

L'equazione B=0 rappresenta un punto situato a distanza infinita. Dunque le 
rette richieste sono parallele alla: 

dai by sia 

cioè a quella retta della prima figura che ha la sua omologa a distanza infinita. 

Così è dimostrato il seguente teorema, reciproco di uno notissimo dell’ illustre 
geometra CHASLES ( Traité de Géométrie Supérieure, pag. 365): 

In ciascuna figura le sole rette, che colle rispettive omologhe sono divise dai punti 
omologhi în parti proporzionali, sono le parallele a quella che ha la sua omologa nell’altra 
figura situata a distanza infinita. 
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9. 


Ricerchiamo ora se fra le rette determinate nel paragrafo precedente, ve ne siano 
di quelle che colle rispettive omologhe siano divise in parti eguali dai punti omologhi. 
Riprese le coordinate trilineari, siano A, B, C gli angoli del triangolo formato dalle 
rette doppie: 


saranno quindi: 
ax senA + bysenB + cesenC=0 
(15) 2 


dl senA + J 


% 
5 senB + 7 senC= 0 


le equazioni delle due rette che nelle due figure hanno le omologhe a distanza infinita. 
Sia poi LM, LN, una coppia qualunque di rette omologhe, rispettivamente parallele 
alle precedenti; le loro equazioni saranno della forma: 


(a+ s)x senA + (54 s)y senB + (c+s)xsenC=90 


1 1 TERI IRISOCRI 
Ca SOI far e =“ + -)x senC= 
(+1) senA + (+i)vseab+(2+3) senC= 0 
ove s è la quantità che individua la coppia delle rette omologhe. 

Il punto L ad esse comune ha per coordinate: 


a(b—c) | ble—-a — cla—b) 
(a+ s) senA * (6+s) senB ‘* (c+ s) senC° 





e 
(SS 
ss 


considerato questo punto come appartenente alla prima retta avrà per omologo 1’ M 
determinato dalle: 

(ono: -_c b(c-a) — c(a—d) 

°  (@-+s)senA' (6-+-s)senB * (c+-s) senC 








RR ti 


e considerato come appartenente alla seconda retta avrà per omologo 1’ N determi- 


nato dalle: 
b—c ceca RSS) 


Riyiax= ————; 


(a-Ps) senA © (0 +5) senB ‘ (c+5) sen0° 
Quindi l'equazione della retta MN sarà: 


(b+c) (a4+s)x senA + (c+ a) (0+-s)y senB + (a+-d) (c+ s) x sen C Dori, 
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Ora affinchè sia soddisfatta la condizione dell’attuale problema, è necessario e suffi- 
ciente che la retta MN riesca parallela ad una delle bisettrici degli angoli compresi 
dalle rette (15). 
Il punto comune alle (15) è: 
a(b—c) b(e—-a’) cla —bdè) 
O son A i senBi °° senO 








e la parallela ad MN condotta per questo punto sarà: 
(be + as)x sen A + (ca + bs)y senB + (ab + cs)a senC= 0. 
D'altra parte, posto: 


h° = a? sen A +0° sen*B+c*sen*C— 2bcesenB senCcosA —2ca senC sen A cosB— 


— 2ab sen A sen B cosC 
h <Derrlesh gprs RARA nCco AS enCsen A cosB — 
SA pese as ba sen C cos ca 5 


Le) sen A senB cosC, 
ab 
le due bisettrici degli angoli compresi dalle rette (15) sono rappresentate dalla doppia 
equazione: 


h+ ka? h + kb? h + ke* 


ta xsenA + vi ysenB + x zsenC=0. 











Quindi indicata con è un’indeterminata, per condizione del problema dovrà essere: 
a(bc+as) = i(h + ka?) 
b (ca + bs) = i(h+kb) 
c(ab + es) = d(h+ ke?) 
da cui moltiplicando ordinatamente per d—c, c—a, a—d e sommando si ha: 
teu=s 
quindi, ciascuna delle precedenti dà: 
hs = +k abe 


cioè due valori per la s, epperò due sistemi di due rette omologhe divise in parti 
eguali dai loro punti omologhi. Siccome poi, per uno di questi sistemi la retta LM è 
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x 


parallela ad una delle bisettrici degli angoli delle rette (15), e per l’altro è parallela 
all'altra, così ne risulta evidentemente che se due punti descrivono nello stesso senso 
le due rette di una figura, i loro omologhi descriveranno în senso contrario le rette 
omologhe nell'altra figura. 

Così è dimostrato il teorema: 

In due figure omografiche poste în un piano esistono sempre due sistemi (e due soli) 
di due rette omologhe divise în parti equali dai punti omologhi. Le due rette di ciascuna 
figura sono parallele alla retta di questa figura che ha l’omologa nell’altra a distanza 
infinita; e se due punti descrivono le due rette di una delle due figure nello stesso senso, 
i loro punti omologhi descriveranno le rette omologhe in senso contrario. 


Cremona, 6 agosto 1857. 








4. 


SUR LES QUESTIONS 8321 ET 822. [?] 


Nouvelles Annales de Mathématiques, 1.r série, tome XVI (1857), pp. 41-43. 


QUESTION 821. 


Soient @,,5,,c, les coordonnées du sommet re de l’hexagone; 2, la longueur 
du còté (7,7 +-1); «,,,,7» les cosinus des angles du mèéme còté avec les axes. On 
a, par les données du problème, 


ag=@A,+ al, , b=b, + , Ga=ttnòd 
ag=@,+ 2, dl + v8 a £ ct : 
a=a, bal +atagzls, BRE 7 
as=@, + 031 + agg ° SA ) 
ag= A, + dg 13 ; Da : 


Par conséquent, l’équation du plan passant par les milieux des còtés (1,2), (2,3), (3, 4) sera 
1 1 1 1 
2x 2a,+al, 24+2n4+ag% 204244 244 + ag | 
2Y 204 Bil 20, + 28,424 Bal 204 28,41 + 2824 + 834 
2% 24th 2+ 2h +e 201+- 2h + 2h + tak 
ou, en transformant ce déterminant par des théorèmes très-connus, 

1 0 1 0 
4x—-@) gl + 0363 aglgtoal al + 0g 
4(4 bd) Bali t Bh Bh+B4h BA+ Ba la 
4-0) bt tabtanbo nhbtrb 








= 0. 
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En observant de quelle facon cette équation renferme les éléments qui composent 
les coordonnées des sommets de l’hexagone, on voit que la méme équation représente 
aussi le plan passant par les milieux des còtés (4,5), (5, 6), (6,1). Donc, etc. 


QUESTION 822. 


Solient 2n le nombre des còtés du polygone; a,,d,,c, les coordonnées du sommet 
rième : 1, la longueur du còté (r,v+ + 1); a,,,,, les cosinus des angles de ce còté 
avec les axes. En supposant que r soit un des nombres 1, 2, 3, ...,7, on a 

a,="@, + 0, di L 33 bs +... - Ci) ka , 
Andy Ah "n Ly Z, | COSERI La t LIO * Ly, L , 


donc 
Ar + dn4, = 20,4 a di + 09 la + ora 


c'est-à-dire @,+4,4, est indépendant de r; analoguement pour d,-+d,,, et c, +C,4,. 
Je considère le point dont les coordonnées sont 


De 1 1 
“i 9 (a, 35 04.) RR 9 (o. + bos.) > es 9 7 + cr ; 


ces coordonnées satisfont évidemment aux équations de la droite (r, n +7), qui sont 


dL— d, Ur UR 





Ud, — And r b, ei dg r Cr — Cnr 


et satisfont aussi aux équations de la droite qui joint les milieux des còtés (r,r+1), 
(n+r, n+r+1), savoir 


2x-—Aa,— dry 2y-b,—d,y 2e— 6, Cr4i 





° a) , 
4, TR VAZIIIIRI — nt ai Antr tl Db, + Db, a TIE DEE adi baz Cr + Crt 54 È Chtr CE Cntr4l 





donc le point nommé est commun à toutes les droites qui joignent les sommets op- 
posés et à celles qui joignent les milieux des còtés opposés, et le mème point est le 
milieu de chacune de ces droites. 








9. 


SOLUTION ANALYTIQUE DE LA QUESTION 344 (MANnNHEIM). [?] 


Nouvelles Annales de Mathématiques, 1.x série, tome XVI (1857), pp. 79-82. 


Soient x,, Y1, et x, Y:, les coordonnées des points A,0O, celles des points B,C 
seront de la forme 
a = KM, Y=YUtLAk, 
a=%+um, yV=Yt n, 


h,k,l1,m sont des quantités données, ),u deux indéterminées; donc 














VR 
DIR Xo Xx YUT-%Y 
4 ABO a 1 Lo Y2 = À ’ 
h k 
1% Us 
et analogiquement 
Lea: 
sN IX Y\-UY 
2 AOC = 1 LA Y4 = | 
mM n 
1 % YU 


Il s'ensuit 
XX YT%Y 


M—_pm ik—-pn 





b) 








(ano + 100)— 
2\ABO ' A00 RE 


h k 





mM n 
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mais les points B, C, O étant en ligne droite, on a 











1% Y 
1% Y|=0, 
1 Xx Y 
c’est-à-dire 
azar uso kh eroi 
)h—um Mk pn n Mm 
par conséquent, 
ish 
n m 











LEE 
2\ABO © AOC RS elly 


h k 


XX, YT-% 


Mm n 














quantité indépendante de ),w. Donc, etc. 


Théorème analogue dans l’espace. 


Par un point O situé dans l’intérieur d’un angle trièédre de sommet A, on mène 
un plan qui coupe lès arétes du trièdre dans les points B, C, D. Soient v,, v», 3 le 
valeurs des trois pyramides AOCD, AODB, AOBC; je dis que la somme 


ESP) / 


Vv, Vo 








est constante, de quelque manière qu’on mène le plan sécant. 
Soient x, Y1,%1 3 La) Yz, %2.3 003 5, Y5,%5 les coordonnés des cinq ponts A, 0,B, C,D; 
XL, Y1,%1, X2, Ya, X, SOnt des quantités données ainsi que les 2,f,; on aura 


O Ve e I e E ) 


031 Bi Îfa En 


Va TUTI rt 


dg Bs e Le 


USA SY UO pe SI 


A3 Bs 13 i 
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donc 
lx % 2% 
XX Y_-Y, %o._% 
1 2% %Y % 
6vy= = pwy Ca Bo Ta =pvA, 
1 Xx YU, % 
%3 Bs 13 
1 % Y 3% 
et par analogie 
Co —-% Y_-Y, 2% 2% 
0iyi="vX dg Ba oh VA BI 
031 . Bi Îpn 
I° —X, YU,—Y, %° —X 
6 v3 = iu Xi Bi 1 = "a p (6 ’ 


Ag Be Te 


A, B, C sont des quantités connues; d’où 


sa vtvtv  pvA+v)B tape 
1 


6 vV Vi Va Va Ly Vv ABC 





Mais les points O, A, B, C étant dans un méme plan, on a 


1% Y. 4 
1% YU %3 
l 4 (Yi 2 
N» 


f 4 di 
5 Ys #5 


remplacant x; par Xx, + %,, 3 par A8L+%1;%3 par Xn +%, ete., on obtient 


cu Bon 
pvA+viB+)pC=Apy| 0, Bo te |=AipvD, 
3 83 3 


done 














Va ERI V3 pa Vi Ve 


quantité indépendante de >, wu, v 
C'est ce qu'il fallait prouver. 


— VABC ca 











6. 


SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 368 (CavyLEY). [7] 


Nouvelles Annales de Mathématiques, 1.0 série, tome XVI (1857) p. 250. 


Toute conique qui touche les còtés du triangle ABC (p=0, gqg=0, r=0) est 
représentée par l’équation (SALMON, Conic sections, 3.° édition, p. 247) 


Pp° + mg + nr? — 2.mngr — 2nlrp — 2lmpq= 0 *), 
où Z,m,n sont des indéterminées. Les points a, f, étant déterminés respectivement 
par les couples d’équations simultanées 
=0, .q_r=0; 
q=0, r—p=0; 
Tr ia Pea i 
la conique passera par les points «,f,, si l’on satisfait aux conditions 
m+4+n° —2mn=0, 
n° +0 —2nl =0, 
? +m—2lm =0, 


ou bien 
fe 


donc l’équation cherchée est 
Dai 2g 2rp pg 0. 


*) Ou bien UT+ nato Core 0. 


fa 


SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 369. [7] 


Nouvelles Annales de Mathematiques, 1. série, tome XVI (1857), pp. 251-252. 


Soient 
p=0, qg=0, 7r=0 


les équations des còtés BC, CA, AB d’un triangle ABC; 
q-r=0, r—p=0, p_—q=0 


sont donc les équations de trois droites passant respectivement par les sommets A, B, C 
et se rencontrant au méme point D; soient 2,8, les points où AD, BD, CD ren- 
contrent BC, CA, AB. Soient 


Ip +mq +nr =0, 
ipt mg +®mr=0 


les équations de deux droites R, R, qui rencontrent respectivement BC, CA, AB aux 
points a, a,; b,b,; c,c1; par conséquent, les équations des droites Da, Da,, son 

n(_-p,_m(p_—g)=0, 

ni-P—mp—-9g)=0. 

Le rapport anharmonique des quatre droites DB, DC, Da, Da, 

tai Pe 0 ’ 

PEG 

sip (p_g)-0, 

m 
Lap Dea Mc) 0 


Cremona, tomo I. 
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est 5 (SAaLMON, Conie sections, p. 53) et le rapport anharmonique des droites conju- 


guées DC, DB, Dz, Da,, 


Perrg =0, 
prora N) 
rn I IA 


VA 
/ A — 0 
Devo (r—pi=0, 


Mm à a 3 ; 

est —; done les points B, C, a, a,, seront en involution si l’on a 

na 
mm, = NN. 


Ainsi les conditions nécessaires et suffisantes pour que les trois systèmes de cinq points 


Di Corona tata 
GC, AG Biocon di , 
A, Bi , Ci è 


(2, 8, points doubles) soient en involution, seront 
U,= mm, = nn; . 
Il sensuit qu’en prenant arbitrairement la droite R, 


Ipt+mg+nr=0, 


la droite R, sera 


LATTINA TIRO 
Tono ni 





$. 


Rivista bibliografica. — BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER LAGE, von 
Dr. Grore KARL CHRISTIAN V. StAUDT. ord. Professor an der Univer- 


sitàt Erlangen. Niirnberg, Verlag von Bauer und Raspe, 1856-57. [8] 


Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo I (1858), pp. 125-128. 


Questo libro merita d’essere considerato sotto due aspetti: come saggio, elementare 
in vero, della geometria di posizione, così detta nel più stretto senso della parola; e 
come trattato di geometria imaginaria o ideale. 

Sotto il primo aspetto l’autore è stato sì scrupolosamente fedele al titolo del libro 
e si è occupato in modo sì esclusivo delle proprietà descrittive delle figure, che invano 
si cercherebbe il concetto di quantità in quest’opuscolo, solo eccettuati gli ultimi 
cinque paragrafi, i quali — al dire dello stesso autore — non sono parte essenziale 
del libro, ma devono risguardarsi come semplice appendice. Sotto questo punto di 
vista, mi pare che il sig. StauDT avrebbe fatto un lavoro meno utile che curioso. Le 
proprietà descrittive e le proprietà metriche delle figure sono così strettamente con- 
nesse fra loro, che è sconveniente e svantaggioso il volerne fare un sì completo di- 
vorzio. Il sig. ChasLes ha rimproverato la medesima esclusività, sebbene non tanto 
esagerata, alla celebre Scuola di Monge, ed ha messo in piena luce la maravigliosa 
fecondità della simultanea considerazione de’ due generi di proprietà *). Tale esclu- 
sività potrebbe condonarsi soltanto se il metodo di ricerca e di dimostrazione, adottato, 
si rifiutasse allo studio delle relazioni metriche; ma l’autore si serve della corrispor- 


*) Vedi nel tomo XI dei Mémoires couronnés de l’Academie de Bruxelles l’Apercu histo- 
rique a pag. 264, ed il Mémoîre de géométrie a pag. 775. 
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denza omografica e correlativa delle figure, potentissimo strumento che dà tutte le pro- 
prietà projettive, epperò non solo le descrittive, ma anche le metriche involgenti 
rapporti di segmenti rettilinei, di aree di figure piane e di volumi. Mi pare che queste 
proprietà possano ben entrare in un trattato della geometria di posizione. 

Ma, fatta astrazione da questa soverchia esclusività, entro i limiti che l’autore si 
è prefissi, il suo lavoro ha molti pregi ed è fatto nello spirito della geometria mo- 
derna. — Egli chiama forma elementare un sistema d’ elementi geometrici della stessa 
specie (punti, piani, rette), e considera le forme elementari di due ordini. Tre spettano 
al primo ordine, e sono: sistema di punti in linea retta — fascio piano di rette passanti 
per uno stesso punto — fascio di piani passanti per una stessa retta. Cinque forme 
appartengono al second’ ordine: sistema di punti in una conica — fascio di rette tan- 
genti ad una conica — fascio di rette generatrici di un cono di second’ordine — fascio 
di piani tangenti ad un cono di second’ordine — fascio di rette generatrici (d’uno 
stesso modo di generazione) di un’iperboloide ad una falda. I principj di omografia 
e di dualità permettono di estendere un teorema, che abbia luogo per una delle forme 
più semplici, alle forme più complesse. Ogniqualvolta l'indole della quistione lo con- 
ceda, l’autore enuncia le proposizioni per modo che convengano non ad una sola forma, 
ma a parecchie o anco a tutte quelle d’uno stesso ordine. Per esempio: “ quattro 
elementi della stessa specie, posti in uno stesso piano o passanti per uno stesso punto, 
tre qualunque de’ quali non appartengono ad una stessa forma elementare di primo 
ordine, individuano una forma elementare di second’ordine, a cui questi elementi ap- 
partengono e nella quale essi abbiano un dato rapporto anarmonico *) ,,. 

Collo stesso spirito di generalità, l’autore espone i principj della geometria ima- 
ginaria — ardita concezione, che si può dir sorta dalla scuola di Monge, e che, op- 
portunamente applicata, è un potente mezzo d’invenzione. — Si chiamano ideali gli 
elementi doppi di una forma di prim’ordine in involuzione, la quale non abbia ele- 
menti doppi reali. L’autore considera due specie di rette ideali. Rette ideali di prima 
specie sono le rette doppie d’un fascio di rette di prim'ordine in involuzione. Rette 
ideali di seconda specie sono le rette doppie d’un sistema in involuzione di rette 
generatrici (d’uno stesso modo di generazione) d’un iperboloide. Due rette ideali di 
specie diverse differiscono in ciò, che l’una ha un punto reale e giace in un piano 
reale, mentre la retta ideale di seconda specie nè ha alcun punto reale, nè giace in alcun 
piano reale. L’autore parte da queste definizioni per istabilire le proprietà degli ele- 
menti ideali nelle forme reali, e le proprietà delle forme ideali contenute in sistemi reali 


#) L'espressione: rapporto anarmonico non si trova in questo libro, ma vi si fa uso di una 
locuzione equivalente che non involge il concetto di quantità. 
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Il vantaggio che ricava l’autore da questa geometria imaginaria è quello di sem- 
plificare e generalizzare il linguaggio della scienza, abbracciare in un solo enunciato 
universale molti teoremi in apparenza eterogenei, e cancellare le eccezioni nascenti 
da quelle parti di una figura che possono essere reali o ideali. Ma lo scopo più im- 
portante della geometria imaginaria, quello di trasformare le proprietà di figure ideali 
in effettive proprietà di figure completamente reali (della qual mirabile trasformazione 
ha dato un bell’esempio il sig. CHAsLES deducendo le proprietà de’ coni di second’ ordine 
da quelle di un cerchio ideale *) ), tale scopo, io dico, forse non entrava nelle viste 
dell'autore. 

Lo strumento di cui fa uso l’autore è la corrispondenza proiettiva delle figure. 
I paragrafi 19, 20, 21, 27, 28 contengono proprietà d’un sistema di quattro elementi 
reali o ideali d'una data forma elementare, il rapporto anarmonico de’ quali è la 
somma o il prodotto o una potenza o una radice di rapporti anarmonici d’altri si- 
stemi. I paragrafi 15 e seg. versano sulle principali proprietà delle catene. Dicesi 
catena un sistema d’elementi appartenenti ad una stessa forma elementare, ciascun 
de’ quali insieme a tre elementi fissi della stessa forma costituisce un complesso di 
quattro elementi aventi il rapporto anarmonico reale. Due catene in una stessa forma 
differiscono fra loro pe’ tre elementi fissi. L'autore considera le catene contenute in 
una stessa forma o in due forme proiettive fra loro. 

Il libro è interamente seritto nello stile moderno della pura geometria. Però l’ au- 
tore indica al paragrafo 29 alcuni metodi analitici, opportuni per le ricerche nella 
geometria di posizione. Ecco in che consistono tali metodi: 

1.° Siano A, B, C tre elementi individuati ed M un elemento qualsivoglia d’una 
stessa forma elementare; chiamasi ascissa dell'elemento M rispetto al sistema ABC 
il rapporto anarmonico del complesso ABCM. Ciascun valore particolare dell’ascissa « 
individua un elemento della forma proposta. 

Se in una stessa forma si assumano due sistemi d’elementi fissi ABC, EFG e 
siano r,y le ascisse d’un medesimo elemento qualunque M rispetto a que’ due si- 
stemi, si avranno per la trasformazione delle ascisse le formole 


Mer _b_e y—_a 
dg SOIL e) nr 














ove e, f,g sono le ascisse degli elementi E, F, G rispetto al sistema ABC, ed @,b,c 
sono le ascisse degli elementi A, B, C rispetto al sistema EFG. 


*) CHASLES, Traité de Géométrie supérieure. 
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Date due forme elementari, e nell’ una il sistema ABC, nell’altra il sistema E'F'G, 
sia x l’ascissa d’un elemento M della prima forma rispetto al sistema ABC, ed y 
l’ascissa d’un elemento M' della seconda forma, rispetto al sistema E'F'G'. Gli ele- 
menti M, M' si chiamano corrispondenti; se fra le loro ascisse ha luogo una relazione 
della forma 


ary + Bc +xy+3=0 


ove 2, f,Y,è sono costanti, ed 22 —f, non è zero, le due forme sono projettive. 

2.° Cinque punti A, B, C, C’, C", disposti comunque nello spazio, si suppongano 
individuati. Ogni punto M dello spazio sarà determinato da’ tre piani passanti per esso 
e rispettivamente per le rette C"C', CC", C'C. I rapporti anarmonici de’ tre sistemi 
di quattro piani C"C'(ABCM), CC"(ABC'M), C'C(ABC"M) sono le coordinate del 
punto M. 

3.° Cinque piani A, B,C,C,C" qualunque si suppongano individuati. Qualsi- 
voglia altro piano M sarà individuato dai tre punti in cui esso è incontrato dalle rette 
CC, CC", CC. I rapporti anarmonici de’ tre sistemi di quattro punti C"C'(ABCM), 
CC'(ABC'M), C'CC(ABC"M) sono le coordinate del piano M. 

4.° Sì suppongano individuate tre rette generatrici a,d,c (d’uno stesso modo 
di generazione) d’un iperboloide ad una falda, e tre rette generatrici 2, m,% (del- 
l’altro modo di generazione) della stessa superficie. Un punto qualunque M non posto 
sulla superficie è determinato dai piani condotti per esso e rispettivamente per le 
rette /, m, n; le sue coordinate sono i rapporti anarmonici de’ tre sistemi di quattro 
piani /(abc M), m(abe M), n(abe M). Se il punto M è nella superficie, all'intersezione 
delle due generatrici rettilinee p, g appartenenti ordinatamente ai sistemi abde..., mn... , 
le coordinate di detto punto M sono i rapporti anarmonici de’ fasci, abcp, lmngq. 

Desidero che questo breve cenno invogli i giovani studiosi della geometria alla 

lettura del pregevole opuscolo del sig. STAUDT. 


1 marzo 1858. 





O: 


SULLE LINEE DEL TERZ’ORDINE A DOPPIA CURVATURA. 


Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo I (1858), pp. 164-174, 278-295. 


1. Le belle proprietà, finora note, delle linee del terz’ ordine a doppia curvatura 
(che io chiamerò brevemente cubiche gobbe) trovansi tutte, per quanto io sappia, nella 
nota 332. dell’Apergu historique del sig. CHASLES, e in due altri lavori del medesimo 
geometra, l’uno inserito nei Comptes rendus dell’Accademia francese (1843) e l’altro 
nel giornale del sig. LiouviLLe (novembre 1857). Tali proprietà vi sono però sempli- 
cemente enunciate, ed io non so se alcuno le abbia ancor dimostrate. In questa me- 
moria si propone un metodo analitico per lo studio di linee sì importanti: il qual 
metodo conduce a brevi dimostrazioni dei principali teoremi contenuti nell’ultima 
memoria del sig. CHasLESs, ed anche di alcuni altri non enunciati finora. Se però questo 
scritto fosse per destare qualche interesse dal lato geometrico, io me ne professerei 
interamente debitore allo studio delle memorie dell’illustre geometra francese. 

2. Due coni di second’ordine abbiano una generatrice rettilinea comune. Siano 
B=0, C=0 le equazioni dei piani tangenti ai due coni lungo questa generatrice. 
Questi piani segheranno il secondo e il primo cono rispettivamente in altre due ge- 
neratrici; i piani tangenti lungo le medesime siano A=0, D=0. Le equazioni dei 
due coni potranno quindi scriversi così: 


1) BD—-C°=0, AC—B°=0 
e la cubica gobba comune ai due coni potrà rappresentarsi colle equazioni: 
2) bel) == oanrate eel 


Un valore particolare di © si dirà parametro del punto da esso individuato sulla linea 2). 
I vertici dei due coni 1) sono punti della linea ed hanno per rispettivi parametri 1’ infi- 
nito e lo zero. 
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La retta congiungente due punti (©, 9) della linea può rappresentarsi colle equazioni : 
A—(0+0)B+«89C=0, B—(0+4+09)C+@0D=0 
quindi le equazioni della tangente al punto © sono: 
A—20B+°C=0, BT—20C+4@D=0. 
Se da queste due equazioni si elimina © si ha la: 
3) (AD — BO)? — 4(BD— C°) (AC— B°)=0 


dunque la superficie sviluppabile luogo delle tangenti alla cubica gobba è del quart’ or- 
dine (39) *). L'equazione del piano passante per tre punti (©, 0, e) della cubica gobba è: 


A—(0+084+e)B+(0:+c0+%69)C—0:D=0 
e quella del piano osculatore al punto ©: 
A—30B+430 C—oD=0. 
3. Il rapporto anarmonico de’ quattro piani: 


A—(0+0)B+08C—,(B—0+0)C+8D)=0 ... (r=1,2,3,4) 





; 7 -“, epperò indipendente da ©,0. Cioè: il rapporto anarmonico de’ 


E4 


(tal 
o 


El 














è 





e 
quattro piani passanti rispettivamente per quattro punti fissî della cubica e per una 
stessa corda qualunque di essa linea è una quantità costante. Questa quantità può de- 
nominarsi rapporto anarmonico de’ quattro punti della cubica gobba (9,10). 

La retta tangente al punto © incontra il piano osculatore al punto 8 nel punto: 


ww 


A:B:C:D=30°0: 0(20+%): 0+ 20: 3 


quindi le equazioni de’ quattro piani passanti per una stessa retta B=C=0 e rispet- 
tivamente pe’ quattro punti in cui la tangente della cubica gobba al punto © incontra 
i piani osculatori ai punti (e, 2, 83, €) SÌ otterranno ponendo successivamente 
€1, €, €3, 84 in luogo di 0 nella: 


(2B—©C) — 0(20C0—B)=0 


Cimes €54 





quindi il rapporto anarmonico dei nominati quattro punti della tangente sarà i 
(5 i Ea -€4 


# I numeri citati fra parentesi sono quelli dell'ultima memoria del sig. CHASLES, 
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quantità indipendente da ©. Ossia: il rapporto anarmonico de’ quattro punti in cui 
quattro piani osculatori fissî sono incontrati da una tangente qualunque è costante (51). 
Se questa quantità costante si denomina rapporto anarmonico de’ quattro piani oscu- 
latori della cubica gobba, potremo enunciare l’importante teorema: il rapporto anar- 
monico di quattro piani osculatori d’una cubica gobba è eguale al rapporto anarmonico 
de’ quattro punti di contatto. Quindi i piani osculatori d’ una cubica gobba formano 
una figura correlativa a quella formata dai punti di contatto (48). 

4. Le equazioni 2) si possono ottenere anche dal teorema che segue. Abbiansi nello 
spazio due fasci di rette omografici, e sia B—©C=0 il piano di due raggi omo- 
loghi [9]. I due raggi potranno rappresentarsi colle equazioni: 


A—-oB=0, B—C=0; C—-eoD=0, B—@C=0 


da cui eliminando © si hanno le equazioni 2), ossia: il luogo del punto d’ intersezione 
di due raggi omologhi è una cubica gobba passante pe’ centri de’ fasci. Considerando 
il piano: 

A—(04+©)B+©0C=0 


come appartenente al primo fascio, il piano omologo sarà: 
B_-(0+@©C+08D=0 


quindi la retta ad essi comune incontra la cubica gobba in due punti (8). 

Dimostro il teorema reciproco. Si consideri un fascio di rette congiungenti il punto © 
della linea 2) ad altri punti x,,%:,... della medesima. Le equazioni d’un raggio 
qualunque saranno: 


A—osB—x(B—%©C)=0, B_-e@C—x(C—wD)=0. 


Immaginando un secondo fascio di rette congiungenti il punto 9 ai punti x,, x», ..., 
il raggio di questo fascio corrispondente al punto « sarà: 


A—69B—x(B—0C0)=0, B—68C—x(CT—0D)=0 


quindi i due fasci sono omografici (5, 6). 

5. Ricordata l'equazione del piano osculatore al punto ©, se si cerca di determi- 
nare © onde questo piano passi per un dato punto di coordinate «:d: ec: d, si ha 
l'equazione di terzo grado: 


a—3wb + 3ocT-od=0. 
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Dunque per un dato punto dello spazio si possono condurre ad una cubica gobba al 
più tre piani osculatori (40). Chiamando ©;, ©, 03 le tre radici, supposte reali, 
della precedente equazione, il piano passante pe’ tre punti di contatto sarà rappre- 
sentato dalla: 


A — (0,4 09 4- 03) B+ (0203 + 030, + 60,6) C— 00,03 D = 0 
ossia, per le note relazioni fra i coefficienti e le radici d’un’ equazione: 
dA — aD + 3(6C—cB)= 0 


equazione soddisfatta da: 
ASD Gebo 


ossia: quando per un dato punto dello spazio si ponno condurre tre piani osculatori 
ad una cubica gobba, il piano de’ tre punti di contatto passa pel punto dato (41). Di 
qui emerge una semplice regola per costruire il piano osculatore in un dato punto ©, 
quando sian dati tre piani osculatori e i loro punti di contatto @;,,60,, 03. Sia eil 
punto comune al piano © ©, ©, ed ai piani osculatori in ©,,©;f il punto comune al 
piano © 0, ©; ed ai piani osculatori in ©,,©3; il piano 2f© sarà il richiesto. 

6. Troverò l'equazione della superficie conica che passa per la linea 2) ed ha il 
vertice in un punto qualunque dello spazio. Questo punto sia quello comune ai tre 
piani osculatori della cubica: 


A=0, D=0, A—--30B+38C—6&D=0. 


Le equazioni della retta passante per quel punto ed appoggiata alla linea 2) nel punto 
variabile © sono: 





o(B—-00) — (@—-0)A=0, o(©—0)D+09C—B=0 


da cui eliminando © si ha per la superficie conica richiesta l'equazione: 


(B— 80) — AD(A—39B+ 308°C —6&D)=0 


ovvero 
1 


1 1 ì 
(€+y +2 —27xy»=0 anche x°+y°8+23=0 





ove si è posto: 
A=x, —@&D=y, 6&D—308C4 309B—A=x. 


Dunque il cono passante per una cubica e avente il vertice in un punto qualunque 
dello spazio è del terz’ ordine e della quarta classe. Supposto che pel vertice del cono 
passino tre piani osculatori della cubica gobba, cioè che i piani x=0, y=0, a=0 
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siano tutti e tre reali, il cono ha tre generatrici reali d’inflessione ed una generatrice 
doppia conjugata. Le tre generatrici d’inflessione sono nel piano 2 +y+x=0, che 
è quello passante pe’ tre punti di contatto della cubica gobba co’ piani osculatori 
x=y=x=0. Questi medesimi piani sono tangenti al cono lungo le generatrici 
d’inflessione. La generatrice conjugata è rappresentata dalle equazioni x=y==%. 
Se pel vertice del cono passa un solo piano osculatore reale x=0, indicando 
con u= 0, v=0 le equazioni di due piani reali passanti per quel punto, si avrà: 


yqy=u+0vV-1, e=u—0vV-1 


quindi l'equazione del cono potrà scriversi così: 
A 2 ID °° 8 A 3 è 
c|(a_-uT—- 30) 9 (-u)= 0; 


quindi nel caso attuale il cono in quistione ha una sola generatrice reale d’inflessione 

ed una generatrice doppia nodale. Il cono è toccato lungo la generatrice d’ inflessione 

dal piano x=0 osculatore della cubica, e lungo la generatrice nodale dai due piani 
o) (3) 


x—u+vV3=0. Se il vertice del cono passante per la cubica gobba è su di una 
retta tangente a questa linea, quel cono è ancora del terz’ ordine, ma della terza classe. 
Il vertice sia al punto: 


A/—0eeb= dae b=E='0 
situato sulla tangente A=B=0. In questo caso l'equazione del cono può sceriversi così: 
A*(A—9hB+ 27hKE)—(AT—34B} =0 
quindi il cono ha una generatrice di regresso: 
A 0 =0 

e una generatrice d’inflessione: 

A—9%B+27}RXE=0, A—34B=0; 
lungo queste generatrici il cono è toccato rispettivamente dai piani: 

A=0, A—9%B+27XF}E=0 


che sono osculatori della cubica gobba. 
Da ultimo se il vertice del cono è nel punto 9 della cubica gobba, la sua equa- 
zione sarà: 


(A—6B) (C—6D) — (B—080)}=0 
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dunque ogni superficie conica passante per una cubica gobba ed avente il vertice in 
essa è di second’ordine (2). 

7. Da quanto precede consegue che la prospettiva di una cubica gobba è una cubica 
piana della quarta classe, avente un punto doppio, il quale è corjugato o un nodo 
secondo chè pel punto di vista si ponno condurre alla cubica gobba tre piani osculatori 
reali o un solo (18). Se il punto di vista è in una retta tangente della cubica gobba, 
la prospettiva di questa è una cubica piana avente un punto di regresso, e se il punto 
di vista è sulla cubica gobba medesima, la prospettiva è una linea di second’ ordine. 

La reciproca di quest’ultima proprietà si trova enunciata nell’Apercu nel seguente 
modo: il luogo de’vertici dei coni di second’ordine passanti per sei punti dati contiene 
la cubica gobba individuata da questi sei punti [*°]. Questo teorema somministra una 
semplice regola per costruire per punti una cubica gobba di cui sono dati sei punti 
a,b,c,d,e,f. I due fasci di rette a(bcdef), b(acdef) si seghino con un piano qua- 
lunque passante per la retta cd. Si otterranno così due sistemi di cinque punti, ne’ quali 
tre punti sono comuni. Le due coniche individuate da questi due sistemi, avendo tre 
punti comuni, si segheranno in un quarto punto, il quale apparterrà alla cubica gobba. 

8. Ricerchiamo la natura della linea risultante dal segare con un piano il fascio 
delle rette tangenti alla cubica gobba, ossia la superficie 3). Il piano segante sia 
B—-6C=0 che passa per tre punti della cubica corrispondenti ai parametri zero, infi- 
nito e 8. Posto[!!]: 


C=x, —A+6C0=0%, —60D+C0=2, B—_00C=w 
la sezione riferita alle rette w=0 (x=0, y=0, 2=0) sarà rappresentata dalla 
equazione: 
4) CV + ya — 2a ye — fear — 22°xy= 0 


O ovvero 


_ 


1 l 
PE +y 74420 
epperò la sezione è una linea del quart’ ordine; essa è poi della terza classe perchè 
ha tre cuspidi o punti di regresso (44). I cuspidi sono i punti y=2=0; 2:=x=0; 
x=y=0 comuni alla cubica gobba ed al piano segante w=0. Le rette tangenti 
alla linea 4) ne’ tre cuspidi sono y—2=0, 2:—x=0, ax—y=0; esse concorrono 
nel punto 2“=y==x il quale è quello comune ai tre piani osculatori della linea 2) 
ne’ punti che sono cuspidi della linea 4). 

Se la superficie 3) vien segata da un piano tangente alla cubica gobba, per es. dal 
piano B=0, che passa per la tangente al punto di parametro zero e sega la linea al 
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punto di parametro infinito, la sezione risulta composta della retta A=B=0 e della 
cubica piana: 
BR AD°=R40= 0 

per la quale il punto B=C=D=-0 (cioè il punto della cubica gobba di parametro 
infinito) è un cuspide, e il punto B=C=A=0 (cioè il punto della cubica gobba 
di parametro zero) è un punto d’inflessione. Le tangenti alla cubica piana in questi 
punti sono B=D=0, B=A=0 rispettivamente. Da ultimo, se la superficie 3) 
vien segata dal piano A=0 osculatore della cubica gobba nel punto di parametro 
zero, si ottiene la conica: 


A=0, C°+4(BD—C9)=0 


che è tangente alla retta A=B=0 nel punto della cubica gobba di parametro zero. 
9. Pe’ tre punti della cubica gobba di parametri zero, infinito e 8 passa il piano 
B—-98C=0. Questi punti determinano un triangolo, i lati del quale sono: 


B—00=0 (C=o0, TESE E) D—0=0). 


Pongo: 
CO=x, —A+@&C=@y, —060D+C=ez, B—0C=w; 


l'equazione d’una conica inscritta nel triangolo suddetto, riferita alle tre rette 
w=0 (a=y=2z4=0) 
sarà: 
i 2 ho 
(lx)? + (my)? + ne)? = 0. 
Il piano passante per altri tre punti 0,, 9,, 63 della cubica gobba sega il piano w=0 


nella retta: 
(A—-0,) (0-0) (0-0) —0y+0,0,9,2=0; 


la condizione perchè questa retta tocchi la conica è: 


/ m n 
2a — — ———€ == 0 





Assunto un altro punto 6,, l’analoga condizione perchè la retta comune intersezione 
del piano 0,60, e del piano w=0 sia tangente alla stessa conica sarà 


/ m n 
SAY e) AE 9, 


Da queste due equazioni si ha: 


lim:n=(0—0))(0—9,) (0— 0.) (0-0): 64:0,0,0,0,. 
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La simmetria di questi valori mostra che anche le rette nelle quali il piano w=0 
è segato dai piani 0,9,0,, 6,0,6, sono tangenti alla medesima conica. Ossia: se un 
piano sega una cubica gobba în tre punti, le rette congiungenti questi punti, e le rette 
secondo le quali il piano è segato dalle facce del tetraedro che ha i vertici in altri quattro 
punti della medesima cubica gobba, sono tangenti ad una stessa conica. Di questo teo- 
rema è conseguenza una elegante regola enunciata dal sig. CHASLES per costruire per 
punti la cubica gobba, della quale sono dati sei punti (12). 

10. La conica ora determinata varia nel piano 2w0=0 col variare il tetraedro 
6,0. 0,9,, mantenendosi però sempre inscritta nel triangolo xyx. È evidente che se 
si tengono fissi i punti 0, 6,0, e si fa variare 0,, le coniche corrispondenti a tutt’i 
tetraedri che hanno tre vertici comuni sono inscritte nello stesso quadrilatero. La 
quarta tangente comune è la retta comune intersezione del piano <=0 e del piano 
0, 0,0,. Questa retta corrisponde al triangolo $, 8, 9;. Tenendo fissi i punti 9,8. e va- 
riando 8;, le rette corrispondenti agl’infiniti triangoli che hanno due vertici comuni 
passano per uno stesso punto (9—9,) (0 —0)x=0*y=0,6.z il quale è la traccia della 
retta 9,0, sul piano 20=0. Questo punto corrisponde alla corda 0,0, della cubica 
gobba. Se teniam fisso il punto 8, e variamo 6,, quel punto descriverà la conica: 





00,24 —(0—0,) 0,22 + (0—0,)0xy=0 


possia 
1 


1 1 1 
lyx + mxx + nay= 0 ove RE 
; | l mem 
la quale risulta segando col piano 2==0 il cono che ha il vertice al punto 0, e passa 
per la cubica gobba. Variando anche 0, le infinite coniche analoghe alla precedente 


sono inviluppate dalla linea del quart’ordine: 


ovvero 


la quale è la medesima risultante dal segare la superficie 3) col piano w= 0. Ossia: 
le coniche risultanti dal segare con un piano qualunque è coni di second’ordine passanti 
per una cubica gobba sono inviluppate dalla linea del quart’ordine che si ha segando 
col piano medesimo il fascio delle rette tangenti alla cubica gobba. 

11. Si consideri il punto dello spazio pel quale passano i tre piani osculatori della 


cubica gobba: 
A=0, D=0, A—-30B+4+3@8C—6@&D=o0. 
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Posto 
A=x, —6&D=y, &D—3@C+30B—A=2 


l’equazione d’un cono di second’ ordine circoscritto al triedro formato dai tre pian 
e=y=*=0 sarà 
\yx + pzx + vey= 0. 


I tre piani osculatori in tre altri punti 0,, 0,0, s'incontrano nel punto: 
A :3B:3C: D=0,0,0,: 0,06,+0,6+0,0,: 0,+0,+0;: 1 


e le equazioni della retta congiungente questo punto al vertice del triedro xyx saranno: 





c:y:a=0,0,0,: —08: (0—-0,)(0—-60)(0—0.) 
quindi la condizione perchè questa retta sia nel cono anzidetto sarà: 


À WU v 


600 BT ee 





Così la condizione perchè il cono medesimo contenga anche la retta congiungente il 
punto «yx al punto comune a’ tre piani osculatori ne’ punti 0,9,0, sarà: 


DS Vv 


raf are “n == 
000, Good 0 





dalle quali si ha: 
hi pi vy=00,0,0,: 0%: (A_B)(6_—0,)(0—0,)(0—6,) 


quindi lo stesso cono contiene anco le rette congiungenti il punto xy: al punto co- 
mune ai piani osculatori ne’ punti 9,6,0, ed al punto comune ai piani osculatori nei 
punti 9,9,0,. Ossia: gli spigoli del triedro formato da tre piani osculatori di una cubica 
gobba, e le rette congiungenti il vertice di questo triedro ai vertici del tetraedro formato 
da altrì quattro piani osculatoriî sono generatrici di uno stesso cono di second’ordine. 

Si dimostra facilmente anche il teorema reciproco e se ne deduce la seguente regola 
per costruire i piani osculatori d'una cubica gobba, quando ne siano dati sei. Due 
de’ piani dati si segano in una retta, sulla quale sì fissi un punto ad arbitrio. Si unisca 
questo punto ai vertici del tetraedro formato dagli altri quattro piani dati; si co- 
struisca il cono che passa per le quattro congiungenti e per la retta comune ai primi 
due piani. Questi due piani segheranno il cono in due altre rette, il piano delle quali 
sarà uno de’ piani richiesti. 

12. Il cono determinato nel teorema del n.° 11 varia col variare il tetraedro 
9, 8, 6 0,. Tenendo fissi i primi tre punti e variando il quarto, ottiensi una serie di 
coni circoscritti ad uno stesso angolo tetraedro. La quarta generatrice comune è la 
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retta congiungente il punto 7yx al punto comune ai piani osculatori ne’ punti 0, 0, 0,.. 
Questa retta, quando varii il punto 6} restando fissi 0, 8., genera il piano: 


x Y x ce 
O @—I)0=) © 


il quale passa per la retta comune intersezione de’ piani osculatori a’ punti 0,9,. Va- 
riando 6. il piano anzidetto inviluppa il cono: 


(0 _ 0) (0r— 6,9) — 60,4)? + 460, (0-9) ay=0 


ossia 
LN TIE e Ra 
(le)? + (my? + (na)? = 0 ove 7 pn Cn 


il quale passa per la conica comune intersezione del piano osculatore al punto 0, e 
della superficie 3). Finalmente, variando anche 0,, i coni analoghi al precedente sono 
inviluppati dal cono di terzo ordine 


(C+y +2) — 27 xya=0 


il quale è quello che ha il vertice al punto xyx e passa per la cubica gobba. Dunque: 
tutt’î conì aventi il vertice in uno stesso punto qualunque dello spazio e passanti rispet- 
tivamente per le coniche nelle quali î piani osculatori d'una cubica gobba segano il fascio 
delle tangenti a questa linea, sono inviluppati dal cono di terz’ordine che ha il vertice 
al medesimo punto dello spazio e passa per la cubica gobba. 

13. Considero i piani osculatori in sei punti della cubica gobba 2), i parametri 
dei quali siano ,0,,9.,0., lo xero e l’infinito, e il piano osculatore in un settimo 
punto di parametro w. Pongo: 


A=%, D=y, A—30B+38C—@&D=zx, A—-30B+30°C—&D=%w, 





quindi: 
089(0—0) (A—30,B+38CT—-@8D)=00,(0—0,)z 


+ (0 — 0) [0,] (€ — #00,4) +80, (0, — 0) 0 


ove 
[0,]= (0, —@)(0,—0). 


Posto inoltre: 
o ,=09,(n—-8,)x +4 (0—0) [0,] (2 — 080,4) 


le sei rette nelle quali i primi sei piani osculatori tagliano il piano w=0, prese in 
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un certo ordine, saranno: 


cx=0, g=0, y=0, q,=0, x= 





e le diagonali dell’esagono formato da queste rette saranno: 


60, (0 — 03) [9] + (0 — 0) [6] [0;] (e — 000,9) = 0 
9,0; (o —9) [0,]x + (0 —0)0,[0,][0:] (2 — 000,4) =0 
9 (0-0) — 0) +(0—0)(0—0)[0,]72— 090, (0—0)(0-—-0)[0.]y=0. 


La condizione perchè queste rette passino per uno stesso punto è: 


[0,] (0 — 0) (o— 0) (0.—0,) + [02] (0— 0.) (0—0) (0,—0,) 
eo e a)0 


la quale è identica, qualunque sia ©. Dunque: un piano osculatore d’una cubica gobba 
è segato da tutti gli altri piani osculatori della medesima in rette, che sono tangenti di 
una sola conica. Nell’ Apergu trovasi enunciato questo teorema: il piano d’una conica 
tangente a sei piani dati inviluppa una superficie di 4.° classe inscritta nella superficie 
sviluppabile del quarto ordine determinata dai sei piani [!*]. Questa proposizione può 
risguardarsi come la reciproca della precedente. Ne consegue una regola per costruire 
i piani osculatori d’una cubica gobba, quando ne siano dati sei. Due de’ dati piani 
segheranno ciascuno gli altri cinque in cinque rette: avremo quindi due sistemi di 
cinque rette, ne’ quali una retta è comune. Sulla retta comune intersezione di altri 
due de’ piani dati si fissi un punto ad arbitrio, pel quale si conducano de’ piani 
passanti rispettivamente per le rette di ciascuno de’ due sistemi. Avremo così due 
sistemi di cinque piani, ne’ quali tre piani sono comuni. Si costruiscano i coni di secondo 
ordine inscritti in questi angoli pentaedri; questi coni avranno un quarto piano tan- 
gente comune: esso sarà osculatore della cubica gobba. 

14. Dati sette punti nello spazio formanti un ettagono gobbo 12345671, cerchiamo 
la condizione perchè i piani de’ tre angoli consecutivi 321, 217, 176 incontrino 1 lati 
rispettivamente opposti 65, 54, 43 in tre punti posti in un piano passante pel vertice 1 


dell'angolo intermedio. I punti 1, 4, 6, 2 determinano un tetraedro, le equazioni delle 
facce del quale siano: 


alle quali quei punti siano ordinatamente opposti. Siano @: bd: c:d, a:fiq:d, trurviw 


Cremona, tomo I. 
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le cordinate de’ punti 7, 3,5. Le equazioni de’ piani 321, 217, 176 sono: 


BARBA RARO 


É U U 


quindi pe’ tre punti d’incontro si ha: 


Abaco Lu: 20; Ah Gslste D pipi; 


p 


(©7) 


b 
ACbRaCebne FARLA 


e la condizione richiesta sarà: 





LEGAL 

VU OO 

LA 
d$ _ OVER 204 ORA 
dx, 

a 

GMAT. 





Se sl risguarda questa condizione come relativa al punto 1, le analoghe condizioni rela- 
tive ai punti 4, 6, 2 saranno: 


ds da as 


dr ada ei. 


Si indichino queste equazioni, nelle quali siansi tolti tutt'i divisori, con: 
IRR A AR AME 
Le analoghe condizioni relative ai punti 7, 3, 5 saranno: 
aT+2T.+T3+dT,=0, &T.+£T.+{T:;+T3;=0, 
ET +eT,+&T+«T,=0. 
Queste tre equazioni sono dunque conseguenze delle prime quattro. Anzi le prime 


quattro equivalgono a due sole indipendenti, il che si dimostra facilissimamente, ram- 
mentando una nota proprietà de’ determinanti. 
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Ora il punto 5 si consideri come variabile, e gli altri come fissi. Il luogo del punto 5 
sarà quindi rappresentato da due qualunque delle equazioni superiori. Le prime 
quattro equazioni T,.=0, T.=0, T3=0, T,=0 rappresentano quattro coni di 
second’ ordine, aventi a due a due una generatrice comune, dunque il luogo del punto 5 
è la cubica gobba determinata dai sei punti dati. Cioè: #0 luogo di un punto che con 
sei punti dati formi un ettagono gobbo tale che il piano di uno qualunque de’ suoi angoli 
e i piani de’ due angoli adiacenti incontrino è lati rispettivamente opposti în tre punti 
posti in un piano passante pel vertice del primo angolo, è la cubica gobba determinata 
dai seì punti dati. Questo teorema e il suo reciproco sono enunciati nell’Apercu. 

Ne deriva una regola per costruire per punti la cubica gobba di cui sono dati sei 
punti 1, 2, 3, 4, 5, 6. Pe’ punti 16 facciasi passare un piano qualunque 162 che se- 
gherà la cubica gobba in un punto « che si tratta di costruire. I piani 16, 123, 456 
incontrino le rette 34, 56, 12 rispettivamente ne’ punti a, è, c; i piani ad 1, ac6 se- 
ghino i lati 45, 23 ne’ punti d, e; il punto comune ai piani 421, 5e6, 16x sarà il 
domandato. 

15. Qualunque piano tangente alla cubica gobba 2) nel punto di parametro © è 
rappresentato da un’ equazione della forma: 


A— 20B+eC—i(B—20C+D)=0 


ove ) è un’indeterminata. Questo piano, oltre al toccare la linea nel punto ©, la sega 
nel punto di parametro XA. Sia data la retta: 


ZA4+mB+nC=0, ‘B+wC+D=0; 
un piano qualunque passante per essa: 
TA+4+mB+nC+4("B4m C+ D)=0 
sega la cubica gobba ne’ tre punti, i parametri de’ quali sono le radici della equazione: 
lo? + mo 4 no + K(l'o° + mo + n) = 0 


epperò quel piano sarà tangente alla linea, quando quest’ultima equazione abbia due 
radici eguali. Ora la condizione della eguaglianza di due radici di quell’ equazione è 
un’equazione del quarto grado in %; dunque per una data retta qualsivoglia passano 
in generale quattro piani tangenti ad una data cubica gobba (38). Questa proprietà si 
può esprimere anche dicendo che una data retta qualunque incontra al più quattro 
‘ rette tangenti di una stessa cubica gobba. Se la retta data si appoggia in un punto 
alla cubica gobba, essa incontrerà al più due rette tangenti, oltre quella che passa 
per quel punto [!*]. Se la data retta fosse una corda della cubica gobba, essa non incon- 
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trerebbe alcuna tangente oltre le due passanti pe’ termini della corda. Ne segue anche 
che due tangenti della cubica gobba non sono mai in uno stesso piano. — Date quattro 
rette tangenti alla cubica, vi sono al più due rette che le segano tutte e quattro. 

16. Intorno alla retta fissa: 


A—T—9B—A4(B—6C)=0, B—0C—kX(CT—6D)=0 


che incontra la cubica gobba 2) nel solo punto di parametro 9, s’immagini ruotare un 
piano, l'equazione del quale in una posizione qualsivoglia sarà: 


A 0B — (he Be 0000 


ove Z è indeterminata. Questo piano incontra la cubica gobba in due altri punti che 
hanno per parametri le radici dell’ equazione quadratica: 


o -(h+1)0+k=0 
e la retta che unisce questi due punti è rappresentata dalle equazioni: 
A—-(h+0)B+4#C=0, B—(k442C+4#D=0 
dalle quali eliminando / si ottiene la: 


(A—%kB)(C—ED)—(B—4C)(B—40)=0 


che rappresenta un iperboloide ad una falda passante per la cubica gobba. Dunque: 
se intorno ad una retta appoggiata in un solo punto ad una cubica gobba si fa ruotare 
un piano, questo incontrando la linea in due altri punti, la corda che unisce questi 
due punti genera un iperboloide passante per la cubica (11). 

17. Se si scrive l'equazione generale di una superficie del second’ ordine e se ne 
determinano i coefficienti, almeno in parte, per modo che essa passi per la cubica 
gobba 2), si trova che l'equazione più generale di una superficie del second’ ordine 
dotata di tale proprietà è: 


5) a(B*— AC) + 5(C*—BD) + c(AD—B0)=0 


ove i rapporti a:d:ec sono due arbitrarie indipendenti. Questa equazione rappresenta 
evidentemente una superficie rigata, ed in generale dotata di centro, epperò un iper- 
boloide ad una falda (13). Ne segue che, per un iperboloide, il passare per una data 
cubica gobba equivale a sette condizioni, onde se un iperboloide ha sette punti comuni 
con una cubica gobba, questa giace interamente sulla superficie (15). Le due arbitrarie 
che entrano nell’equazione generale di un iperboloide, passante per una data cubica 
gobba, si potranno determinare in modo che la superficie passi per due punti dati 
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nello spazio, o per una retta che abbia un punto comune colla cubica, o per due rette 
corde della cubica, o per un punto dello spazio e per una corda della cubica medesima 
(16, 19, 20, 24). 

L'equazione 5) può essere scritta così: 


(cA — 5B) (cD — aC) + (aB — cC) (ecB— dC) = 0 
da cui risulta che le generatrici rettilinee di un sistema si possono rappresentare colle 


equazioni: 
6) cA-—bB+(aB—ceC)= 0, cB—0C0—MeD—-aC)=0 


e quelle dell'altro sistema colle equazioni: 


7) cA—bB+p.(cB—50)=0, aB—ceC—p(eD—aC)=0, 


ì e ». indeterminate. Se nelle equazioni 6) si pone: 
ASBSCED = otro 
si hanno le: 


O (co + (am -0) =0, co —bo+)M(ao—c)=0 


le quali ammettono in comune due valori reali o imaginari di ©. Dunque ciascuna 
generatrice del sistema 6) incontra generalmente la cubica gobba in due punti. Al- 
l’incontro le equazioni 7) per la stessa sostituzione danno le: 


(o—d)(0+p)=0,  (a0—c)(0+p)=0 


ammettenti in comune un sol valore di ©. Dunque ciascuna generatrice del sistema 7) 
incontra la cubica gobba in un solo punto. Cioè: quando un iperboloide passa per una 
cubica gobba, questa incontra in due punti ciascuna generatrice di un sistema, ed in 
un solo punto ciascuna generatrice dell’altro sistema (14). 

La condizione nccessaria e sufficiente perchè la quantità 


co°—bo + Maw — 0) 


sia un quadrato perfetto è un’ equazione di secondo grado in ); dunque vi sono in 
generale due generatrici del sistema 6) le quali sono tangenti alla cubica gobba (23). 
18. Siano x,y i due valori di © dati dall’equazione: 


co° — bo + M(am—-e)=0 


cioè i parametri de’ due punti in cui la cubica gobba è incontrata dalla generatrice 6). 
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Sì ha: 
e(@+y)=b—-)a, ay=—) 


quindi eliminando è» si ha la: 
c( + y) — axy=b 


la quale esprime che i punti in cui la cubica gobba incontra le generatrici del sistema 6) 
sono in involuzione, cioè i piani passanti rispettivamente per essi, e per una stessa 
corda qualunque della cubica gobba formano un fascio in involuzione (32). Se si deter- 
minano i piani doppi di questo fascio, essi individueranno sulla cubica due punti, e 
le generatrici del sistema 6) passanti per essi saranno evidentemente tangenti alla 
cubica (23). 

Reciprocamente: se sopra di una cubica gobba si ha un’involuzione di punti, le 
corde congiungenti i punti corjugati saranno generatrici d’uno stesso iperboloide (21). 
Infatti siano x,y i parametri di due punti conjugati; avremo, a causa dell’ involu- 
zione, un’ equazione della forma: 


ac +y) + Bey + y=0 


ove 2, , sono costanti. Le equazioni della retta congiungente i punti di parametri 
Xx, Y SONO: 


—B(a+gy) + Cay+AÀA=0, —Ca+%+Day +B=0 


dalle quali tre equazioni eliminando £x + y ed xy si ha la: 


DIEGNEA 
C D B|=0 
Li SI 


che è della forma 5), epperò rappresenta un iperboloide passante per la cubica gobba. 
Combinando la proprietà espressa in questo paragrafo con quella del paragrafo 16, 
si ha il seguente enunciato: se per una retta che s’ appoggi in un solo punto ad una 
cubica gobba si fanno passare quanti piani si vogliano, le coppie di punti in cui essi 
incontrano nuovamente la curva sono in involuzione. 
19. Siano: 


le equazioni di sei piani; saranno: 


A—iB=0, C—AD=0, E—-AF=0 
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le equazioni di tre piani omologhi in tre fasci omografici. Da queste equazioni elimi- 


nando ) si hanno le: 
AD-BC=0,. AF—-BE=0 


equazioni di due iperboloidi aventi la generatrice comune A=B=0. Dunque il 
punto comune ai tre piani omologhi ha per luogo geometrico la cubica gobba, comune 
ai due iperboloidi (27). 

Ora i due sistemi di generatrici del primo iperboloide sono rappresentabili colle 
equazioni: 


Fe 'sistoma, .. ... A-pC=0, B-yD=0 
Dessistema n 0A --RB=0, CAD =0 


e pel secondo iperboloide : 


sfsistema 0. Ul A: -<w.B=0, BT_-pF=0 
2.° sistema . .. A-XB=0, E_-XF=0 


e si osservi che la generatrice comune A=B=0 appartiene al primo sistema per 
entrambi gl’iperboloidi. Se si pone A: B:C:D= 8: @°:©:1 nelle equazioni delle 
generatrici del primo iperboloide, ovvero se si pone A:B:E:F= @?:6*:0:1 nelle 
equazioni delle generatrici del secondo iperboloide, si trova che la cubica gobba in- 
contra in ciascun iperboloide in due punti le generatrici del primo sistema (cioè di 
quello cui appartiene la generatrice comune), mentre incontra in un sol punto ciascuna 
generatrice dell’altro sistema (26). 
20. Considerando i due iperboloidi: 


a(B'—AC)+6(C°—BD) + c(AD—BC)=0 
a'(B°>—AC) + d'(C°— BD) + c(AD—BC)=0 
qualsivogliano fra quelli passanti per la cubica gobba 2), osservo che queste equazioni 
sono entrambe soddisfatte dalle: 
cA-—bB+)(aB—cC)=0, ecbp—-0bC0—AMceD— aC) = 0 
ove sia: 


RO be' — be 


ac — a'e 


dunque due iperboloidi passanti per una stessa cubica gobba hanno necessariamente 
una generatrice comune (25). 


/ 
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21. Si trasformi la funzione quadratica a quattro variabili A, B, C, D: 


AD — BC 


sostituendo alle variabili medesime altrettante funzioni lineari di altre variabili 
A',B, C', D', e si determinino i coefficienti della sostituzione in modo che la funzione 
trasformata sia: 


A'D'— BC. 





Applicando le formole che il professor BrioscHI dà in una sua Nota sulle forme qua- | 
dratiche (Annali di Tortolini, giugno 1854), si trova la seguente sostituzione: 


3 VpA+pB+x0+D 
B ' 7 ' ' dll , ' 
gp A + p'B' + AC +D 
C /, ' ' SIA! ' 
— "A pÀ HB PROD 3 
D ' ' y ’ ' 
siii pA' + pB' + 20 + D 
o reciprocamente: 
A _ A—)B — pC + 26D 
B' ’ 
n n + XpD 
C' i 
ie AL — ROTA nD 
D' 


er A-_—\B_-pC+XpD. 


Le quantità a, db, c, d, },p,X,p.' sono legate da due sole condizioni. 





per cui la sostituzione contiene sei arbitrarie, fra loro indipendenti. 
Per un sistema di valori particolari di queste arbitrarie otterremo sull’iperboloide: 


AD—BC=AD'—<B'C.=0 
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due cubiche gobbe, luna rappresentabile colle equazioni: 
8) AC—-B?=0, BD'—-C°=0 
e l’altra colle: 
9) ABI 00 RE=0 
oltre poi quella più volte considerata, che è rappresentata dalle 1) o dalle 2). 
22. I due sistemi di generatrici dell’iperboloide AD—BC=0 sono rappresentati 

dalle equazioni: 

1.° sistema. . . A—@B=0, C—oD=0 

iiersistemate to se AS 00-07 B—0D== 07 


Ora dalle formole di sostituzione risulta evidente che i piani A'==0, B'=0, C'=0, 
D'=0 passano rispettivamente per le generatrici del primo sistema: 


ATAB=0 AEM Pe AB 
CER SIRIO 0 








e per le generatrici del secondo sistema: 
A—pC=0 A—pyuC=0 AT—p»nC=0 A—pC=0 
b) 9 ; 
B_-psD=0 BT_-uyuD=0 B_-pD=0 BT_-wD=0 
dunque i due sistemi di generatrici dell’iperboloide saranno anco rappresentabili colle 
equazioni: 
10° sistema... A'—«B'=0, . C—xD'=0 
Disenistoma n, e CAO 09 Bi-gD'=0. 
Ne segue che fra le tre cubiche gobbe sopra menzionate la 1) e la 8) incontrano 
ciascuna generatrice del primo sistema in un solo punto e ciascuna generatrice del- 
l’altro sistema in due punti; mentre la 9) incontra ciascuna generatrice del primo 
o 
sistema in due punti e ciascuna del secondo in un solo punto. Cerchiamo in quanti 
punti si seghino le linee 1) ed 8), ed in quanti le 1), 9). 
Per trovare i punti comuni alle linee 1), 8), nelle 8) pongasi 
NIbrCe badoo: 


avremo le: 
bad(@—-p)(o—p)(0—- +e (0 —p) (0—X}=0 


ac(o*—p)(0°—p)(o—))}+2°(0°—p)°(0—)}=0 
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ossia, posto / È bi 
n= =! 
 P c° ac 





(o — u) [Ao — pi) (0-2) + (0°—p)(o—x}]=0 
(op) (e — pp) + (0 — p)(o—XF]=0 


equazioni che ammettono in comune le quattro soluzioni della: 





10) ha — p'’)(0-}? + (0° —p)(0—X?= 0 


dunque: due cubiche gobbe situate su di uno stesso iperboloide e seganti entrambe 
in due punti una stessa generatrice hanno in generale quattro punti comuni (28). 
Ponendo A: B:C:D= @*: ©: ©:1 nelle 9) per trovare in quanti punti si segano 
cd 


c : 
3 =, sì hanno le: 
hè ab 


le linee 1) e 9), e posto inoltre % = 





(0-1) (K@— (0-2) +(0—p(0—2))=0 
(0-2) (ko po) + (0-02) =0 
equazioni ammettenti in comune le cinque soluzioni della: 
k(o— pf (o) +(0°— pf (0-2) =0 


cioè: se due cubiche gobbe poste su di uno stesso iperboloide incontrano una stessa ge- 
neratrice, l'una in un punto, l’altra in due punti, esse si segano generalmente in 
cinque punti (28). 

Reciprocamente: due cubiche gobbe aventi cinque punti comuni sono sempre si- 
tuate su di uno stesso iperboloide. Infatti l'equazione più generale di un iperboloide 
passante per la prima delle due linee contiene due costanti arbitrarie; si determinino 
queste in modo che la superficie passi per altri due punti della seconda linea; allora 
questa avendo sette punti comuni colla superficie dell’iperboloide giacerà per intero 
su di essa (30). 

23. Consideriamo sull’iperboloide: 


AD—BC=AD'—B'C'=0 


un sistema di cubiche gobbe aventi quattro punti comuni. Queste cubiche saranno 
rappresentate dalle equazioni 8) nelle quali si variino le X,,X, ecc. in modo però 
da serbare inalterata l'equazione 10) che dà i punti comuni alla cubica 1) ed alla 8). 
Per maggior semplicità supponiamo che due di questi punti comuni alle cubiche siano 
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quelli corrispondenti ad ©=0 e ad ©=0%, per cui nella (10) si dovrà porre: 
Ri Ae ANI 


k indeterminata. La 10) diverrà: 
20° — 0(1+%)(A+X) +24 =0 


e poichè i coefficienti di questa equazione devono essere invariabili, le )., },% saranno 
legate dalle relazioni: 
(14+4)+X)= 2a, XXX =B 


ove 4, sono costanti determinate. Quindi nelle equazioni 8) si potranno esprimere 
tutte le indeterminate in funzione di % che rimarrà solo parametro variabile dall'una 
all’altra cubica gobba. Ora osserviamo che un punto qualunque dell’ iperboloide, con- 
siderato come l'intersezione delle generatrici: 


A-—TxB=0, C-axD=0; A—yC=0, B—yD=0 
può rappresentarsi colle equazioni: 
Nabatei pene 
Per avere i punti in cui la linea 8) incontra la generatrice: 
A--yC=0, B—yD=0 
pongansi i valori precedenti nelle 8); si avrà: 


(n) —-(y—p)(e-x}=0 
ossia: 
11) ala? 





(Y+8)(1+4)x+ay=0. 
Siano % ed x; i due valori di x dati da quest’ equazione; sarà: 


dia Et ey 


Ò Lo ie 
al: È ke 





ka = 


dunque, indicando con M, N quantità soddisfacenti alle: 
y+B=My=N 


avremo: 
0, (o | xa) Casa Mx, Lai rt N = 0 


ossia: le coppie di punti in cui la generatrice A--yC=0, B—yD=0 (che ap- 
partiene al secondo sistema) è segata dalle cubiche della famiglia 8), cioè da più 
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cubiche poste su di uno stesso iperboloide, ed aventi quattro punti comuni, sono in 
involuzione (34). 
24. Per avere il punto in cui la cubica 8) incontra la generatrice del primo sistema: 


AB =0% C—-xD=0 
consideriamo y come incognita nella equazione 11): 


500 Ber + ka(f— aa) 
Mr E 37) 





Ora cerchiamo il rapporto anarmonico de’ quattro punti, in cui la medesima generatrice 
è segata da quattro linee della famiglia 8), corrispondenti a X=%X,, X», #3, ky. Tale 
rapporto anarmonico sarà quello de’ quattro piani passanti per gli stessi punti rispet- 
tivamente, e per una retta qualunque, per esempio B=C=0. Il piano passante 
per questa retta e per uno qualunque di que’ quattro punti è: 


Da =yU=0 
ossia ponendo per 7 il suo valore: 


B(a —a)—FC—k(cB+(f— 22) c)=o0. 


Cambiando la cubica gobba cambia soltanto %, quindi il rapporto anarmonico richiesto 
sarà: 
(Fi _—_ la) (ks n 4) 


(ki = ls) (ka masi l4) 





quantità indipendente da x. Dunque: il rapporto anarmonico de’ quattro punti in cui 
quattro cubiche poste su di uno stesso iperboloide e aventi quattro punti comuni in- 
contrano una generatrice di quel sistema, che è intersecato in un solo punto per ogni 
generatrice, è costante, qualunque sia la generatrice (34). 


25. Dati nello spazio sei punti, siano: 
AZIO RE e O) 0) 
le equazioni delle facce del tetraedro determinato da quattro fra que’ punti; le fun- 


zioni A', B', C', D' s’ intendano moltiplicate per tali costanti che il quinto punto sia 


rappresentato dalle: 
A' pens B' —. (5 RSA D' 


e il sesto punto sia: 
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Allora la equazione de’ due coni di second’ordine passanti entrambi per questi sei 
punti, ed aventi il vertice l’uno nel punto A'=B'=C'=0, l’altro nel punto 
eb Ce==/0 saranno 





Gio -=0) Mpa) anca 0) e albe) bed) \e(d—-b) 
CAI ig Oi ente oe Ulma vaga Di pair im 





Posto: 

B=c(b — d)B'+b(A—c)0';  C=c(b—a)B' 4 bla—c)C' 
a(b—a)(a—-c)A=cb(a—d)(c—-b)A'+ acb —d}(a—c)B'+bale—dP(b—a)C' [14] 
d(b—d)(A—c)D=cb(d--a)(c—b)D'+ del(b—a)(d—c)B'+ dd(e—-a)(6—d)C' 

le equazioni dei due coni divengono: 
AC—B®=0, BD—C°=0 
quindi le equazioni della cubica gobba passante pe’ sei punti dati sono: 
AfsBa& 0 Deco. 
26. Si considerino ora le cubiche gobbe passanti pe’ primi cinque punti dati e 
appoggiantisi ad una retta passante per uno di questi punti. Siano 
Abe 


le equazioni di questa retta; tutte le anzidette cubiche saranno situate sul cono di 
second’ ordine: 





B' C' 
e una qualunque di esse sarà l'intersezione di questo cono e di quest'altro: 


G=) Bd) =) _ 
Di aii0 





13) 


ove x varia da una cubica all'altra. Ciò premesso, passo a dimostrare il teorema: 
quattro cubiche gobbe situate su di uno stesso cono di second’ordine ed aventi cinque punti 
comuni incontrano una generatrice del cono in quattro punti, il rapporto anarmonico 
de’ quali è costante qualunque sia la generatrice. Una generatrice qualunque del cono 12) 
è rappresentata dalle equazioni: 


14) B—10=0, hab—)0+((—a)+7r@—p)A=0 
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h indeterminata. Per determinare il punto in cui questa generatrice è incontrata dalla 
cubica 12), 13) cerchiamo le equazioni della generatrice secondo la quale il piano 
B'—1C0'=0 sega il cono 13); esse sono: 


15) B'—4C'=0, /’(8-—nC+ (EG 1)+%(1—- Ba) (ER 


quindi il punto richiesto è determinato dalle tre equazioni 14) e 15). Dando a « quattro 
valori particolari %,, 42, #3, #4 successivamente, otterremo i quattro punti in cui la 
generatrice 14) è incontrata da quattro cubiche gobbe passanti pei cinque punti dati 
e appoggiate alla retta data, ciascuna in un altro punto. Il rapporto anarmonico 
de’ quattro punti è eguale a quello de’ quattro piani condotti per essi rispettivamente 
e per una medesima retta qualunque, per esempio la C'=D'=0. Le equazioni 
de’ quattro piani sono: 





Keri 006800 AO 
ove: 


C+ %r— BD 





B7(1-4)E=1(p 
epperò il rapporto anarmonico in quistione è 
(An — Aa) (43 — 24) 
(21 —- 43) (a — X4) 
quantità indipendente da %, c.d. d. 
27. Il piano osculatore della cubica gobba 2) si punto di parametro è taglia la 


superficie sviluppabile 3), di cui la cubica è lo spigolo di regresso, secondo la conica 
rappresentata dalle equazioni: 


AT—-30B+306CT—«&D=0 
(A—@B)} — 40°(B® — AC) = 0, ovvero (C—@Df —4(C° — BD)=0. 





Lo stesso piano osculatore taglia il piano: 
BT_-A1C=0 


secondo una retta, il cui polo rispetto alla conica anzidetta è rappresentato dalle 


equazioni: 
A:B:C:D=3h0°: 0(20—)):o—- 2h: —3 


dalle quali eliminando © si hanno le: 
2A—341B —3%XC+424XD=0, 4%(3C—242D}à+AD=0 


rappresentanti un’altra conica. Ossia: un piano osculatore variabile di una cubica 
gobba taglia un piano fisso secondo una retta, e il fascio delle rette tangenti alla cu- 
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bica in una conica; il polo di questa retta rispetto a questa conica ha per luogo geome- 
trico un’altra conica. Per brevità il piano di quest’ultima conica si dirà congiunto al 
dato piano fisso. 

Se il piano fisso si suppone a distanza infinita, il teorema precedente somministra 
quest'altro: è centri delle coniche risultanti dal segare coi piani osculatori d’una cubica 
gobba il fascio delle sue tangenti sono tutti în una stessa conica. 

L'equazione del piano fisso ora sia: 


16) A_-(+p+v)B+ (v+\A+AMw)C—MyD= 0 


cerchiamo l’equazione del piano congiunto. A tale uopo osservo che alle equazioni 2) 
sì possono sostituire le seguenti: 


ASBI) ara 





ove: 
E I 
B'=A—(2v+u)B+v(2p+v)CT—pw?D 
'—=A—-(20+)B+p(2v+%)C— w°D 
D'=A— 341B+3p°C — °D 
e inoltre: 
_0—y 
sal (00) SZ Ò 


Per questa sostituzione l’equazione del piano fisso 16) diviene: 


B'—kC'=0 
ove: 
) — y 


epperò l'equazione del piano congiunto sarà: 
2A' — 3kB' — 34° C + 24°D'= 0 
ossia: 


17) A (N -L vi - v)B + (Vu | PT: + uN) C MS Xp y D SA 0 





MOVE: 





2v ROVINE BI 241 


bt) 200 pt) ig 
2v—-(+p) 


dre EA)! 
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Da queste ultime equazioni si ricava reciprocamente: 


Mala xp+v_-24v lle i(V +) — 2VV o VO+p') 2Xp' 
Sia 1) SI (1° + v) eee | sana 9 vi LE (v' -— ì) ? ru 9 Via (N° + vi) 














onde segue che, se il piano fisso è rappresentato dall’equazione 17), il piano com- 
giunto lo sarà dalla 16). È poi degno d’osservazione che i sei punti di parametri 
i, tv; N,p',%, ne quali i due piani 16) e 17) congiunti l’uno all’altro incontrano 
la cubica gobba, costituiscono un sistema in involuzione. Cioè: se un piano è congiunto 
ad altro, viceversa questo è congiunto a quello; e è seè punti in cui la cubica gobba è 
incontrata da due piani fra loro congiunti sono in involuzione. 

28. Continuando nell’ argomento del paragrafo precedente, pongasi: 


A"=-=A—-3vB+ 3°C — °D 
B'=AT—(2V +w)B + v(2p/4+v)C — p'v°D 


C=A- (0 -+M)B+ (0 +) 0—+a"D 
D'=A—-3p,B+38°C—p*D 


onde le equazioni 2) si trasformeranno nelle seguenti: 


NB Zi 





ove 
o— y' 
($ f 
Op 
e l'equazione 17) diverrà: 
pi LO” EA 0 
ove: 
2 LI sn v' 
ciù x wi n 


ossia le equazioni dei piani congiunti 16), 17) saranno: 
16) B'— 4C'=0 17) B'—IC"=0. 
Per un dato valore di © abbiamo nel piano 17) il polo: 

A': B': 0: D'=3ke®: a(2x — k): a —-2k: —3 
e nel piano 16) il polo: 


A": B': C': D'=3ly°: y(2y—d):y—2l: —3. 
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Variando ©, questi due poli generano le due linee de’ polî situate rispettivamente 
ne’ piani 17) e 16). Le equazioni della retta che unisce i due poli corrispondenti ad è 
qualsivoglia sì ponno scrivere così: 








SS È | 
a (4A + 34B' — GC + 46D) + (A'— 64B'+ 1270 —8k#D)=0 
Y 4 ©) (84 — 12kB' + 610 — r"D') Hal: (A Erp! de 320! Dr 4KD) sa 


epperò, variando è ossia variando y, questa retta genera un iperboloide. Cioè: dati 
due piani tra loro congiunti, le linee de’ poli in essi situate giacciono sopra di uno stesso 
iperboloide ad una falda. 

29. Siano date nello spazio la cubica gobba 2) e le due rette: 


A—(a-+3)B+a5C=0, B—(c+4C-+c4dD=0 
—(1+9)B+a8C=0, B—(+290+7D=0 


situate comunque l’una rispetto all'altra. Qual’ è la superficie rigata generata da una 
retta mobile che incontri costantemente quelle tre linee (direttrici)? Pongasi per 
brevità: 


—B—(c+d)C+cdD E=B—((+è)C+dD 
HI (RIO H=A—T—(a+òd)B+0gC 
F=(a+3)E+H F'=(a+8)E'+H' 
G=(c+d)H + ab E G=((+3)H +gF. 


Essendo E=H=0, E =H=0 le equazioni delle due direttrici rettilinee, la ge- 
neratrice potrà rappresentarsi colle: 


E—-}H=0, E —\VH=0 


purchè si determinino ) e X' in modo che queste equazioni siano soddisfatte entrambe 
dalle 2) ossia da: 


E:H:E:H=(0—c)(e-d): o(0—-a)(o—-3): (o—y)(0—-d): olo—a)(0—f) 


onde dovrà essere: 
E 0 Ci) RISO Cheoeti 1 Cie 
o(0—a)(o—d)’ o(m—a)(0—f) 


Le equazioni della retta generatrice saranno per conseguenza: 


vET-F +0G— cdH= 0, wE' — °F + wG' 





polli=-:0: 


Cremona, tomo I. 
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Il risultato della eliminazione di © da queste equazioni è: 


K'G — KG' KE — KF K'E— KE' 
KE —KF KE — KE' 4 FG — FG GE — GE|=0 
KE —KE'  GE—-GE EF' — EF 
ove K=cdH, K= è H'. Dunque il luogo richiesto è una superficie del sesto or- 


dine (57). 
Veniamo ora ai casi particolari. 
1.° Sia a=c, cioè la prima direttrice rettilinea si appoggi in un punto alla 


cubica gobba: allora si ha XA = ef quindi, posto L=H+ dE, si ha l’ equa- 


zione: 
LK' — dHG' dHF' — KE — dH 
dHF' — K'E — dHE' 4 EG' — FL ZO 
— dHE' E'L E 


che è del quinto grado rispetto alle coordinate A, B, C, D (58). 
2.° Sia a=c, b=d, cioè la prima direttrice rettilinea si appoggi alla cubica 


in due punti; allora )=i, quindi si ha l'equazione: 
H*E' — H° EF + HE°G — xdE°H =0 
che è del quarto grado (59). 


3.° Sia a=c, a=", cioè le due direttrici rettilinee si appoggino ciascuna in 


À o—-d MCO Mofraty i; I 
un punto alla cubica gobba: allora À = DL SE er lp) quindi si ha: 


(HE — HE) ict (2H'(H+2E)— dH(H'+6E)) (E(H +72) — E(H+ bE)) = 0 


equazione del quarto grado (59). 
4.° Sia a=c, b=d, a="7 cioè una delle direttrici rettilinee si appoggi in due 
TRAE —d 
punti e l’altra in un solo punto alla cubica gobba: allora \=—-, X= FSE ; e 
© (0 — f) 


sì ha la: 
HER HE(H' +fE)+èE°H =0 


equazione del terzo grado (60). 





(er) 
2 
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5.° Finalmente, se fosse a=c, db=d, a=1, B= È, cioè se le due direttrici 
rettilinee fossero entrambe corde della cubica gobba, le equazioni della generatrice 
sarebbero: 
eET-H=0, E —H'=0 


da cui eliminando © si ha: 
EH —-EH=0 
equazione rappresentante un iperboloide (60). 
Nel 4.° caso la superficie rigata è, come si è veduto, del terz’ ordine. La direttrice 
rettilinea E=H=0 corda della cubica gobba ha la proprietà che da ciascun punto 
di essa partono due generatrici, le cui equazioni sono: 


wET—-H=0, (0 — @)H — o(8B—©)E'=0 

oET-H=0, (0—H —o'(8—0)E'=0 
ove: 

è0+0)— 00 — = 0. 
Queste due generatrici, partenti da uno stesso punto della direttrice E=H=-0, in- 
contrano la cubica gobba ne’ punti che hanno per parametri ©, w'. Le coppie di punti 
analoghi a questi due sono in involuzione, il che risulta dalla equazione che lega 
insieme ©, ©. Perciò le corde della cubica congiungenti i punti omologhi sono gene- 
ratrici dell’ iperboloide: 
AC — B° + è(BC — AD) + 0B(BD — C)=0 


il quale passa per la cubica gobba e per l’altra direttrice rettilinea E =H'=0. 
30. La retta B=C=0 corda della cubica gobba 2) sia l’asse comune di due 
fasci omografici di piani. Sia l’ equazione d’un piano qualunque del primo fascio: 


BT_-wC=0 
quella del piano omologo nell'altro fascio sarà: 


B a + do 








— Gie=.0 
C+ do 
a,b,c,d costanti arbitrarie. Questi due piani incontrano la cubica gobba ne’ due 
"200 Nba, 3 a + do ) A DA 
punti, 1 parametri de’ quali sono ® ed 0) ; la retta che unisce questi punti è: 
bh (00) 


(+ do)A— (a+ (+00 + do’) B+(1+20)o C—0, 
(C+da)B—(a+0+9o0 + du?) C+ (a +bo)o D=0 
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quindi il luogo geometrico di questa retta è una superficie del quart’ordine. Per 
ciascun punto della cubica gobba passano due generatrici della superficie; infatti con- 
siderando le due divisioni omografiche sulla linea, se il punto è si risguarda come 


a + bw 


appartenente alla prima, gli corrisponde nell’altra il punto gra e se lo stesso 





punto © si considera come appartenente alla seconda divisione, gli corrisponde nella 

prima il punto me e le due rette congiungenti il punto © ai punti o b 

33 sono, per la definizione della superficie, generatrici di questa. Ne segue che 

U —— 

la cubica gobba è una linea di stringimento [!*] per la superficie medesima (55). 
31. Abbiansi sulla cubica gobba 2) quattro punti di parametri 8,, 8,, 0, ,, e un 


punto dello spazio, per es. quello rappresentato dalle ‘equazioni: 











18) A= 09900 0 RL =0E 


Le equazioni delle quattro rette 1,2, 3,4 che congiungono quest’ultimo punto ai 
primi quattro sono: 
AB = 00 Die EE (070) ri AZIONA 


Il piano delle rette 12 è: 
(0 +9 —0) A+ 0,8, (0,0, — 0(6, + 9,)) D—(6+0,0+6) (B—90)=0 


esso incontra la cubica gobba nel punto il cui parametro è: 


6(0, +0) — 0,0, 
0,+09,—0 
così il piano delle rette 34 incontra la cubica gobba nel punto: 
xe, 0(0; +-9,) — 6,0, 
Ù RTRT 
Il piano determinato dai punti ©,, ©, e dal punto 18) incontra la cubica medesima 


nel punto che ha per parametro: 


8(01+ 0) — 0,0, __60S—0S. + S, 
o +o—0 == 0—05+S, 


0) == 








4 pr 


ove S, è la somma de’ prodotti delle 6,, 0., 8, 6,, prese ad r ad r. Questo punto 
il cui parametro x è una funzione simmetrica de’ parametri 0,,6,, 0, 6, varia perciò 
soltanto col variare de’ punti dati; esso punto si chiamerà opposto ai quattro punti 
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0,,9.,0,,0, relativamente al punto 18) (per questa denominazione veggasi SALMON, 
on the higher plane curves, pag. 133). 
Ora considero il cono di second’ ordine: 
A° + I( B—0C) + mD° + #AD + pA(B—08C)+ qD(B—8C)=0 


che ha il vertice al punto 18); questo cono incontra la cubica gobba in sei punti, i 
parametri de’ quali sono le radici della equazione: 


o + lo—-08f° +m + n0° + po'(o—0) + gole —B)= 0. 
Siano 9,,9,,...6; queste radici, e Z, la somma dei prodotti di esse medesime prese 


ad r ad r; avremo le: 
D=—p, l&=1_-pd, Z23=MW_n, ZL=q +10, Z=90, Z=m 


da cui eliminando 4, m, n, p,q si ha: 
8‘Z, == 0°Zo - OZ, <-- Zs —_ 0 . 


Se in questa equazione si rendono esplicite le quantità 0,9, essa prende la forma: 


19) a(0 +9) — 00,066 +c=0 
ove: 
a= 0‘ — 65, + 05, — Sa , b—-0°—08, + Ss , c-=:0S, —BS. + 0S,. 
[!*] Il piano de’ due punti ;, 6; e del punto 18) incontra la cubica gobba nel punto il 


cui parametro è: 
8(0,+0,) — 6,0, 
FE PAT 
ma in virtù della 19) e della identica: 
ad — 58° + e=0 
si ha: 


6(6; + 8) — 9; Ag 
EEE ABI POT) 





dunque il piano anzidetto incontra la cubica gobba nel punto opposto ai punti 9,, 0,,0,,0,, 
ossia: se un cono di second’ordine incontra una cubica gobba in sei punti, il piano pas- 
sante per due di questi punti e pel vertice del cono passa anche pel punto opposto agli altri 
quattro (SALMON, ibid.). 


[17] 


Cremona, giugno 1858. 
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Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo II (1858), pp. 19-29. 


1.° Siano A=0, D=0 le equazioni di due piani osculatori di una cubica gobba 
(linea del terz’ ordine a doppia curvatura); a e d i punti di contatto; sia B=0 
l'equazione del piano che tocca la curva in a e la sega in dj; C=0 1 equazione del 
piano che tocca la curva in d e la sega in a. In un recente lavoro sullo stesso argo- 
mento, io ho dimostrato che la cubica gobba può essere rappresentata colle equazioni: 


A=iBr ==: 
ove è è un parametro variabile che serve a individuare un punto sulla curva. Ivi è 
pure dimostrato il seguente teorema dovuto al sig. CHASLES: 
Se per un punto dato nello spazio si conducono alla cubica è tre piani osculatori, 


il piano de’ punti di contatto passa pel punto dato. 
Se le coordinate del punto dato sono a:d:c:d, l'equazione del piano è 


dA — aD + 3(6C — cB)= 0. 


Facilissimamente si dimostra anche il teorema correlativo: 
Se un piano: 


PA + gB+rC+sD=0 
sega la cubica în tre punti, i piani osculatori în questi punti concorrono nel punto: 
A:B:C:D=—8s:r:—gq: 3p 


che appartiene al piano dato. 
Inoltre: 
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Se da ciascun punto di una retta: 
TA+-mB+nC=0, pB+qC+rD=0 


si conducono tre piani osculatori alla curva, il piano de’ punti di contatto passa costan- 
temente per un’altra retta, le cui equazioni sono: 


(ma —np)A+3r(mB+n0)=0, (ma —np)D+ 30(pB+q0)= 0; 


reciprocamente, se per ciascun punto di questa retta sì conducono tre piani osculatori alla 
cubica, il piano de’ punti di contatto passa costantemente per la prima retta. 

In generale: 

Se da ciascun punto di una superficie geometrica dell’ordine n si conducono tre piani 
osculatori ad una cubica gobba, il piano de’ punti di contatto inviluppa una superficie 
geometrica della classe n, e tale che se da ciascun punto di essa si conducono tre piani 
osculatori alla cubica, il piano de’ punti di contatto inviluppa la prima superficie. 

2.° Segue da ciò, che a ciascun punto dello spazio corrisponde un piano, e reci- 
procamente, in questo senso che il piano contiene i punti di contatto della cubica 
co’ suoi piani osculatori passanti pel punto. I punti dello spazio formano così una figura 
correlativa a quella formata dai piani ad essi corrispondenti. Anzi, siccome ciascun 
punto giace nel piano che gli corrisponde, così l’attuale sistema di figure correlative 
coincide con quello che il sig. ChasLes ha dedotto daila considerazione di un sistema 
di forze, o di un corpo in movimento (vedi l Apergu historique). 

Per brevità, il punto corrispondente ad un dato piano si dirà fuoco del piano; e 
si diranno reciproche due rette tali che i fuochi dei piani passanti per l’una sono nel- 
l’altra. Siano x,y, le ordinarie coordinate rettilinee di un punto, e suppongasi: 


A=ax+a4y+ az 
B= dba 4 by + ba 
Ca=cr+cytex 
D=dx 4 dy+da +1 
ed inoltre si faccia: 
oi=Mi a,=M,, a, =M, 


dy 03 geni da, + 3(0363 AA b3 6») n X 
dza, — da; + 3(b3c, — b,c3) = Y 
dia, — da, + 3(b,c° — ba) = Z. 


Allora l'equazione del piano il cui fuoco ha le coordinate Lo, Yo, Xo SÌ può scrivere 
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così: 
(mx) Mx + (Y—-yM,+ (x —2)M. 


+ X(ya,—- 2%) + Y(zm2,— 240) + Z(au—y%)= 0; 
ed inversamente, le coordinate del fuoco del piano: 
pr+9qy+ra+s=0 


gM, — rM, —sX rM, — pM, — SY pM, — gM, — SZ 
pX+qgY+rZ®  pX+qY+rZ® pX+aqaY+rZ" 


Ammesso che le X, Y, Z, M,,, M,, M, rappresentino le somme delle forze compo- 
nenti e le somme dei momenti delle coppie componenti relative agli assi coordinati 
e dovute ad un sistema di forze di forma invariabile, il piano corrispondente ad un 
dato punto sarà quello della coppia risultante relativa a quel punto, e viceversa il fuoco 
di un dato piano sarà il punto a cui corrisponde la coppia risultante situata in quel 
piano. È poi noto che alle proprietà de’ sistemi di forze corrispondono analoghe pro- 
prietà del movimento di un corpo. Dunque tutte le proprietà geometriche de’ sistemi 
di forze o del moto di un corpo rigido si tradurranno in teoremi relativi alle cubiche 
gobbe. 

3.° Passo ad altre proprietà, nel dimostrar le quali farò sempre uso delle coordinate 
di PLùcker (Punkt-Coordinaten). 

Considero il piano: 
(1) A—o0B+oC—o,D=0 


SOno: 








OVE: 
o=it+pt+v, ca=pv+v+Mt, o=M; 


il fuoco di questo piano è: 
AB: CEDbi==sarione 


Pongo: 
AT—(1+v)B+pwC=M(p—yfa 


A—(+2)B+0C=p—B 
A_(+pB+)wC=v(—pRy. [18] 
Prese insieme all’equazione (1) le equazioni: 
a=0p= f==0 
rappresentano i lati del triangolo inscritto nella cubica e posto nel piano (1); e le 


P_y=0,. {—a=0, \a-f= 


pur» 
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rappresentano le rette congiungenti i vertici del triangolo al fuoco del piano. Allora 
le coniugate armoniche di ciascuna di queste tre ultime rette rispetto alle altre due 
saranno: 

B+x=0, x+a=0, a+8=0 
le quali incontrano, com'è noto, i lati corrispondenti del triangolo in tre punti posti 
nella retta: 


aB+y=0. 


Questa retta, che rispetto al piano (1) ha tale proprietà esclusiva, si denominerà diret- 
trice del piano stesso. 

4.° Nella memoria citata ho dimostrato un teorema, di cui qui ricorderò l’ enun- 
ciato. Premetto che per polo di un piano rispetto ad una linea di second’ordine intenderò 
il polo della retta comune a quel piano ed al piano della linea. Ciò posto, l’enunciato 
di cui si tratta è il seguente: 

Il luogo dei poli di un dato piano rispetto a tutte le coniche, secondo le quali i piani 
osculatori dì una cubica gobba segano la superficie sviluppabile di cui questa è lo spigolo di 
regresso, è una conica situata în un piano individuato. Reciprocamente, il luogo dei poli di 
questo piano rispetto a tutte quelle coniche è un’altra conica posta nel primo piano dato. 

Due piani dotati di questa scambievole proprietà si sono denominati congiunti; 
congiunte ponno dirsi anco le coniche in essi situate; congiunti i triangoli inscritti nella 
cubica e posti in tali piani, e da ultimo congiunti i triedri formati dai piani osculatori 
che concorrono ne’ fuochi de’ due medesimi piani. 

5.° L'equazione del piano congiunto al piano (1) è: 








(2) A—sB+sC—sD=0 
ove: 
s=lt4m+tn, s=mn+nl+lm, s.=lmn 
essendo: 
A(p+v) — 2py p(v +) — 2% vA+p)— 21 
= — î mes , n= —— i 
2i—-(p+v) 2u—-(v+4) 2v—-(A+y) 

epperò: 


__ 3(5°0, + 900, — 60î) 


dot 202909, 
3(— 007 + 60°9, — 90,0%) 


cer 2753 -+ 26° — 900, 





990,9 — 270 — 20ì 


oo 275+ 25° — 909, 
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Le equazioni della retta che unisce i fuochi de’ due piani (1) e (2) sono: 


(3) Ap—Bq+Cr=0, Bp—Cqg+Dr=0 


Ove: 





p=0°— 30,,. g=="60,--90,, r=0î—309. 


L’eguaglianza de’ coefficienti nelle due equazioni (3) mostra che la retta da esse rap-_ 
presentata si appoggia alla cubica in due punti (reali o ideali), i cui parametri è,, è» 
sono dati dalle: 


: ì PR r 
ità=i, tre 
dunque: 


Ogni retta congiungente i fuochi di due piani congiunti è una corda della cubica gobba. 
Le equazioni della retta comune ai due piani (1) e (2) sono: 


(4) (@à—pr)A — 3r(Bg-- Cr) = 0, (gd —pr)D + 3p(Bp— Cg)=0 


la forma delle quali mostra che questa retta è l'intersezione dei piani osculatori della 
cubica ai punti: 
iti=4, =" 
p p 
dunque: 

La retta intersezione di due piani congiunti è anco l’intersezione dei piani osculatori 
della cubica gobba ai punti ove si appoggia la retta che unisce è fuochi de’ due piani 
congiunti. 

Formando le equazioni delle direttrici dei piani congiunti (1) e (2) si trovano per 
entrambe le equazioni (4), dunque: 

Due piani congiunti hanno la stessa direttrice, la quale è la retta ad essi comune. 

Confrontando le equazioni (3) e (4) si riconosce che esse rappresentano rette re- 
ciproche; ossia: 

La retta che unisce è fuochi di due piani congiunti, e la loro comune direttrice sono - 
rette reciproche; cioè se per ciascun punto dell'una di esse si conducono tre piani osculatori 
alla cubica, il piano de’ punti di contatto passa costantemente per l’altra. 

6.° Cerchiamo se una retta che sia corda della cubica contenga i fuochi di una 
sola coppia di piani congiunti. Il piano: 


B_—- @0==0 
è congiunto al piano: 


2A — 30B — 30°C+20°D= 0 
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e la retta congiungente i loro fuochi è rappresentata dalle: 
(5) A-oB+@C=0, BT—o0C+D=0. 


Affinchè questa retta passi anche pe’ fuochi di due altri piani congiunti, le cui equa- 
zioni siano (1) e (2), il sistema delle equazioni (5) dovrà essere equivalente al sistema 
delle (3); epperò si dovrà avere: 


q=po, =pu 
il che dà: 
p=0°—30604 90°, oc, =%0(0—30) oao=— ww 
ARR A ir ss=o(s—30), s.=0 


26-30 
per cui le equazioni (1) e (2) divengono: 
AT—-36C4+%D—o(B—©C)=0, 


6 
n A—-30C+eD—s(B—©C)=0 


rimanendo s indeterminata. Queste equazioni rappresentano infinite coppie di piani 
tutti passanti per la retta rappresentata dalle: 


A-30C+D=0, B—-@C=0 


ossia: 
2A—-30B—30°C+420D=0, B—-@oC=0. 
Ne concludiamo che: 

Qualunque retta che sia corda della cubica gobba contiene i fuochi di infinite coppie 
di piani congiunti tutti passanti per una stessa retta, la quale è l’intersezione dei piani 
osculatori della cubica ne’ punti comuni a questa ed alla prima retta. 

Da questo teorema consegue quest’ altro: 

Per qualunque retta che sia l’intersezione di due piani osculatori della cubica gobba 
passano infinite coppie di piani congiunti, tutti aventi i fuochi su di una stessa retta, 
la quale sì appoggia alla cubica ne’ punti di contatto de’ due piani osculatori passanti 
per la prima retta. 

7.° La relazione fra s e 6, che si può scrivere così: 


2ss — 30(s+0) + 180° =0, 


mostra che i piani rappresentati dalle equazioni (6) formano una involuzione. Dunque: 
Le infinite coppie di piani congiunti passanti per una stessa retta, che sia comune 
intersezione di due piani osculatori della cubica gobba, sono in involuzione. I piani auto- 
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coniugati della involuzione sono è due piani osculatori. I fuochi di tutti que’ piani con- 
giunti formano pure una involuzione, i cui elementi auto-coniugati sono è punti di con- 
tatto de’ due piani osculatori. 

Per avere il punto centrale dell’involuzione de’ fuochi si condurrà per la direttrice 
il piano parallelo alla focale (retta contenente i fuochi). Questo piano ha il suo fuoco 
a distanza infinita, quindi il piano che gli è congiunto, ossia coniugato nella involu- 
zione, avrà per fuoco il punto centrale richiesto, e sarà il piano centrale della invo- 
luzione di piani. 

La cubica gobba ammette due piani osculatori paralleli fra loro, cioè segantisi se- 
condo la retta direttrice posta nel piano all'infinito. Essi ponno quindi risguardarsi 
come gli elementi auto-coniugati di una involuzione di piani congiunti paralleli. Il piano 
centrale di questa involuzione avrà per congiunto quello all'infinito, e quindi sarà 
quello contenente i centri delle coniche secondo cui i piani osculatori della cubica 
segano la superficie luogo delle sue tangenti. 

8.° Per un punto dato nello spazio, di coordinate a: d:c: d, passa una retta ap- 
poggiantesi alla cubica in due punti; le sue equazioni sono: 


(ct — bd)A — (be—ad)B+ (6°—ac)C=0, 
(e — bd)B — (bc— ad)C + (6°— ac D=0 


e pe punti comuni alla retta ed alla cubica si ha: 
. be—ad be: bd — ac 
Valigie 
La retta è sempre reale, benchè i due punti possano essere ideali. 
In un piano dato qualsivoglia: 
TA+mB+nC+4D=0 


esiste una sola retta, comune intersezione di due piani osculatori. Le sue equazioni 
sono: 


(A —pr)A—3r(Ba—Cr)=0, (@—pr)D+ 3p(Bp— C9=0 
avendosi pe’ punti di contatto: 


AI E n Ir Sims 
URTI ISAIA yi 


La retta è sempre reale, benchè i due piani osculatori possano essere ideali. Ossia: 
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Per un punto dato nello spazio passa sempre una retta (ed una sola) che è focale di 
un fascio di piani congiunti. In un piano dato esiste sempre una retta (ed una sola) 
che è direttrice dì un fascio di piani congiunti. Se il punto dato è il fuoco del piano 
dato, le due rette sono reciproche, e i due fasci di piani congiunti coincidono in un solo 
fascio. 

Per ogni punto dello spazio passano tre piani osculatori della cubica, epperò tre 
rette, ciascuna delle quali è direttrice di un fascio di piani congiunti. Se i tre piani 
osculatori sono reali, anche le tre direttrici sono reali; ma se due de’ piani osculatori 
sono ideali, si ha una sola direttrice reale, ed è quella comune ai due piani ideali. 

Un piano qualunque sega la cubica in tre punti, epperò contiene tre rette, ciascuna 
delle quali è focale di un fascio di piani congiunti. Se i tre punti d’intersezione sono 
reali, tali sono anche le tre rette che li uniscono a due a due; ma se due di quelli 
sono ideali, si ha una sola focale reale, ed è la retta che passa pe’ due punti ideali. 
Ossia: 

Per un punto qualunque dello spazio passano o tre rette direttrici reali 0 una sola, 
secondo che per quel punto si ponno condurre alla cubica tre piani osculatori reali 0 un 
solo. In un piano qualunque esistono tre rette focali reali 0 una sola, secondo che quel 
piano sega la cubica în tre punti reali 0 în un solo. 

Credo interessante la proprietà che segue: 

Se una retta focale incontra la cubica in due punti reali, e per conseguenza la relativa 
direttrice esiste in due piani osculatori reali, ciascun piano passante per questa incontra 
la cubica in un solo punto reale. AUl’incontro, se la focale incontra la cubica in due 
punti ideali, ogni piano passante per la direttrice incontra la cubica in tre punti reali. 
Ossia: ciascun piano di un fascio di piani congiunti in involuzione incontra la cubica 
in tre punti reali 0 în uno solo, secondo che gli elementi auto-coniugati della involuzione 
sono ideali o reali. 

Infatti, affinchè la retta (3) incontri la cubica in due punti reali è necessario e 
sufficiente che sia: 

qa — 4pr>0 


ossia, ponendo per p, g, x i loro valori in funzione di Gc, 5, e 00: 
2706 — 1809,0, — o° oi + 40î + 40°5, >0 
la quale è appunto la condizione necessaria e sufficiente perchè l’ equazione: 
è — 00° + oi — = 0 


che dà i parametri de’ punti comuni alla cubica ed al piano (1), abbia due radici ima- 
ginarie; c.d. d. 
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9.° Se prendiamo in considerazione due piani congiunti, essi danno luogo a figure 
abbastanza interessanti. Per conseguire formole più semplici e simmetriche faccio la 
seguente trasformazione di coordinate: 


«=, y=—-@&D, ax=@&D—-30C+30B—A, 
w=2AT-30B—-36C+26D. 


Le equazioni: 
w=0, X+%y+4%=0 


rappresentano due piani congiunti; le: 


rappresentano i piani osculatori concorrenti nel fuoco del piano +y+=0, e le: 





3(y—2)--w=0, 3(x—2)—w=0, 3(e—y—w=0 


sono quelle de’ piani osculatori concorrenti nel fuoco del piano ewv=0. Ne’ due piani 
congiunti esistono le due coniche che ho denominate congiunte. Quella che è nel piano 
w= 0 è rappresentata dalle equazioni: 


(7) w=0, LC+y+xX—-2yx—2xx — 2xy=0 


epperò questa conica è inscritta nel triangolo formato dalle rette secondo cui il piano 
w= 0 è segato dai piani osculatori concorrenti nel fuoco del piano ad esso congiunto. 

Considerando la figura che è nel .piano @w==0, le rette che uniscono i vertici del 
triangolo or nominato ai punti di contatto della conica inscritta sono: 


(8) w=0 (y—a=0, a—x=0, «—y=0) 


le quali sono le intersezioni del piano 2w=0 coi piani osculatori che concorrono nel 
suo fuoco. Il punto comune a queste tre rette, ossia il fuoco del piano w0=0, è rap- 
presentato dalle equazioni: 

W.= DEA 


I punti in cui il piano 7w0=0 sega la cubica sono: 
wW0d yi = —8:1i130r:y eee) 
epperò i lati del triangolo da essi formato hanno per equazioni le: 
w=0 (7x4y+2z=0, x+7y+42z=0, «+4y+7%=0). 


Questo triangolo e il triangolo circoscritto alla conica (7) sono omologici; le rette che 
congiungono i loro vertici corrispondenti sono le (8), che concorrono nel fuoco del piano 


letinatà li 
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<w=0; e i lati omologhi si segano in tre punti posti nella retta: 


w=0, x+y+t+a= 


la quale è la direttrice comune dei due piani congiunti. Si noti inoltre che il fuoco è 
il polo della direttrice rispetto alla conica (7). Riunendo insieme queste proprietà, 
possiamo enunciare il seguente teorema: 

Dati due piani congiunti P, P', in ciascuno di essi, per es. in P, esistono due triangoli, 
uno ABC inscritto nella cubica, l’altro abc avente è lati ne’ piani osculatori concorrenti 
nel fuoco F' dell’altro piano P'. I due triangoli ABC, abc sono omologici; il loro centro 
d’omologia è il fuoco F del piano P, e Vasse d’omologia è la direttrice 0 comune inter- 
sezione de’ piani P, P'. La direttrice è la polare dei fuochi F,}' rispetto alle coniche 
congiunte situate ne’ piani dati, e queste sono inseritte nei triangoli abc, a' b'e' determi- 
nati dalle due terne di piani osculatori. Le rette che in ciascuno de’ piani dati, per es. 
in P, uniscono è punti di contatto della rispettiva conica ai vertici opposti del triangolo 
circoscritto abc sono situate nei piani osculatori che concorrono nel fuoco F dello stesso 
piano P. 

10.° Le facce corrispondenti dei due triedri congiunti, formati dalle due terne di 
piani osculatori concorrenti ne’ fuochi de’ due piani congiunti, si segano secondo tre 
rette, le quali determinano l’iperboloide: 

e ky + a — 2ya — 22a — 2xy — (3w}=0 
ovvero 
Ly? La? __2y'g — 220 -2ey —(3w)=0 
ove: 
3(y—2),—w=32%'; 3 —-a— w=3yYy; 3a-y)—-w=34'; 
3+y+a)=. 
Questo iperboloide passa evidentemente per le due coniche congiunte, dunque: 

Le rette secondo le quali si segano le facce corrispondenti di due triedri congiunti 
e le rispettive coniche congiunte giacciono în uno stesso iperboloide. Le coniche congiunte 
sono le curve di contatto dell’iperboloide coi coni involventi che hanno î vertici ne’ fochi 
de’ piani congiunti. | 

Qualunque superficie di second’ ordine circoscritta al tetraedro: 


AMANTI 
è rappresentabile coll’ equazione: 


fya + gax 4 hay + law + myw +4 nzw = 0 
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ed analogamente ogni superficie di second’ ordine circoscritta al tetraedro: 
ei}, 10 e) 
ha un’ equazione della forma: 
fy'z'4g'z'a' 4 hey + law +mu'y'w n'a 'w=0. 


Affinchè queste due superficie coincidano in una sola devono essere soddisfatte le se- 
guenti condizioni: 





3(n_-m)—f= 3((—n)—g=0, 3(Mm_-1)-h=0; 


b) 


quindi ogni superficie di second’ ordine circoseritta ai due tetraedri simultaneamente 
sarà compresa nella equazione: 


(Mt myxz + (1—n)xx+(m_-1)ay+3w(le+my+nzx)=0 


la quale contenendo ancora due arbitrarie /: m: x, esprime il teorema: 

Ogni superficie di second’ ordine passante per sette vertici di due tetraedri formati da 
due piani congiunti e dai relativi triedri congiunti passa anche per l’ottavo. 

11.° Terminerò coll’enunciare alcuni teoremi che si deducono da quelli sopra di- 
mostrati mediante il principio di dualità. 

I piani polari di un punto dato rispetto a tutti coni di second’ordine che hanno 
è vertici sulla cubica gobba inviluppano un cono di second’ordine che ha il vertice in un 
punto individuato. Reciprocamente i piani polari di questo secondo punto inviluppano un 
altro cono di second’ordine che ha il vertice nel primo punto. 

Due punti dotati di questa scambievole proprietà si diranno congiunti, e congiunti 
anco i relativi coni di second’ordine. 

Due piani congiunti hanno per fuochi due punti congiunti, e viceversa due punti con- 
giunti sono i fuochi di due piani congiunti. 

Sia dato un punto; per esso passano tre piani osculatori della cubica, e un piano A 
di cui il punto dato è il fuoco. Questo piano sega gli altri tre in tre rette; si cerchi 
la quarta armonica di ciascuna fra esse rispetto alle altre due; si otterranno così tre 
nuove rette passanti pel punto dato e poste nel piano A. Queste tre rette determinano 
cogli spigoli rispettivamente opposti del triedro formato dai piani osculatori tre piani 
che passano per una stessa retta. Questa retta, che ha rispetto al punto dato tale 
proprietà esclusiva, si dirà la focale del punto. 

Due punti congiunti hanno la stessa focale, la quale è la retta che li unisce. 
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Se per una retta direttrice passano due piani osculatori reali, e per conseguenza la 
relativa focale si appoggia alla cubica in due punti reali, per ciascun punto di questa 
passa un solo piano osculatore reale. Se all’incontro la direttrice è l'intersezione di due 
piani osculatori ideali, da ciascun punto della focale sì potranno condurre alla cubica 
tre piani osculatori reali. Ossia: da ciascun punto di una involuzione di fuochi congiunti 
si ponno condurre alla cubica tre piani osculatori reali 0 un solo, secondo che i punti 
auto-coniugati della involuzione sono ideali 0 reali. 

Dati due punti congiunti F, F' (fuochi di due piani congiunti P,P'), ciascuno di 
essi, per es. F, è il vertice di due triedri, l’uno FABC formato dai piani osculatori con- 
correnti in F, l’altro Fabc avente gli spigoli passanti per que’ punti della cubica che sono 
nel piano P'. I due triedri FABC, Fabc sono omologici; il piano d’omologia (il piano 
ove sono le rette intersezioni delle facce corrispondenti de’ due triedri) è él piano P; 
l’asse d’omologia (la retta per cui passano i piani determinati dalle coppie di spigoli 
corrispondenti de’ due triedri) è la focale comune FF'. Questa focale è la polare de’ due 
piani congiunti P, P' rispetto ai coni congiunti, e questi sono circoscritti ai triedri Fabc, 
F'a'b'c' è cuò spigoli si appoggiano alla cubica. Le rette che, per ciascun punto congiunto, 
per es. F, sono le intersezioni delle facce del triedro inscritto Fabc coò piani tangenti 
al cono circoscritto lungo gli spigoli rispettivamente opposti passano pe’ punti della cubica 
che appartengono al piano P. 

Le rette che uniscono i vertici omologhi di due triangoli congiunti (ossia triangoli 
inscritti nella cubica e posti in piani congiunti) determinano un iperboloide toccato dai 
relativi coni congiunti lungo due curve poste nei piani congiunti. 

Ogni superficie di second’ordine tangente a sette facce di due tetraedri determinati 
da due triangoli congiunti e dai relativi fuochi tocca anche l'ottava. 


Cremona, ottobre 1858. 


Cremona, tomo I. 6 


Il. 


INTORNO ALLE SUPERFICIE DELLA SECONDA CLASSE 
INSCRITTE IN UNA STESSA SUPERFICIE SVILUPPABILE 
DELLA QUARTA CLASSE. 


Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo II (1859), pp. 65-81. 


1.° Le proprietà delle coniche inscritte in uno stesso quadrilatero hanno occupato 
i più illustri geometri moderni, incominciando da EuLERO, e venendo sino a STEINER. 
Essi ebbero specialmente di mira la ricerca della massima ellisse inscritta, e la di- 
stribuzione dei centri delle diverse specie di coniche. Questo problema è stato risoluto 
con mirabile semplicità ed eleganza da PLUCKER, nel secondo tomo dei suoi Analytisch- 
Geometrische Entwicklungen (pag. 199 e 211), facendo uso delle coordinate tangenziali 
( Linien-Coordinaten). L’analogo problema, relativo alle coniche circoscritte ad uno 
stesso quadrigono, è stato trattato e pienamente risoluto in due memorie del professor 
TRUDI *). La medesima soluzione è enunciata, insieme ad una gran copia di bellissimi 
teoremi, anche in una recente memoria del signor STEINER **). 

Se si estendono queste ricerche alla geometria nello spazio, si presentano due 
quistioni; luna risguardante le superficie della seconda classe inscritte in una stessa 
superficie sviluppabile della quarta classe; 1’ altra che concerne le superficie del se- 
cond’ordine circoscritte ad una medesima linea a doppia curvatura del quart’ordine. 
La presente memoria si riferisce alla prima di queste quistioni. 

Seguendo l esempio del PLùcKER, io farò uso delle coordinate tangenziali (Plar- 





#) Memorie della R. Accademia di Napoli, 1857. 
##) Monatsberichte der Berliner Akademie, Juli 1858. 


n 
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Coordinaten), che sono state introdotte nella geometria analitica a tre dimensioni dal 
signor CHasLes *) e dal PLUcKER medesimo **). 

2.° È noto che la superficie sviluppabile della quarta classe che inviluppa due 
superficie della seconda classe contiene in generale quattro coniche; e i piani di queste 
formano un tale tetraedro (fetraedro polare), che ciascuna sua faccia è il piano polare 
del vertice opposto rispetto ad una qualunque delle infinite superficie della seconda 
classe inscritte nella sviluppabile. Assumo uno de’ vertici del tetraedro polare (*)) come 
origine, e gli spigoli in esso concorrenti come assi di ordinarie coordinate rettilinee 


oblique 2, y, x. Sia: 


tx +-uy-+-v + w=0 


3 : : a fonti UNANO | 3 ; 
l'equazione di un piano: le quantità SSA er, si denomineranno coordinate tan- 
genziali del piano. — Un punto abbia per coordinate ordinarie a,d,c; se per esso 


passa un piano qualunque: 
tr+uytv+w6w=0 


sì avrà: 
ta + ub 4 ve + w= 0. 


v La del 
ta; come le variabili coor- 





. A SE a i 
Quest’ ultima equazione, nella quale si risguardino veli: 


dinate di un piano, sarà l’equazione del punto (a,b,c) in coordinate tangenziali. 
: PR PRSd N > u v À I i 
Un’equazione qualunque fra le variabili CAPA ORE coordinate di un piano, rap- 
STORE, 

presenterà la superficie inviluppata dal piano variabile. Se l'equazione conterrà tre sole 
delle quattro quantità ,%,v, omogeneamente (ovvero se sarà omogenea rispetto 
a tre funzioni lineari omogenee delle #,%,v, 0), essa rappresenterà una linea piana. 
Il sistema di due equazioni rappresenta la sviluppabile circoscritta alle due superficie 
rappresentate dalle singole equazioni. 

Avendo assunto tre delle facce del tetraedro polare come piani coordinati, la quarta 
faccia determini sugli assi positivi tre segmenti 2, w,%; allora le equazioni de’ quattro 


vertici del tetraedro polare saranno: 


ww = 0, \mutw0=0,- no t-wW=0 





#) Mémoire sur deux principes généraux de la science: la dualité et l’homographie. 
##) System der Geometrie des Raumes. 


(#) Supposto tutto reale. 
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ovvero più semplicemente: 
w=.0,.| t-+w= 0} we 0 Mio Le 


ove si assumano per variabili , mu, xv in luogo di #, «, v. 
3.° Due qualisivogliano fra le quattro coniche determinano le altre due ed anco 

tutto il sistema di superficie della seconda classe inscritte nella sviluppabile, la quale 
può risguardarsi come l’inviluppo dei piani tangenti comuni alle due coniche date. 
Ciò premesso, le equazioni delle quattro coniche saranno, in tutta la loro generalità, 
esprimibili così: 

Jo a(t + ww}? + BlUu+ 2%) + (0 + 20)? safe=230 

Do È c(u+ ew — b(v+ w) 4 au? = 0 

3.8 — c(6+w) * + a(v+w)? + Be =0 

4,8 b(t+%w%)? — a(u+wg "i + qe° = 0 


(1) 


ove «, fi,... siano costanti reali qualsivogliano, legate dalla condizione: 
(2) ar + 58 +e =0. 


Se in luogo di due coniche, supponiamo date due superficie qualunque della seconda 
classe, riferendole al tetraedro polare, le loro equazioni saranno della forma: 


A(0+wk + p(e+ed%0f + v(v + d%0 + e = 0 
N(t+ ew + p'(U4 ew +v(0+w) + n'e = 0 


ed eliminando da queste successivamente ew°, {#4 2%), (u+w%)?, (04%) si otter- 
ranno le (1). 

L'equazione del centro di una superficie della seconda classe rappresentata da 
un’ equazione fra le coordinate #, «, v, w, si ottiene eguagliandone a zero la derivata 
rispetto a 20; quindi se nella equazione della superficie manca il termine contenente w?, 
il centro sarà a distanza infinita. Se adunque fra due delle (1) si elimina 0°, l’ equa- 
zione risultante: 


(3) o't(t +- 220) + Bulu+ 220) 4 {uv +24) = 0 
ove: 
(4) o=c—-b+a, B=a—-c4+f, x=b5—-a+% 


rappresenterà il paraboloide che fa parte del sistema di superficie inscritte nella svi- 
luppabile. 
Onde rappresentare, con tutta la desiderabile simmetria, una qualunque delle super- 


benÈ er ui 
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ficie inscritte, dalla prima delle equazioni (1) sottraggo la (3) moltiplicata pel parametro 
indeterminato è. Ottiensi così la: 


(5) At(t 4 2%) + Bu(u+ 22) + Cv(v + 22) + De = 0 
ove: i 
A=#0—d, B=f@—d, Cayrb—-d, D=a+8+1 
o. DIS) MOLO 
Lara #= gi v=-. 


” 


L'equazione (5) per 2.=0,},w#,v, co somministra le (1) e la (3). 
4,° Il centro della superficie (5) è: 
(6) At + Bu+C0+Dw=0 
epperò, qualunque sia ?, questo punto cade nella retta: 
(7) a(t+w0)+B+%0+1+%)=0, at+Bu+v0=0. 
Le coordinate ordinarie del punto (6) sono: 


LA mB nC 


La 1) 


dunque, se si indica con è la distanza dei centri di due superficie del sistema (5), 
corrispondenti ai parametri è,j, avremo 





s_ (i 9) (Pa° 4 m°8° 4a? + 2pmnB7 + 2 gnla";' + 2rlma'B) 
D° 


ove p, g, r sono i coseni degli angoli fra gli assi; quindi se fissiamo come origine delle 
distanze da misurarsi sulla retta (7) il punto O corrispondente a j=0, cioè il centro 
della prima conica (1), il parametro è relativo ad una superficie qualunque del si- 
stema (5) sarà proporzionale alla distanza del suo centro dalla origine medesima. Ri- 
teniamo che i centri delle altre tre coniche (1) siano ordinatamente i punti P,Q,R 
situati da una stessa banda rispetto al punto O, e assumiamo come positive le di- 
stanze da O verso P, Q, R, edi corrispondenti valori del parametro è. Allora avremo: 


(8) OO Nur 


5.° Formo le funzioni dei coefficienti della equazione (5); dai segni delle quali 
dipende la specie della superficie di seconda classe rappresentata dall’ equazione me- 
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desima. Quelle funzioni sono: 


DIARUD AIR, 

@,=DBC(D—B--0) 2 = A(D— A) 
0 DOAD = 0-9) Ri B(DCSR) 
@,= DAB(D—A-—B) Ere (DESS0) 


e sostituendo per A, B, C, D i loro rispettivi valori *): 


DE P=i@+h+m)a80—i) (u—d W—d) 
o=fi(a+5+)@—9—d)(a+i+) 


(10) o,=is(+E+M0—)0—-d(E+i0 +) 
O, =of(+F+)0—de—d(1+i@+9) 
a =a0—) ++) 


o Bd) ((+a+ #8) 
\ to—d (a+ B+dr). 


(Ea | 


Il 


(11) 


[x] 


Il 


Posto per brevità: 














(12) N= Logi REST ant y— sisi 
0. è X 
" (0) " B Li Y 
(13) À PRESTATA ORI nio } PEZZI ì 
i iena a +-B 


le espressioni superiori divengono: 


0, =Br(8+7)(î—p) (i—v) (ì—-N) (a+B+" 


(14) 0. = 10(1 +0) (iv) (iL) (i) (a+B8+) 
| 0, = ab(24+B) GI) (ip) (iv) (++) 
ESONERO 


Ciò posto, i criteri per distinguere la specie della superficie rappresentata dalla equa- 
zione (5) sono i seguenti **). 





*) Il simbolo = indica l'eguaglianza di segno. 
** PLUCKER, Op. cit. 
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Se P>O0 la superficie è o reale e rigata, o imaginaria; ha luogo il primo caso se 
una qualunque delle sei funzioni ©, è negativa. Nel secondo caso le sei funzioni 
sono tutte positive. 

Se ®P<0 la superficie è reale e non rigata: e propriamente è un ellissoide se 
le funzioni 9 sono tutte positive, e le £ tutte negative; invece se un ® è negativo, 
ovvero se un E è positivo la superficie è un iperboloide a due falde. 

Se P=0 l'equazione (5) rappresenta una conica. Questa è iperbole se le fun- 
zioni ® sono negative; ellisse se le funzioni ® sono positive, e le Z negative; ima- 
ginaria se le funzioni ® e ® sono tutte positive. 

Le anzidette condizioni non sono però tutte indipendenti fra loro: su di ciò basta 
osservare quanto segue: 

Affinchè la superficie sia ideale basta che si abbia ®>0; e che un 8 e un E 
d’indice diverso siano positivi; allora tutte le sei funzioni © e E sono positive. 

Affinchè la superficie sia un ellissoide basta che sia P<Z0, uno dei 0 positivo, 
e un = d’indice diverso negativo, allora tutt’i © sono positivi, e tutt'i E negativi. 

Se D=0 tutti © hanno lo stesso segno. 

6.° Il paraboloide (3) è iperbolico o ellittico secondo che la quantità: 


aByla+B+%) 


è negativa o positiva. Le quattro coniche (1) sono ordinatamente ellissi o iperboli 
secondo che i prodotti: 


GIGOR TMC CIAD 


sono negativi o positivi. Nel primo caso però, oltre queste condizioni, devono essere 
soddisfatte anco queste altre, senza le quali le coniche sarebbero ideali: 


perla: li#iconica.. . 0° (8° 1) <<0 ea ‘(a +8) <0 


(16) pernttatz:it conica acnn ROTA (a+ c) > 
per la 3.3 conica... .a(B—<0 c(B+a)> 
per la 4.8 conica .... dy—@aA<0 al+09)> 


le quali equivalgono ad una sola condizione per ciascuna conica. Le (8) danno: 
Br(B7-B)>0O qalor—an<0 eblag—08)>0 
ossia, in virtù delle (4): 


(17) ag((4+B+m)D>0 bdalo+B+m)<0  cogle+B+%)> 
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da cui: 

(18) abc(1+B+v) <0 

e: 

(19) bet<0  caxa>0 ada <0. 


Dalla (18) risulta che la prima conica è ellisse (reale o ideale) o iperbole secondo 
che la quantità: 
ai(24B+%) 
è positiva o negativa. Dunque, secondo che il paraboloide è iperbolico o ellittico, 
anche la prima conica è iperbole o ellisse (reale o ideale). 
Dalle (12) e (13), avuto riguardo alle (4) ed alla (2) si hanno le seguenti formole 
che ci gioveranno in seguito: 






































TO ii PRAIA ci rn a) 
O, MT o TA 

AE rn Pont) Coal RO I daria i A 
, È u= al ’ p Fer B' ’ palla 8 

OS) 1) 10) Cu 
’ val Vi 18 ? N 

(ET Sint DO ci pit AR E Cda er Liri 
Lia Da" CIOTTI of Mr a 

on BR GH+GtA pis atti pv _(+B+0I@ 
î \p" Ba STRILILI B V'RERIICA BY 

RE o 
i dy' To. SETTI E ara VU | 


7.° È chiaro che ad una qualunque delle costanti che entrano nelle equazioni (1) 
si può dare quel segno che più aggrada; fissato il qual segno ad arbitrio, dai segni 
delle altre costanti dipende la natura delle quattro coniche. Noi riterremo a positivo. 

Supporremo inoltre dapprima che le coniche medesime siano tutte reali: al quale 
uopo basta che in ciascuna delle equazioni (1) i coefficienti non siano nè tutti positivi, 
nè tutti negativi. 

Siccome la specie delle tre ultime coniche dipende dai segni dei prodotti bc, ca, ab, 
così queste coniche ponno essere tre iperboli, o due ellissi ed una iperbole, ma non 
altrimenti; anzi determinata la specie di due fra quelle coniche, anche quella della 
rimanente è affatto individuata. 
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Osservo poi che avendosi fra i tre prodotti az, 658, c; le relazioni (2) e (19), sui 
loro segni non ponno farsi che le due seguenti ipotesi: 


ag=.O00 008 < 000 


ovvero: 


do: ber < 0 


nella prima ipotesi la prima conica è un’ellisse, nella seconda un’iperbole. Ciò premesso 
è evidente che, ammesse le quattro coniche tutte reali, non ponno darsi che questi 
quattro casi: 
A) Il paraboloide sia ellittico; la prima conica ellisse; 
1.° caso: la seconda e terza conica siano ellissi; la quarta iperbole; 
2.° caso: le tre coniche siano tutte iperboli. 
B) Il paraboloide sia iperbolico; la prima conica iperbole; 
3.° caso: le altre tre coniche tutte iperboli; 
4.° caso: la seconda conica iperbole, le altre ellissi. 
È facilissimo persuadersi che non si ponno fare altre ipotesi. Per esempio, non 
può supporsi la seconda conica ellisse e la terza iperbole, perchè ciò richiederebbe 
be<Z0, ca>0, epperò per le (19) avrebbesi: 


AVA 


cioè a, B, 7 avrebbero segni eguali, e per conseguenza la prima conica sarebbe ideale. 

Ora ricerchiamo, in ciascuno de’ quattro casi accennati, come siano distribuiti i 
centri delle varie specie di superficie rappresentate dalla (5) sui cinque segmenti che 
i punti O, P, Q, R, centri delle coniche (1), determinano sulla retta (7), cioè sulla 
locale de’ centri. 


A) Paraboloide ellittico. 
ad (44 B+y)>0 


Primo caso. 
8.° In questo caso si ha: 


GR IO e alle 
quindi, per la (18): 
Posta ae SOMMO 00 


e dalle (16): 
a—-b>0 a+4c>0 Bf_-eZz0 B+ta<0, 
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Per î<0 la (9) e la prima delle (10) danno: 


DIM O 


e la seconda delle (11): 
Lio 21) . 


Per è positivo e compreso fra lo zero e X la (9) dà ®>0. Per decidere in questo 
caso se la superficie (5) sia o non sia reale, si cerchi il segno di 2,. La (12) dà 
u'>0, e le (20,5): 

\-pZ0 


dunque a maggior ragione per 2.<À: 
i -LZ0 
e conseguentemente dalla seconda delle (15): 
ati 


Per è compreso fra ) e p si ha PT0; osservo poi che si ha ) >0, e dalle (21, a), 
(20, d): 
\'—ud>0O0, puop<0 


dunque le (14), (15) ci daranno 9, > 0, E.<0. 
Per è compreso fra # e v si ha P>0; essendo poi v>0 e v"—A<0 per le 
(21, c), così dalle (14) avremo 09;<0. 
Per i>v si ha PL0, e come dianzi 9,0. 
Dunque nel caso presente tutt’i punti della retta (7) sono centri di superficie reali; 
ed invero abbiamo soltanto 
ellissoîdì pei punti del segmento indefinito che ha un termine in O; 
iperboloidi ad una falda pei punti del segmento OP; 
ellissoidi pei punti del segmento PQ; 
iperboloidi ad una falda pei punti del segmento QR; 
iperboloidi a due falde pei punti del segmento indefinito che comincia in R. 
Questi cinque segmenti si denomineranno ordinatamente primo, secondo, terzo, 
quarto e quinto. 


Secondo caso. 
9.° In questo caso si ha: 


ar: 0 ii VR) 
Ci pia PT me 0 VIa pa AMT) 
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Per î<0 le (9), (10), (11) danno PLK0, 09,>O0, E<0. 
Per è compreso fra lo zero e X si ha ®>O0, ed inoltre dalle (15): 


SB <0 
perchè V>0, v—-y<0. 
Per è compreso fra ) e p. si ha PLTO0, e dalle (14): 
Ot 


perchè X'>0, XA"-\X<Z0. 
Per è compreso fra 4 e v si ha PIO, e dalle (15): 


Zio <0 
perchè p—p'>0. 
Per è >v si ha, come per è compreso fra À e wu: 


DE 0 


Dunque, nel caso attuale, corrispondono superficie reali a tutt’i punti della locale dei 
centri; e propriamente ellissoidi al primo segmento; iperbdoloidi ad una falda al se- 
condo e quarto segmento; iperboloidi a due falde al terzo e quinto segmento. 


B) Paraboloide iperbolico 
ab (a+B+y)<0. 


Terzo caso. 
TO.SSiwhas 
DEU, R=<0, 203 a<0, b0 cZ0 
HB =0, 


Per î<0 le (9), (10) danno P>=0, 9,0. 

Per è compreso fra lo zero e ) si ha PT0. Inoltre, se B+ 0 le (11) danno 
E, >0; se B+r1<0 e B'+y>O le (10) danno è, <0; se B+y<0 B+r<0 
si ha X'>0, X—XA3>>q0, quindi le (14) danno ancora 0,0. 

Per è compreso fra ) e w si ha P>O0, e siccome p >0 e p—-1<0 così dalle 
(15) si ha E.<0. 

Per è compreso fra pn evysiha PT0, ed inoltre 9,<0 perchè v">O0, L'—p<0. 

Per èî>y si ha P>O, ed inoltre, siccome i —X >0, così le (15) danno E, <0. 

Adunque, nel caso attuale, si hanno superficie tutte reali, ed invero tutte iper- 
boloidi ad una falda pel primo, terzo e quinto segmento; a due falde pel secondo e 
quarto. 
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Quarto caso. 


11.° In questo caso abbiamo: 


u>0; PO 0 0 O Dic 
a-=aare=0, B—ce>0, Pata 4203 T_a<0, 1+6<0. 


Per i< 0 si ha Da0; B<0. 

Per è compreso tra lo zero e X si ha ®P<0; inoltre, se B' + >0 le (10) danno 
0,<0; e se B+y<0, si ha X'>0, X—A>>q0, quindi dalle (14) si ha ancora 
0,<0. 

Per è compreso fra % e p. si ha P>0 e E<0 perchè p—-yv<0. 

Per è compreso fra p. e y si ha PL0; le (14) danno poi 93 >0 perchè v">0 
ev'—p<0: inoltre, siccome \—X >0, così le (15) danno &,<0. 

Per î>y si ha P>O, e, come poc'anzi, &,<0. 

Dunque anche in questo caso otteniamo superficie tutte reali: ed invero corrispon- 
dono ?perboloidi ad una falda al primo, terzo e quinto segmento; iperboloidi a due falde 
al secondo; ellissoidi al quarto. 

Questi sono i soli casi in cui le quattro coniche siano tutte reali, epperò tutte reali 
siano anche le superficie rappresentate dalla equazione (5) per valori reali del para- 
metro è. Veniamo ora a considerare i casi in cui alcuna delle coniche (1) sia ideale. 

12.° Innanzi tutto, osservando le (1) è facile persuadersi che se una delle quattro 
coniche è ideale, ve n’ ha un’altra pure ideale, e le due rimanenti sono necessaria- 
mente reali: anzi i centri delle due coniche ideali sono sempre consecutivi, cioè non 
ponno darsi che i tre casi seguenti: 

5.° caso: che siano ideali la prima e seconda conica; allora la terza è iperbole e 
la quarta ellisse; 

6.° caso: che siano ideali la seconda e la terza conica; le due rimanenti sono 
iperboli: 

7.° caso: che siano ideali la terza e quarta conica; allora la prima è ellisse e la 
seconda iperbole. 

Ecco come può dimostrarsi l’ enunciata proprietà. Suppongasi in primo luogo ideale 
la prima conica, epperò a, }, y tutti positivi; allora dalle (19) avremo be<0, ca>O0, 
ab<0; ed inoltre, per la (18), sarà abe<0; quindi a >0, b<0, c>O0. Dunque 
la seconda conica è ideale, la terza è un’iperbole, e la quarta un’ellisse reale. 

In secondo luogo suppongasi ideale la seconda e reale la prima conica; allora: 


as-0 pi) 
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quindi dalle (19) si ha 8>O0, epperò, essendo reale la prima conica, B<Z0, {<0, 
e inoltre a<0. Dunque la terza conica è ideale, la prima e quarta sono iperboli. 
Ora suppongasi ideale la terza conica e reale la seconda; avremo 8 >0, a>0, cZ0, 
quindi dalle (19): da<0 e, poichè la seconda conica è reale, b<0, a >0, 1<0. 
Dunque la quarta conica è ideale, la prima è un’ellisse reale, la seconda un’iperbole. 
Il supporre poi la quarta conica ideale e la terza reale condurrebbe alla conseguenza 
che a 4+8+ e abe avrebbero lo stesso segno; il che è contrario alla (18). 

Nel primo e terzo caso il paraboloide è ellittico; iperbolico nel secondo. Ricer- 
chiamo ora qual sia la distribuzione de’ centri delle superficie (5) in ciascuno de’ tre 
casi preaccennati. 


Quinto caso. 
13.° Abbiamo: 


BOO 0 000) 


Per è <0 si ha DPLT0, ma non può essere simultaneamente 09, >0, E.Z0, 
perchè ciò richiederebbe: 
Cc CSO CSI 
Co i et 
il che è evidentemente impossibile. 
Per è compreso tra zero e ) si ha DI>0, 9,>O0, E>O0. 
Per è compreso fra ) e w si ha DLT0 e E,>O0 perchè \ wp >O0. 
Per è compreso fra y e y si ha P>0 e 0,<0 perchè XC0. 
Perie==-vis:(haf®=0,00, = 0701 
Dunque in questo caso corrispondono iperboloidi a due falde al primo e terzo 
segmento, iperboloidi ad una falda al quarto, ellissoidi al quinto, superficie ideali al 
secondo. 





Sesto caso. 
14.° Si ha: 


SI ON 0a Sd 000 le-0 


Persei<0#srthg D> 0091) <0% 
Per è compreso fra lo zero e ) si ha DPT0, ma non può essere simultaneamente 
0,>0, Z:<0, poichè ciò richiederebbe: 


cene ai 0 
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da cui: 
i fe te 0 
cioè: 


nu 


. , IR . 
ossia, essendo 7 e y quantità negative: 


epperò è non compreso fra zero e À. 

Per è compreso fra % e w. si ha P>0; inoltre 9, >0 perchè X">0, X—-iZ0, 
Z, >0 perchè \—p'>0. 

Per è compreso fra uv. e v si ha PLT0, 9,0. 

Per i>v si ha P>0 e E<0 perchè y—-p>0. 

Dunque in questo caso corrispondono iperbdoloidi ad una falda al primo e quinto 
segmento; iperboloidi a due falde al secondo e quarto; superficie ideali al terzo. 


Settimo caso. 


15.° In questo caso si ha: 
CES0 0 Bee 0 O 


Perse0eattha tb 0, Bi > 0400 

Per è compreso fra lo zero e % si ha ®D>0 e E<0 perchè \—X<0. 

Per è compreso fra ). e pw. si ha DZT0 e E3>0 perchè 1—L<0. 

Per è compreso fra p. e y si ha P>0, 0,>O, perchè X'">0, X-X<0, e E>0 
perchè y_—u<0. 

Per >vosicha DWZ0,/8L<0. 

Dunque nel caso attuale corrispondono ellissoidi al primo segmento; iperboloidi ad 
una falda al secondo; iperboloidi a due falde al terzo e quinto; superficie ideali al 
quarto. 

16.° Nelle cose precedenti abbiamo sempre supposto che le equazioni (1) rappre- 
sentassero coniche nel significato più generale della parola, cioè iperboli od ellissi (reali 
o ideali). Ma una di esse (ed una sola) potrebbe essere una paradola; per es. lo 
sarebbe la quarta se si avesse /=:0. Allora non sì ha più paraboloide, perchè l’equa- 
zione (3) viene a coincidere colla quarta delle (1), avendosi in tal caso: 





aa -— DB =0. 


In questa ipotesi hanno luogo ancora i casi sopra considerati, ad eccezione del settimo, 
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che non può più verificarsi, perchè, essendo attualmente: 


‘+b—-a=0 


non può più aversi simultaneamente «TZ0, a >0, 6<Z0. Dalla locale de’ centri 
scompare l’ultimo segmento, e il quarto diviene indefinito, allontanandosi il punto R 
all’ infinito. Pei quattro segmenti che rimangono hanno luogo ancora tutte le conse- 
guenze a cui siamo arrivati pei primi quattro segmenti nel caso generale che il punto 
R sia a distanza finita. 

17.° È interessante il caso che una delle quantità costanti che entrano nelle (1) 
sia nulla. Sia = 0; allora la prima e la quarta delle (1) coincidono perchè: 


aa + b6= 


e la prima e quarta conica degenerano nel medesimo sistema di due punti, che sono 
i vertici dei due coni di seconda classe in cui sì decompone attualmente la superficie 
sviluppabile circoscritta. In tal caso la seconda e la terza conica sono quelle nelle quali 
sì segano i coni medesimi. 

La distribuzione dei centri delle superficie (5) si deduce dalle conclusioni generali 
esposte superiormente, supponendo che due punti consecutivi, fra i quattro O, P, Q, R, 
si riuniscono in un solo. Siano A e B i centri delle due coniche, ed M il punto medio 
della retta congiungente i vertici de’ due coni, il qual punto è sulla retta AB ed è 
quello in cui si sono riuniti i centri delle due coniche. Se la riunione dei centri di due 
coniche nel punto M si fa ne’ primi quattro casi (numeri 8, 9, 10,11) risulteranno 
reali sì le due coniche rimanenti che i vertici dei due coni. Ma se invece assumiamo 
gli altri tre casi (numeri 13, 14, 15), allora se riuniamo in M i centri delle due co- 
niche ideali, le coniche rimanenti saranno reali, e ideali i vertici de’ due coni; se 
riuniamo in M i centri delle due coniche reali (ove siano consecutivi) le coniche ri- 
manenti saranno ideali, e i vertici de’ due coni reali; se da ultimo riuniamo in M i 
centri di una conica reale e di una ideale, delle due coniche restanti una sola sarà 
reale, e i vertici de’ due coni saranno ideali. 

Ecco i risultati che si ottengono per tal modo. 

A) Siano reali sì i vertici de’ due coni che le due coniche. 

a) Sia inoltre il paraboloîde ellittico. Le coniche ponno essere entrambe ellissi 
o entrambe iperboli, o di specie diversa. Nel primo e secondo caso i punti A e B 
sono situati dalla stessa banda rispetto al punto M; nel terzo caso il punto M cade 
fra A e B. 

Nel primo caso corrispondono iperdoloidi a due falde al segmento indefinito della 
locale che ha un termine in M; ellissoidi al segmento finito che ha pure un termine 
in M; iperboloidi ad una falda al segmento AB; ellissoidi all’altro segmento indefinito. 
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Nel secondo caso corrispondono e/lissozdì al segmento indefinito che ha un termine 
in M; iperboloidi a due falde al segmento finito che ha pure un termine in M, ed 
all’altro segmento indefinito; iperboloidi ad una falda al segmento AB. 

Nel terzo caso corrispondono iperboloidi ad una falda ai due segmenti compresi 
fra A e B; ellissoidi all'uno, iperboloidi a due falde all’altro de’ segmenti indefiniti. 

b) Sia il paraboloide iperbolico; ponno ancora aver luogo i tre casi poc'anzi 
accennati, rispetto alla specie delle coniche; rimane pure la medesima la disposizione 
de’ punti A, B, M. 

Nel primo caso corrispondono ellissoîdi al segmento AB; iperboloidi ad una falda 
agli altri tre. 

Nel secondo caso corrispondono iperboloidi a due falde al segmento AB; iperbo- 
loidi ad una falda agli altri tre. 

Nel terzo caso corrispondono rispettivamente ellissoidi e iperboloidi a due falde 
ai due segmenti finiti; iperboloidi ad una falda agli altri due. 

B) Siano reali le due coniche, e ideali i vertici de’ due coni. 

a) Paraboloide ellittico. Le due coniche sono di specie diversa, e i loro centri 
collocati dalla stessa banda rispetto al punto M. Corrispondono iperboloîdì ad una 
falda al segmento AB; iperboloidi a due falde ai due segmenti che contengono M; 
ellissoidi al rimanente. 

b) Paraboloide iperbolico. Le due coniche sono iperboli. Il punto M cade fra A 
e B. In questo caso corrispondono ?perboloidi a due falde ai segmenti finiti, ad una 
falda agli indefiniti. 

C) Siano ideali le due coniche, e reali i vertici de’ due coni. 

Il paraboloide non può essere che ellittico. I punti A e B si trovano dalla stessa 
banda rispetto ad M. Corrispondono superficie ideali al segmento AB; iperboloidi a 
due falde al segmento antecedente e conseguente; ellissoidi a quello che resta. 

D) Se i vertici de’ due coni sono ideali, le due coniche non ponno essere entrambe 
ideali, ma lo può essere una di esse. Sia B il centro della conica ideale. L’ altra conica 
può essere ellisse o iperbole. Nel primo caso il paraboloide è ellittico e il punto M 
cade fra A e B. Nell’altro caso il paraboloide è iperbolico e il punto B cade fra A ed M. 

Nel primo caso corrispondono superficie ideali al segmento BM; iperboloîdi ad una 
falda al segmento MA; ellissoîdi al segmento indefinito che comincia in A; iperdoloidi 
a due falde all’ altro. 

Nel secondo caso corrispondono i?perboloidi ad una falda ai segmenti indefiniti; 
iperboloidi a due falde al segmento AB; superficie ideali al segmento BM. 

18.° Ritorno al problema generale trattato ne’ primi quindici numeri, e prendo a 
considerare quella funzione del parametro è che rappresenta il prodotto degli assi 
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della superficie (5). Quella funzione sarà infinita per #= w, cioè pel paraboloide; 
nulla per î= 0, À, t., y, ossia per le coniche; epperò essa diverrà massima per tre 
valori finiti di è, l’uno compreso fra lo zero e ), l’altro fra % e w, il terzo fra p. e v. 
Quindi in ciascuno de’ primi quattro casi colà considerati esisteranno tre superficie 
reali, e due in ciascuno degli altri tre, per le quali sarà massimo il prodotto degli assi. 

Se si cerca l’ellissoide di massimo volume fra tutti quelli inscritti in una stessa 
sviluppabile, il problema non ammette soluzione che nel primo e quarto caso, cioè 
quando le coniche sono tutte reali, e fra esse una sia iperbole, le altre ellissi, ovvero 
due iperboli e due ellissi. Nel primo caso il valore di è che corrisponde al massimo 
ellissoide è compreso fra ) e p.; nel quarto fra w e v. 

Il prodotto dei quadrati degli assi della superficie (5) è eguale alla quantità ® 
moltiplicata per un fattore indipendente da i. Eguagliando a zero la derivata di ® 
presa rispetto ad è si ha l'equazione cubica: 


40° —3A+p+)? + 2(v+ va +M)i + My = 0 


le radici della quale (tutte reali e positive) sono i valori del parametro è relativi a 
quelle superficie (5) per le quali è massimo il prodotto degli assi. Il coefficiente del 
secondo termine essendo: 


—i0+n+)) 


ne segue che il centro di gravità de’ centri delle tre superficie per le quali è massimo 
il prodotto degli assi coincide col centro di gravità de’ centri delle quattro coniche. 

Quando la sviluppabile circoscritta si decompone in due coni di seconda classe, 
non rimanendo più che due segmenti finiti nella locale de’ centri, saranno pur due 
sole le superficie per le quali riuscirà massimo il prodotto degli assi. Si avrà un ellis- 
soide massimo solamente quando siano reali i vertici de’ due coni, e reali le coniche 
intersezioni dei medesimi, e almeno una di esse sia ellisse, quando il paraboloide 
inscritto nel sistema de’ due coni è iperbolico, ovvero le coniche siano entrambe ellissi, 
ove il paraboloide sia ellittico. 

19.° Da quanto precede si ponno concludere molte proposizioni relative al sistema 
di superficie (5). Eccone le principali. 

Si abbia un sistema di superficie della seconda classe inscritta nella stessa superficie 
sviluppabile della quarta classe: fanno parte del sistema quattro coniche le quali 0 sono 
tutte reali, o due sono reali e due ideali. Fa parte del medesimo sistema anche un para- 
boloide, il quale scompare solo quando una delle quattro coniche sia una parabola. 

I centri di tutte quelle superficie sono in una stessa retta, che è dai centri delle quattro 
coniche divisa in cinque segmenti, tre finiti e due indefiniti. Le superficie che hanno è 
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centri in uno stesso segmento sono tutte della medesima specie, la quale cambia da un 
segmento all’altro, in modo che sì alternano le superficie rigate e le non rigate. 

Tali superficie sono tutte reali se le quattro coniche sono tutte reali; se vi sono due 
coniche ideali i centri di queste sono sempre consecutivi e comprendono un segmento ai punti 
del quale non corrispondono che superficie ideali; mentre ne’ punti degli ultri segmenti 
corrispondono superficie tutte reali. Una serie di superficie ideali occupu sempre un 
segmento finito e sta invece di una serie di superficie rigate, ossia è compresa fra due 
serie di superficie non rigate che sono sempre iperboloidi a due falde. 

Supposte le coniche tutte reali, quando il paraboloide è ellittico, quelle sono tre ellissi 
ed una iperbole, o tre iperboli ed una ellisse; e quando il paraboloide è iperbolico le 
coniche sono o tutte iperboli, o due ellissi e due iperboli: în entrambi i casi i centri delle 
coniche della stessa specie sono disposti consecutivamente sulla locale de’ centri. 

Quando il paraboloide è iperbolico è segmenti indefiniti contengono i centri di super- 
ficie che sono tutte iperboloidi ad una falda. Se il paraboloide è ellittico, uno de’ segmenti 
indefiniti contiene è centri di ellissoidi, l’altro d’iperboloidi a due falde. 

Se un segmento finito contiene è centri di superficie non rigate, queste sono ellissoidi 
solo quando i termini del segmento siano i centri di due ellissi. 

Fra le infinite superficie del sistema, ve ne sono tre per le quali è massimo il prodotto 
degli assi; è loro centri appartengono rispettivamente ai tre segmenti finiti. Una delle tre 
superficie è ideale, quando vi sia una coppia di coniche ideali. Fra le superficie del sistema 
esiste un ellissoide di volume massimo solo quando le quattro coniche siano tutte reali, e fra 
esse vi siano tre ellissi se il paraboloide è ellittico, 0 due ellissi se il paraboloide è iperbolico. 

Il centro di gravità de’ punti centri delle tre superficie per le quali è massimo il pro- 
dotto degli assì coincide col centro di gravità de’ centri delle quattro coniche. 

20.° Terminerò esponendo due proprietà del sistema di superficie (5). 

Cerco le equazioni del diametro della superficie (5) coniugato ad un piano diame- 
trale qualunque, di coordinate #', wu, v, e, ove sia identicamente: 


At + Bu + Co + De = 0. 
Il polo di quel piano è: 
At (4 20) + Bu + 20) + Colo + x) = 0 


il qual punto insieme al centro della superficie (5) determina il diametro richiesto, 
il quale è perciò rappresentato dalla equazione precedente e dalla (6). Se da queste 
equazioni si elimina è si ha la: 


(i+ But 10) (att 4 peut ev — Du'd) 
— (att+Buut reo (at + Bet+ 0 + Du)=0. 


È e. reco 
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I diametri delle superficie di seconda classe inscritte in una stessa sviluppabile, coniu- 
gati ad una medesima direzione, sono generatrici di uno stesso paraboloide iperbolico. 

Se si cercano i diametri della superficie (5) coniugati ai piani delle quattro co- 
niche, si trovano essere le rette congiungenti il centro della superficie ai vertici del 
tetraedro polare. Il che era d’altronde facile a prevedersi. 

Cerchiamo da ultimo qual superficie inviluppino i piani diametrali delle superficie (5) 
coniugati ad una retta data di direzione. La data direzione sia individuata mediante 
l'equazione *): 

Mit put vw=0. 


Siano #, «, v, w le coordinate del piano diametrale della (5) coniugato a quella dire- 
zione: avremo 


A+) BU+%) C+) 


À DI v 
At -+Bu+ Cv+4Dw=0 
da cui, posto x +p.+v=% abbiamo le: 


ka(t4+w)T— è (and +) — ) De) 0 
ke(u+tw)— è (FE + w) — pDe) =0 


ki(b+w— è (18@ + w) — y De) —=0 


I 


i i U VI Ag ARI: NI frei; 30% LR 
le quali danno ns I funzione di è. Eliminando è si hanno le equazioni di 


tre iperboloidi aventi a due a due una generatrice comune; essi individuano, mediante 
i loro piani tangenti comuni, una superficie sviluppabile della terza classe (che ha per 
spigolo di regresso una cubica gobba). Dunque: 

I piani diametrali delle superficie di seconda classe inscritte in una stessa svilup- 
pabile, coniugati ad una retta di direzione data, inviluppano una superficie sviluppabile 
della terza classe. 


Cremona, 14 dicembre 1858. 


*) Qui le ),yw,y indicano costanti arbitrarie, epperò diverse da quelle adoperate nelle 
equazioni (8). 





12. 


INTORNO ALLE CONICHE: 
INSCRITTE IN UNA STESSA SUPERFICIE SVILUPPABILE 
DEL QUART' ORDINE (E TERZA CLASSE). 


Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo II (1859), pp. 201-207. 


È noto che i piani osculatori di una cubica gobba (linea a doppia curvatura di 
terz’ ordine) inviluppano una superficie sviluppabile del quart’ ordine (e per conse- 
guenza della terza classe) e ciascun piano osculatore taglia la sviluppabile secondo 
una conica. Io ho dimostrato in una memoria inserita in questi Anmali (1858) che il 
luogo dei centri di tutte le coniche analoghe è un’altra conica piana. Ora ho ricercato 
la natura di tutte quelle coniche inscritte in una stessa sviluppabile del quart’ordine, 
e indagando come ne fossero distribuiti i centri sulla conica locale, sono arrivato ad 
alcuni teoremi, che hanno una singolare affinità con quelli dati recentemente dal 
TruDpI *) e dallo STEINER **) sulle coniche circoscritte ad uno stesso tetragono. 

Assumo come origine di tre coordinate rettilinee obbliquangole un punto arbitrario 
della cubica gobba; l’asse delle x sia tangente alla curva, e il piano y2 sia osculatore ; 
l’asse delle « sia parallelo ad un assintoto della cubica, ossia diretto ad uno de’ punti 
della medesima, che sono a distanza infinita: de’ quali ve n’ ha sempre almeno uno 
reale. Da ultimo il piano <y passi per l’assintoto dianzi nominato. Ciò posto, la cubica 
potrà essere rappresentata, in tutta la generalità, dal sistema di equazioni: 


(1) = 


612 


#) Memorie dell’Accademia di Napoli, 1857. 
#5) Monatsberichte der berliner Akademie, Ivli 1858. 
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ove è posto per brevità: 

e=(0—af +f 
a, b, c, 1,8 sono costanti determinate; 8 è un parametro variabile da un punto all’altro 
della linea. Nel valore di @ il doppio segno dell’ultimo termine serve a distinguere 
i due casi che la cubica abbia uno solo o tre assintoti reali. L'origine è quel punto 


della linea che corrisponde a 86=0; per 6= w si ha quel punto della medesima che 
è a distanza infinita sull'asse delle x. Posto: 


il piano che sega la cubica ne’ tre punti di parametri 9,, 6., 0; sarà rappresentato 
dall’ equazione: 


REL (o, AO %)} 
La (4(0,8, +60, +9,9,) — 200,6, 20) > SMAOE 
quindi l’equazione del piano osculatore nel punto di parametro 0 è: 
(2) h7 + 0(0—34)L + 6h 2,6) _B= 
e quelle della retta che unisce due punti 0,, 0, sono: 
= — (9/+0,)Z +9,0,2—o 


(9,0, — nz sli (10, "+ 0) — 240,9) -— 9,6,=0. 


Il piano osculatore al punto 0 è tagliato dal piano osculatore al punto © in una retta, 
la cui proiezione sul piano y% ha per equazione: 


LESICARIL' Pi (7-1) — 200) È 
o (? 21° ]+o(0(} 1) + (84 20)) 


+ (0 84)7 + 0(34—220)2—&=o0. 


Da questa equazione e dalla sua derivata presa rispetto ad © eliminando questa quan- 
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tità, si ha la: 
2 


LI ade 2° 
= + (3h — 2a0)(h 4 208) 


w 


(3) (4h 8) 


(Sp 


+ 2(2a6° — 6h — 4a) 


da 


+20 — 20) 2 + 20(h— 200) —6— 0. 


Questa equazione insieme colla (2) rappresenta quindi la conica secondo la quale il 

piano osculatore al punto 0 sega la superficie sviluppabile, luogo delle rette tangenti 

alla cubica gobba. La conica (2) (3) è iperbole od ellisse secondo che la quantità: 
A=(— a} 7 36° 

è positiva o negativa. Dunque: 

Quando lo spigolo di regresso di una superficie sviluppabile del quart’ordine*) ha 
tre assintoti reali, tutte le coniche inscritte nella medesima (e poste ne’ suoi piani tan- 
genti ) sono iperboli. 

Le coordinate del centro della conica (2) (3) sono date dalle: 


(4) = 2A2=30(2a8—3h), 2A — 26(0—a)— 3%, 20T 20-40 
da cui eliminando 8 si hanno le equazioni della conica locale de’ centri: 


(5) hT+ Da (3h — 40°)Z + (8h— 4a) + a(84°— 98)=0, 


(6) 2((8e—30)î+4a(1—%)) 


a (1 n rat 3) (2(4a +3) 16092 — (89° + 34) =0. 
Questa conica è iperbole od ellisse secondo che la quantità: 
h—-a=+f 
è positiva o negativa; dunque: 
Il luogo de’ centri delle coniche inscritte in una superficie sviluppabile del quart’ordine 


è un’iperbole o un’ellisse secondo che lo spigolo di regresso ha un solo 0 tre assintoti 
reali. 





*) Ogni superficie sviluppabile di quart’ordine ha per ispigolo di regresso una cubica 
gobba: teorema del sig. Chasres (Apergu historique. Nota 33.2), 


vot vp i 
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Nel caso che la cubica gobba abbia un solo assintoto reale, la conica (2) (3) è 
iperbole o ellisse secondo che è positiva o negativa la quantità A. Formando (in ciò 
seguo il metodo del TRUDI) questa quantità colle coordinate 7,4 del centro della co- 
nica medesima, si ha: 


5) 
DI h 


rr, È 
RI 





b 


quindi la specie della conica dipende dal segno del trinomio, che è nel denominatore; 
ora basta osservare la (6) per accorgersi che l’ equazione: 


7 X 
d00. 2a 
Db c 


insieme colla (5) rappresenta una tangente dell’ iperbole locale de’ centri. Dunque quel 
trinomio sarà positivo o negativo secondo che il punto di coordinate x,y, centro 
della conica (2)(3) cade da una banda o dall’altra di questa tangente, cioè, secondo 
che cade nell’uno o nell’ altro ramo dell’ iperbole locale. Dunque: 

Quando lo spigolo di regresso di una superficie sviluppabile di quart’ordine ha un 
solo assintoto reale, in questa sono inscritte infinite ellissi, infinite iperboli e due parabole; 
e i centri di queste coniche sono distribuiti nell’iperbole locale in modo che un ramo di 
questa contiene i centri delle ellissi, e l’altro ramo è centri delle iperboli. 

Un piano qualunque contiene, com’ è noto, una retta intersezione di due piani 
osculatori: i quali, per un teorema che io ho dimostrato in un’altra memoria*), sono 
reali o ideali secondo che quel piano sega la cubica in un solo punto reale o in tre. 
Dunque una cubica gobba ha due piani osculatori paralleli soltanto nel caso che vi 
sia un solo assintoto reale. È evidente che le coniche secondo cui questi due piani 
segano la sviluppabile sono parabole. Nella nostra notazione le due parabole corri- 


spondono a A=0, cioè a O=a+BV3: quindi per esse l’ equazione (3) diviene: 
? 4 . ANNA 
(@FaVa)+iG@FEVA@taVa) 
+ 2(F.—a0+2a8V3) 2 +2(a+BV8)(@—a°F208V3)2 —(a+BV8f=0 [!*] 


quindi i diametri delle due parabole sono paralleli agli assintoti dell’iperbole locale 


*) Annali, gennaio-febbraio 1859. 
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(5) (6). I piani delle parabole sono rappresentati dalle: 


h + 2a (3h — 408) È + (8% — 408)? - — (x+BV3) 

epperò sono paralleli al piano (5) dell’iperbole locale: proprietà che ho già fatto no- 
tare altrove*). Inoltre è facile vedere che il piano (5) è equidistante dai due piani 
delle parabole: dunque: 

Quando lo spigolo di regresso d'una superficie sviluppabile del quart’ordine ha tre 
assintoti reali, essa non ha piani tangenti paralleli, epperò nessuna parabola è inscritta 
nella medesima. Ma se v'ha un solo ussintoto reale, v’ hanno pure due piani tangenti 
paralleli, i quali tagliano la superficie secondo due parabole. Il piano dell’iperbole locale 
è parallelo a questi due piani tangenti paralleli e da essi equidistante; ed inoltre i 
diametri delle parabole sono paralleli agli assintoti della locale. 

Se nel primo membro della (5) si pongono per <, y, x i valori (1) si ha il risultato: 


O—-a)(0—-a+9F) 


dunque il piano della locale incontra sempre la cubica nel punto reale che corrisponde 
a 9=a; in nessun altro punto se la cubica ha un solo assintoto reale; nel caso di 
tre assintoti reali ancora in altri due punti reali: 


0—a 4:39, 00=a—881 
Ciò risulta anche da un teorema ricordato di sopra. Osservato poi che sì ha: 
A—(0—a—8V3)(0—a+8V3) 


si conchiude facilmente che, siccome in ogni piano osculatore della cubica esiste una 
. conica inscritta nella sviluppabile, così: 
Se la cubica gobba ha un solo assintoto reale, corrispondono ellissi. a tutti è punti 
di essa compresi fra î due piani osculatori paralleli; iperboli a tutti punti rimanenti. 
Altrove ho denominato fuoco **) di un piano il punto, sempre reale, ove concorrono 
i piani osculatori della cubica nelle intersezioni di essa col piano. Ora è facile vedere 
che il fuoco del piano (5) e il centro della conica locale (5) (6) coincidono in uno stesso 





#) Annali, gennaio-febbraio 1859. 

#*#) Per questa denominazione ho seguito l’esempio dell’illustre CHasLes: veggansi i 
Comptes rendus del 1843. In questa teoria de’ fuochi sembra importante da considerarsi la 
retta che contiene i fuochi de’ piani paralleli a quello della conica locale. 
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punto, le cui coordinate sono: 


A 


o __a(9h— 80) y__3%k—2o° 


o A (Al) 
cioè: 
I piani osculatori della cubica gobba ne’ punti ov'essa è incontrata dal piano della 
conica locale passano pel centro di questa conica. 
Le formole relative alla cubica gobba divengono più semplici, senza punto scemare 
di generalità, se si pone a=0, cioè se si assume come origine delle coordinate il 


punto reale (o uno de’ tre punti reali) in cui la cubica è segata dal piano (5). Allora 
la curva è rappresentata dalle: 





SAD RI 
ur pih, 
ove A= + £°. L'equazione (5) diviene: 


si 


(5) = L9h 


Q | 


a 


Mediante queste formole sì semplici si dimostra facilmente la proprietà che segue. Il 
cono di second’ordine che passa per la cubica gobba ed ha il vertice al punto di pa- 
rametro 9 è rappresentato dalla: 


} \ 3 \ 2 
(2-97) (07 - he o)—a($- *)=0 
a b c c 


b b 
esso è segato dal piano (5) in una conica la cui proiezione sul piano ye è rappre- 
sentata dalla: 





2 2 
(0° + 2) 55 + (9% +0) + 84022 007 È? 


UE 
be e 


t 


Qualunque sia 6, questa equazione rappresenta una ellisse od un’iperbole secondo che 
h è positiva o negativa; dunque: 

Il piano della conica luogo de’ centri delle coniche inscritte in una superficie svilup- 
pabile del quart’ordine sega i coni di second’ordine passanti per lo spigolo di regresso 
di questa secondo coniche che sono tutte di una medesima specie; e propriamente sono 
ellissi, iperboli 0 parabole secondo che la locale è iperbole, ellisse 0 parabola. 

Per conseguenza: 

Se una cubica gobba ha tre assintoti reali, per essa passano tre cilindri (di se- 
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cond’ordine) iperbolici; se ha un solo assintoto reale, per essa passa un solo cilindro 
(di second’ordine) ellittico. 

Dalle proposizioni suesposte credo che emerga l’importanza di dividere le cubiche 
gobbe in due generi: 

Primo genere: la curva ha tre assintoti reali; non vi sono piani osculatori paral- 
leli, i piani osculatori segano la superficie sviluppabile da essi inviluppata secondo 
coniche che sono tutte iperboli; i centri delle quali sono tutti in un’ellisse. Il piano 
di quest’ellisse sega la cubica in tre punti reali, e i coni di second’ ordine passanti 
per quest’ultima in altrettante coniche che sono tutte iperboli. 

Secondo genere: la cubica gobba ha un solo assintoto reale, ed ha due piani oscu- 
latori paralleli, i quali segano la superficie sviluppabile (della quale la cubica è lo 
spigolo di regresso) secondo parabole, mentre gli altri piani osculatori la segano se- 
condo ellissi o iperboli. I centri di queste coniche sono in un’iperbole posta in un 
piano parallelo ai due piani osculatori paralleli e da essi equidistante. In un ramo 
dell’iperbole locale sono i centri delle ellissi, nell’ altro ramo i centri delle iperboli. 
Il piano dell’iperbole locale sega la cubica in un solo punto reale, e i coni di se- 
cond’ ordine passanti per quest’ultima in altrettante coniche che sono tutte ellissi. 

Vi sono poi due casi particolari, interessanti a considerarsi e sono: 

1.° La cubica gobba può avere un solo assintoto reale a distanza finita, e gli altri 
due coincidenti a distanza infinita. Il che torna a dire che il piano all'infinito seghi 
la cubica gobba in un punto e la tocchi in un altro. In questo caso la linea può essere 
rappresentata colle equazioni: 

X 63 Y 6° 


x 6 
agi ossi QI dA 


9— a 








colle quali si dimostrano facilmente le seguenti proprietà, le quali ponno però essere 
dedotte anche dai teoremi generali dimostrati sopra: 

Le coniche inscritte in una superficie sviluppabile di quart'ordine, che abbia una ge- 
neratrice a distanza infinita, sono tutte iperboli, ad eccezione di una sola che è una para- 
bola, e î loro centri giacciono in un’altra parabola. Le due parabole sono nel medesimo 
piano, il quale sega i coni di second’ordine passanti per la cubica gobba, spigolo di 
regresso della sviluppabile, secondo coniche tutte parabole. Per la cubica passano due 
cilindri (di second’ordine) uno parabolico e Valtro iperbolico. 

Questa cubica gobba particolare può considerarsi come appartenente all’ uno o 
all’altro de’ due generi sopra accennati. Infatti, essa apparterrà al primo genere, ove 
s immagini che i tre punti comuni alla cubica ed al piano della locale vengano a riu- 
nirsi in un solo, che va necessariamente a distanza infinita. Ovvero apparterrà al 


ia 
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secondo genere, se si supponga che i due piani osculatori paralleli vengano a coin- 
cidere fra loro, epperò anche col piano della conica locale. 

2.° La cubica può avere tutti gli assintoti coincidenti a distanza infinita, ossia 
essa può essere osculata dal piano all'infinito. In tal caso essa è rappresentabile colle 
equazioni semplicissime : 

x Y 3 % 
cla di ai 
e si ha il teorema: 

Una superficie sviluppabile del quart’ ordine che abbia un piano tangente a distanza 
infinita è tagliata da tutti gli altri piani tangenti secondo parabole. Per lo spigolo di 
regresso passa un solo cilindro (di second’ordine) parabolico. 

In quest’ultimo caso (che è una particolarizzazione del precedente) la curva, oltre 
le proprietà generali di ogni cubica gobba, ne ha molte di speciali, di cui si tratterà 
in altra occasione. 


Cremona, 22 febbraio 1859. 





13. 


SOLUTION DE LA QUESTION 435. [?9] 


Nouvelles Annales de Mathématiques, 1. série, tome XVIII (1859), pp. 199-204. 


Sur les longueurs OA, OB, OC données dans l’espace, on prend respectivement 
les points a, d, c; les rapports Aa: Bb: Ce sont donnés. Trouver: 1.° l’enveloppe du 
plan abc; 2.° le lieu du centre de gravité du triangle ade. 

D’après l’énoncé, les droites OA, OB, OC sont divisées en parties proportion- 
nelles ou semblablement, et a,b, c sont des points homologues de ces divisions. Si l’on 
demande l’enveloppe du plan abc, la question est un cas particulier de la suivante: 

Trois divisions homographiques étant données sur trois droites situées d’une manière 
quelconque dans l’espace, on demande l’enveloppe du plan de trois points homologues. 

On trouve ce problème avec son corrélatif parmi les questions proposées (p. 298) 
dans l’ouvrage capital de M. STEINER: Systematische Entwickelung der Abhingigkeit 
geometrischer Gestalten von cinander *), Berlin, 1832. 

La question corrélative est résolue par le théorème suivant de M. CHASLES: 

Si trois droites données dans l'espace sont les axes de trois faisceaux homogra- 
phiques de plans, le lieu du point commun è trois plans homologues est une cubique 
gauche **) {courbe à double courbure du troisième ordre et de troisième classe) qui 
a deux de ses points sur chacune des droites données. 

De là on tire, par le principe de dualité: 

Si trois droites données dans l’espace sont divisées homographiquement, l’enve- 
loppe du plan de trois points homologues est une surface développable de la troisième 





*) On n’a publié que la première partie de cette admirable production; quand l’auteur 
nous donnera-t-il les autres? C. 
**) Locution italienne très-expressive que nous conservons, Tm. [Terquem]. 
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classe (et du quatrième ordre) qui a deux de ses plans tangents passant par chaque 
droite donnée; ou bien, ce qui est la méme chose, le plan de trois points homologues 
est osculateur d’une cubique gauche qui a deux de ses plans osculateurs passant par 
chaque droite donnée. 

Dans le cas particulier qui constitue la question 435, les divisions homographiques 
données sont semblables; donc les points à l’infini des droites OA, OB, OC sont ho- 
mologues; par conséquent le plan ade enveloppe une surface développable de la troi- 
sième classe (et du quatrième ordre) qui a un plan tangent à l’infini; ou bien le plan 
abc est osculateur d’une cubique gauche qui a un plan osculateur à l’infini. Les plans 
OBC, OCA, OAB, ABC, sont osculateurs de la méme courbe. 

On résout la question avec facilité aussi par le calcul. Posons 


OA =@ 0b==%d yb="t 
Ma = p Ob = q Oc ==T, 





donc 


ME 


A ORO ONE dear 


). Y y 





i étant variable avec p,g,+; ),p,v constantes. Cela montre que p,g,7 sont les 
coordonnées courantes d’une droite fixe rapportée aux axes OA, OB, OC. 
Les coordonnées du centre de gravité du triangle ade sont 


| 


(a+R), y=I0+ud), a =; +vi); 
) 


d5-==" 


DI 


* 


donc le lieu du centre est la droite 


di ei 


À U y 





qui est parallèle à la droite fixe menée ci-dessus. 
Le plan abc a pour équation 


"a 
ptetz=l 
ou bien 


x Y x 


avi) aggiuianasi giLi, 





Si dans cette équation on fait disparaître les dénominateurs, elle devient du troisième 
degré en è; donc le plan ade est osculateur d’une cubique gauche. Pour obtenir les 
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équations de cette courbe, je dérive la dernière équation deux fois par rapport au 
paramètre è: 











VLTATIRA LEA dt Va TE i 
(a + x) (b+ pi} | (c+ vi) i 
x uY LZ 
(a + xi)? LI (b + pd) Da (e+ vi de 
De ces trois équations, on tire 
SAN ETNIE 
(va — Xe) (Ab — pa)” 
SOI si Vi 
ra (Ab — pa) (pe — vb)’ 
Ap. (c + vi)? 





(ne — vb) (va — Regi 


équations de la cubique gauche, qui est évidemment osculée par les plans 


Le plan è l’infini est aussi osculateur de la courbe, parce que les valeurs trouvées 
de x,y, ne contiennent pas le paramètre variable è en diviseur. 

Les équations ci-dessus sont simples et symétriques; mais si l’on veut étudier la 
cubique gauche qui résout la question proposée, il est bien plus simple de faire usage 
de la représentation analytique de ces courbes, que j'ai donnée dans un Mémoire 
inséré dans les Annali di Matematica pura e applicata (Roma, 1858). Soient «= 0 
le plan osculateur dans un point de la courbe qu'on prend pour origine; y=0 le 
plan qui touche la courbe dans ce mème point et la coupe è l’infini; a=0 le plan 
qui coupe la courbe à l'origine et la touche à l’infini. Les équations de la courbe seront 


cai 


a, b,c étant des constantes et è le paramètre variable. La droite «x =2=0 divise 
en deux parties égales les cordes de la courbe parallèles au plan y=0. La courbe 
a un grand nombre de propriétés qu'il est bien facile de découvrir à l’aide des équa- 
tions données ci-devant. 

La circonstance que la cubique gauche dont nous nous occupons est osculée par 
le plan à l’infini constitue pour elle un caractère spécifique qui la distingue de toute 
autre espèce de courbe du "mème degré. Si l’on compare les cubiques gauches aux 
coniques planes, l’espèce particulière de cubique dont il s’agit correspond à la parabole, 
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qui, comme on sait, est touchée par la droite à l'infini. Dans un petit Mémoire qui 
va étre publié dans les Annali di Matematica Jai classifié les cubiques gauches comme 
il suit *): 

Premier genre. La courbe a trois asymptotes réelles; il n°’y a pas de plans oscu- 
lateurs parallèles; les plans osculateurs coupent la surface développable qu’ils enve- 
loppent suivant des coniques qui sont toutes des hyperboles; les centres de ces hyper- 
boles sont sur une ellipse. Le plan de cette ellipse rencontre la cubique en trois points 
réels et coupe les cònes du second degré qui passent par la cubique suivant des hy- 
perboles. 

Seconde genre. La cubique a une seule asymptote réelle et deux plans osculateurs 
parallèles entre eux qui coupent la surface développable (dont la courbe est l’arète 
de rebroussement) suivant deux paraboles: tous les autres plans osculateurs coupent 
la mème surface suivant des ellipses ou des hyperboles. Les centres de ces coniques 
sont sur une hyperbole dont le plan est parallèle et équidistant aux deux plans oscu- 
lateurs parallèles. Une branche de l’hyperbole focale contient les centres des ellipses: 
l’autre branche contient les centres des hyperboles. Les points de la cubique gauche 
auxquels correspondent des ellipses sont situés entre les plans osculateurs paralléles; 
les points auxquels correspondent des hyperboles sont au dehors. Le plan de l'hyper- 
bole focale rencontre la cubique gauche dans un seul point réel et coupe les cònes du 
second degré qui passent par la courbe suivant des ellipses. 

Tels sont les seuls cas absolument généraux que peuvent présenter les cubiques 
gauches. Mais il y a à considérer aussi deux cas particuliers, savoir: 

1.° La courbe a une seule asymptote réelle à distance finie; les deux autres sont 
aussi réelles, mais elles coincident à l’infini. C’est-à-dire: le plan è l’infini coupe la 
courbe dans un point et est tangent dans un autre. Les plans osculateurs coupent 
la développable suivant des hyperboles, à l’exception d’une seule qui est une parabole. 
Les centres de ces hyperboles sont sur une autre parabole. Les deux paraboles sont 
dans un mème plan qui coupe les cònes du second degré passant par la courbe suivant 
des paraboles. 

2.° La courbe a toutes ses asymptotes qui coincident à l’infini, savoir, elle est 
osculée par le plan è l’infini. Les plans osculateurs coupent la développable suivant 
des paraboles. 


#) C'est une exposition analytique très-bien faite des belles études de M. ChasLes sur les 
cubiques gauches. Jen ai fait la traduction, que je publierai le plus tòt possible. TM. 


14. 


SOLUTION DE LA QUESTION 464. [?!] 


Nouvelles Annales de Mathématiques, 1.7 série, tome XIX (1860), pp. 149-151. 


Soient «,,Y,d les distances d’un point quelconque à quatre plans donnés; il est 
évident que l’équation la plus générale d'une surface du second ordre circonscrite 
au tétraèdre formé par les quatre plans 


Rei ee) 


TO 


sera 
I8r1+mxa+naB+Xad +pyBI + vò =0. 


Cette surface est coupée par le plan è = 0 suivant la conique 
Br +mya+naB=0. 

Soient a', 8', x les distances d’un point quelconque du plan è=0 aux còtés du 
triangle ì=0 (a=0,f=0,=0): triangle formé par l’intersection du plan è avec 
les plans a,f,; on a 

MACRO N NZ IERI 
où «è est l’angle des plans a=è=0, ete. Done l’équation de la conique rapportée 
au triangle inscrit sera 


nigra ca 


o' sin ad B sin "> drone x sin in (SALMON) 


Les angles du triangle sont B3Y, (da, «dB, cù Bèy*) exprime l’angle que fait l’in- 


*) 6] est l’angle qui, dans l’énoncé de la question, a été désigné par ($à, {?). P.[PROUHET] 
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tersection des faces B=è=0 avec l’intersection des faces = è = 0. On sait que 
la conique représentée par l’ équation ci-dessus est une circonférence, si l’on a 


l:m:n= sinaò. sinBè: sinBò. sinyda : sind. sinadp. (SALMON) 


De méme, si les plans a=0, 8=0, x=0 coupent la surface suivant des circon- 
férences, on aura 


l:p:v=sinda.sinfa,: sin;a. sindaf : sinfa. sin ad, 


mi: vi: \=sinòB.sinyBa: sinaB. sin èy : sinyf. sinaBà, 


>» 


ni: p=sinòy.sinayt: sinBy.sindya : sinay. sin pà. 


De là on tire immédiatement que /,m,%,,p,v sont proportionnelles aux quantités 














sinaò , ì sinfò . RE sin yi . SANI 

- singBa.sinBò ——— sin 8a. sin{da : sinaB.sinaò 
sin By 0%) Goth sin yo ui LS ecin o. di 7E, 
SINBnO. CE. 2 nos È sinaf . ua” 

: sinaBè. sina1ò : sin8Yè.singaò ——-;. sin yaò. sinyBà 
sin aÒ © E sinfò si PRIAMO i a 


ce qui démontre le thèorème de M. PROUHET. 


Cremona, tomo I. 


SOLUTION DE LA QUESTION 465. [?'] 


Nouvelles Annales de Mathématiques, 1.5. série, tome XIX (1860), pp. 151-153. 


Soient 4, 41, ..., @,_1,% quantités quelconques: « une racine primitive de l’ équation 


binòme 
x -1=0 
et 
O, =a, + aa, + asa +... + a, at 
en supposant a, = a’. 


Multiplions entre eux les deux déterminants 
do a, dei dti 
ad, SNESE POM dy 


D fui (075) Ag da RS di 


. 0 . . . . . . . 





ROERO DRITTE TOA Ad 


1 1 1 ARIDO 


1 o) CA AIA 
= 2 2 2 
A=)|1 oi d5 Sa RS i 
. . . ® . e . . 
A E II e 





En exécutant la multiplication par lignes, les colonnes du déterminant produit de- 
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viennent divisibles respectivement par 8,,9,,...,6,, et l’on a 


1 1 1 ego li 


2 nel 
1 A, Xy1 seo A-1 


D A = 6, LA nata: 6, 1 dritto (UE alate Gua: 


1 di AE 


? g i, (n—1) (n—2) 
Or le déterminant du second membre est évidemment égal à (1) 7A [??]; 


donc 
1) (n—2) 


ee 


n * 


Le théorème, mentionné par M. MicHareL RoBeRTS (Nouvelles Annales, cahier de 
mars 1859, p. 87), est de M. SportIswoODE (Journal de CRELLE, t. LI); la démonstration 
ci-dessus m'a été communiquée par M. BrioscHI, et je l’ai publiée comme lemme 
dans une petite Note Intorno ad un teorema di ABeL (Annali di ToRTOLINI, 1856) 
[Memoria 2 di questo volume]. 

En supposant 


a,=@+.rd, 
il s’ ensuit 
nd 
0 = portar == È == i 
dia pour AMPIA 
et 
o,=na +01 g, 
done 
6, 0, re LATE = (— iN n°? Ti Sonia 
et, par conséquent, 
a atd ... atn—-1)d 
a+d a+ 2d ... a 








a+(n—-1)d a ... a4+(n—-2)d 


(a—-1)d 
“ui: 


n(n—-1) 


= (7 Ma a+ 


ce qui est bien la question 465. 


16. 


SUR LES CONIQUES SPHÉRIQUES 
ET NOUVELLE SOLUTION GENÉRALE DE LA QUESTION 498*). [?1] 


Nouvelles Annales de Mathèmatiques, 1. série, tome XIX (1860), pp. 269-279. 


Dans le n.° 13 (26 mars 1860) des Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
M. CHasLes a communiqué un résumé d’une théorie des coniques sphériques homo- 
focales. L’ illustre géomètre déduit ses nombreux théorèmes d'un petit nombre de 
propositions fondamentales. Ce sont ces propositions fondamentales que nous allons 
démontrer. 

À cause de la dualité constante è laquelle est soumise toute la géometrie de la 
sphère, la théorie des coniques homofocales donne lieu à une autre série de théorèmes. 
C'est, comme le dit l’auteur méme, la théorie des coniques homocycliques. Dans notre 
analyse, les variables @, y, pourront exprimer indifféremment des coordonnées carté- 
siennes de points ou des coordonnées tangentielles de lignes. Dans la première hypo- 
thèse, il s'agira de coniques homocycliques; dans l’autre de coniques homofocales. 
Pour fixer les idées, nous supposerons que les coordonnées se rapportent à des points; 
le lecteur en fera mentalement la transformation, s’ il veut obtenir les propriétés des 
coniques homofocales. 

1. Soient x: y: x les coordonnées orthogonales d’un point quelconque d’une surface 
sphérique donnée [?*]. L’équation générale d’une conique (ligne de second ordre) est 


(1) ar+BY+14°+2dya+2e%2x+29xy=0. 
La conique est un (petit) cercle si son équation est de la forme qui suit: 


(2) a (1°+9°+2°) — (ar+by+ca)= 0; 


‘*) Pour bien comprendre ce travail, il est nécessaire d’avoir devant soi le n.° 13 des 


Comptes rendus. 
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le centre sphérique du cercle est le pòle (absolu) de la ligne géodésique (grand cercle): 
axr+by+cx = 0. 


Le cercle (2) devient géodésique (grand cercle) si X=0. 
Pour ) infini on a le cercle imaginaire 


(3) d+y+a°=0, 


situé à une distance infinie (car il est la ligne du contact idéal entre la sphère et son 
cone asymptote). 

L’équation (2) démontre que: 

Tous les cercles (grands ou petits) tracés sur la sphère peuvent étre considérés comme 
des coniques sphériques qui ont un double contact avec le cercle imaginaire à l’infini. 

2. Soit 


(4) —=>= 

un point de la surface sphérique. La géodésique polaire relative au cercle imaginaire (3) 
pris comme courbe directrice est 

(5) XoX+WYTAA=0, 

et la géodésique polaire du méme point, par rapport à la conique (1), est 

(6) L (4-9 Yot-e%0) +4 (£00t-BYo+d30) +2 (emW+TY0t-%0) = 0. 


Si les deux lignes géodésiques (5) et (6) doivent coiîncider, c’est-à-dire si le point (4) 
a la méme polaire par rapport à la conique (1) et au cercle imaginaire (3), on aura 


A+ pYote%o= 09%, 
PXLt+-BYotd%, = 89Y0, 
erX+-dY+1%o,= 9%. 


L’élimination de x: 0: %» de ces équations donne une équation cubique en 8; on 
salt que cette équation résultante a ses racines réelles, et que si l’on désigne par 


(7) (011Y11%), (Cotyatsa), (0313143) 


les systèmes de valeurs de (w:%0:%) qui correspondent aux trois valeurs de l’in- 
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déterminée 6, on a: 
Ca X3t+ Y2Yst+%2%3= 0, 
XX t.YY\t43%,=0, 
XCXo+Y1Yr+ 21%, = 0. 


Donc les trois points (7) sont les sommets d’un triangle trirectangle, et par 
conséquent la géodésique polaire de chacun d’eux par rapport à la conique (1) et au 
cercle (3) (ou absolu) passe par les autres deux. En prenant ce triangle pour triangle 
des coordonnées, c’est-à-dire en posant 


(1) V=%a=03 a i0$ Xg=Y3= 0 
l’équation (1) deviendra 


(8) ox +By+x2°=0. 


La forme de cette équation enseigne que si par l’un quelconque des points (7) 
on mène arbitrairement une corde (géodésique) de la conique (8), elle y est partagée 
en parties égales. 

Donc les points (7) sont des centres de la conique sphérique. En supposant 
a>B>0 et <0, le point x=y=0 est le centre intérieur; les autres sont au dehors 
de la courbe. 

Ainsi: 

Les centres d’une conique sphérique sont des points dont chacun a la méme géodésique 
polaire par rapport à la conique et au cercle imaginaire situé à V'infini. 

3. Le tétragone *) complet (imaginaire) inscrit à la conique (8) et au cercle ima- 
ginaire (3) a deux còtés réels; les autres sont imaginaires. En effet, en combinant les 
équations (3) et (8), on obtient: 


(a-B)y + (a-)a°=0, deux géodésiques imaginaires; 
(1-B)a°+(2-B)a°=0, deux géodésiques réelles; 


(a-)X+(B-n)%=0, deux géodesiques imaginaires. 
Donc la conique (8) et le cercle (3) ont en commun les cordes géodésiques réelles 


(9) aVB-1+eVa-B=0, aVB=1-aVa-B=0. 


*) Donné par les six grands cercles joignant les intersections de (3) et (8). Tm. 
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Une géodésique quelconque 
(10) ar+by+ca=0 
est tangente à la courbe (8), si on satisfait à la condition 


" ae: 
TRO a NT GAI 


Soient ©, w' les angles que la géodésique (10) fait avec les géodésiques (9); nous 


aurons 
_ ava eva 
Va+b+ i Va—; i 


aVa-B+eVf-t 


cos © = , 080 


Vabbe. Vani 











donc, si l'on pose 


T_ tane 0 
aa tang° 0, 


en vertu de la condition (11), on obtient 
cost w + cos — 2 cos 28 .cos w coso = sin? 209, 


d’où: 
o + = 209 = constante, 


c'est-à-dire la surface du triangle sphérique formé par les trois géodésiques (9) et (10) 
est constante, quelle que soit la tangente (10). 

Les géodésiques (9) sont appelées lignes cycligues de la conique sphérique (8). 

Donc: 

Les lignes cycliques d’une conique sphérique sont les deux arcs de grands cercles 
(toujours réels) sur lesquels se trouvent les points d’intersection (imaginaîres) de la 
conique et du cercle imaginaire situé à Vinfini. 

4. Pour obtenir les géodésiques tangentes communes à la conique (8) et au 


9 


cercle (3), cherchons les points communs à leurs courbes réciproques: 


2 


(12) +40, e°49+#°=0. 
p Î 


Celles-ci ont en commun les cordes réelles 


(13) x VB-M)tyVi(k-2)=0; 
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donc les pòles (absolus ou relatifs au cercle (3), ce qui est la méme chose) de ces 
lignes, savoir les points 


(14) x=0, y:x=+Vr(8-a): VE(a=") 


sont les sommets réels du quadrilatère complet (imaginaire) circonscrit à la conique (8) 
et au cercle (3). Les géodésiques (13) sont les lignes cycliques de la conique (12), et 
par conséquent la somme ou la différence des angles qu’elles forment avec une tan- 
gente quelconque de cette courbe est constante. Donc la somme ou la différence des 
arcs géodésiques qui joignent les points (14) à un point quelconque de la conique (8) 
est constante. 

Ces points (14) sont appelés les foyers de la conique sphérique (8). 

Ainsi: 

Les foyers d’une conique sphérique sont les points de concours (toujours réels) des 
géodésiques tangentes communes à la conique et au cercle imaginaire situé à l’infini *). 

Il s'ensuit: 

Deux coniques sphériques homocycliques sont deux coniques dont le tétragone inscrit 
est aussi inscrit au cercle imaginaire situé à l’infini. 

Deux coniques sphériques homofocales sont deux coniques dont le quadrilatère cir- 
conserit est aussi circonserit au cercle imaginaire situé à l’infini. 

5. Les équations: 


A=axr+by"+cx° +) (2°+y°+a3)=0, 
A'= ax° + by" +ca°+\'(e°+y+a°)=0, 
représentent deux coniques sphériques homocycliques. Soit 
U=ax+BY+y2+23yx+2e%x+29xy=0 
une autre conique quelconque. Les équations 
(15) B= UrprA=0 FIN UA =0 


représenteront deux coniques circonscrites, lune au tétragone UA **), l’autre au 


#) Comme dans les coniques planes. Tm. 
*# Donné par l’intersection de U et de A. ; Tm. 
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tétrazone UA’. Des équations (15) on tire: 
B—-B'=pA—p'A', 
u'B—pB'=(0'-p U+(-X) pp (2°+7+27); 
donc l’équation 
B-B'=0 
représente une conique circonscrite au tétragone BB' et homocyclique aux coniques 
A, A, et l’equation: 
uB—-pB'=0 
représente une conique circonscrite an tétragone BB' et homocyclique à U. 

Done: 

Tuforkme I. Etant données deux coniques homocycliques A, A' et une troisiòme conique 
quelconque U, sì aux tétragones UA, UA' on circonserit deux coniques quelconques B, B', 
le tétragone BB' sera inscrit tout à la fois à une conique homocyclique aux deux A, A” 
et à une conique homocyclique à U. (CHASLES). 

6. Soient encore données les coniques A, A', U, d’où l’on déduit B, B'. On peut 
donner à la fonction B+%B' la forme 


dkyt+at. 
Il suffit, en effet, de poser 
k+1=0, p-p=0; 


alors on a: 
B—B'=p(2—X) (2°++29, 
c'est-à-dire les coniques B, B' sont homocycliques. 

Ainsi: 

Taforkme II. Éfant données deux coniques homocycliques A, A' et une troisième co- 
nique quelconque U, sì au tétragone UA on circonscrit une conique quelconque B, on 
pourra circonserire au tétragone UA' une conique B' homocyclique à B. (CHASLES). 

7. Soient données trois coniques homocycliques: 


I 


A =a20°+bf+cx° +) (e +4 +29) 
A'= ax +by"+cx° + (0° +y° +2?) 
A"= ax + by" +cx° +\"(C+y+2))= 


0, 
0, 
0, 


et une quatrième conique quelconque: 
U:01 
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d’où nous dérivons les trois coniques qui suivent: 
Be=0G-g3A°=/05 
B=UDpprAi=0, 
Ba Ue A=0% 


On peut circonscrire au tétragone BB' une conique qui coincide avec B". En 


effet, on a: 
B+%kB'=(1+4)U+pA+kp'A', 


donc, si nous posons: 


w(A"-)) 7 up (A-)) 
k= TRN E TRMIR et EATER SR AR 
DENCEN) PONE TURE TETI 
on obtient 
o eee 
Done: 


Tuforkme III. Etant données trois coniques homocycliques A, A', A" et une quatrième 
conique quelconque U, sì aux deux tétragones UA, UA' on circonscrit deux coniques B, B', 
les deux tétragones UA" et BB' seront inscrits dans une méme conique B"'. —(CHASLES). 

8. Soient données trois coniques: 


U:=0. RN 
circonscrites à un méme tétragone. On décrit une conique 
U=U+) (2°+y°+2))=0 
homocyclique à U, et une autre conique 
VaV4+p(e+4y +42) =0 
homocyclique à V. Il s’ensuit que la conique 
W=U-V=W+0—-p) (22+y°+2%)=0 


est tout à la fois circonscrite au tétragone U'V' et homocyclique à W. De plus, les 
tétragones UV, U'V' sont inscrits dans une mème conique 


K=wyU-—-\V=pU-—-XV=0. 
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Ainsi: 

TuHéorkME IV. Quand trois coniques U, V, W sont circonscrites à un méme tétragone, 
sì l'on décrit deua coniques U', V homocycliques à U et V respectivement, on pourra 
circonscrire au tétragone UV une conique W' homocyclique à la troisiòme conique W. 
Et les deux tétragones UV, U'V' auront leurs huit sommets situés dans une méme co- 
nique. (CHASLES). 

Il suit d’ici qu’on aura deux faisceaux homographiques de coniques, dont les bases 
sont les tétragones UV, UV’, et les deux coniques correspondantes: 


U—iV=0, U—iV=0 


sont toujours homocycliques. 

Il est évident qu’à la condition d’étre homocycliques on peut substituer celle de 
rencontrer une conique donnée dans un méme système de quatre points réels ou ima- 
ginaires. En vertu de cette observation, les quatre théorèmes de M. CHasLes ne consti- 
tuent qu'un théorème unique, auquel on peut donner l’énoncé suivant: 

Etant données plusieurs coniques: 


t=0RM0 = 020600 Wet =0 
circonscrites à un méme tétragone, et une autre conique quelconque 
(ZIA 


sì aux tétragones UC, VC on circonserit deux coniques U', V', on pourra circonserire 
aux tétragones W,C respectivement des coniques W', qui soient toutes circonserites au 
tetragone UV. Et les deux tétragones UV, UV auront leurs huit sommets situés sur 
une meme conique 

Ki=0og 

Il s'ensuit encore: 

Sì deux tétragones UK, UK inscrits dans une méme conique K sont les bases de 
deux faisceaux homographiques de coniques, les points d’intersection de deux coniques 
correspondantes 

\W,=(X—i,w U—i,K=0, 
\W,=(X—i,wU—i,K=0 


se trouvent toujours dans une méme conique : 


vu one] 
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Et réciproquement: 

Afin que toutes les intersections des couples de coniques correspondantes de deux 
faisceaux homographiques appartiennent à une méme conique, il faut que les tétragones, 
bases des faisceaux, soient inscrits à une méme conique. 

Ces théorèmes généraux ne cessent pas d’avoir lieu en substituant aux coniques 
circonscrites à un méme tétragone des courbes sphériques de l’ordre n circonscrites 
à un méme polygone sphérique de n° sommets. 


Théorème général comprenant comme cas très-particulier la question 498. [?1] 


On donne dans un plan: 1.° une droite fixe; 2.° un point O sur cette droite; 
3.° un point fixe A. Trouver une courbe telle, qu’en menant par un point quelconque 
pris sur cette courbe une tangente, et par le point A une parallèle à cette tangente, 
ces deux droites interceptent sur la droite fixe deux segments comptés du point O, 
liés entre eux par une relation algébrique du degré n. 

On peut considérer ces segments comme des coordonnées tangentielles; done 
l’enveloppe demandée est une courbe de la classe x (voir la Géometrie supérieure de 
M. CHasues, chap. XXIV). 

On donne dans l’espace: 1.° une droite fixe; 2.° un point O sur cette droite; 
3.° deux points fixes A, B. Trouver une surface telle, qu’en menant par un point 
quelconque pris sur cette surface un plan tangent, et par A, B deux plans parallèles 
au plan tangent, ces trois plans interceptent sur la droite fixe trois segments comptés 
du point O, liés entre eux par une relation algébrique du degré n. 

L’enveloppe demandée est une surface de la classe n. 





(i 


SOLUTION DES QUESTIONS 494 ET 499, [?1] 
MEÉTHODE DE GRASSMANN 
ET PROPRIETÉ DE LA CUBIQUE GAUCHE. 


Nouvelles Annales de Mathématiques, 1.xe série, tome XIX (1860), pp. 356-861. 


La question 499 embrasse deux énoncés, qui, sì je ne me trompe, exigent quelques 
corrections. Dans le premier énoncé, les droites B, D et le point m sont des éléments 
fixes superflus à la construction du point variable g. Il suffirait de dire: “ Si les còtés 
“ap, cp, ac d’un triangle variable acp tournent autour de trois points fixes /, s, 0, et 
“si deux sommets «, c glissent sur deux droites fixes A, C, le troisiàme sommet p 
“ décrira une conique ,. C’est le célèbre théorème de MAcLAURIN et BRAIKENRIDGE. Si 
le lieu du point p doit ètre une cubique (courbe du troisième ordre), il faut modifier 
les données de la question. 

Le deuxième énoncé n’est pas complet. On n’y trouve pas de données suffisantes 
pour définir un lieu géométrique. Il faut lire: “ Si les còtés ad, de, cd, da et la dia- 
“gonale dd d’un quadrilatère plan variable abed tournent autour de cinq points fixes 
“0,P,qQ,Y,S, et les sommets a, c, qui sont au dehors de la diagonale, glissent sur 
“deux droites fixes M, N, chacun des autres sommets è, d décrira une cubique ,. 

Ce beau théorème a été donné par un éminent géomètre allemand, M. HERMANN- 
GuntHER GRASSMANN, de Stettin*), dans un Mémoire inséré dans le t. XXXI du 
Journal de Crelle, p. 111-132; 1846. 

A l’occasion de ces théorèmes qui se rapportent à la géométrie des intersections, 
je ne puis m’empécher de mentionner une méthode très-expéditive et très-curieuse, 
dont la première idée paraît appartenir à LEIBNIZ, mais qui a été vraiment établie 


*) Professeur au gymnase de Stettin. Nè dans cette ville en 1809. 
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par M. GRASSMANN dans un ouvrage intéressant (die Wissenschaft der extensiven Gròssen 
oder die Ausdehnungslehre), imprimé à Leipzig en 1844, et dans des Mémoires po- 
stérieurs (Preisschriften gekriònt und herausgegeben von der fiirstlich Jablonowski® schen 
Gesellschaft, Leipzig, 1847, Journal de Crelle, t. XXXI, XXXVI, XLII, XEIV, XLIX, 
LII). Excepté MM. MoBIUs (Preisschriften, ete., ut supra) et BeLLAvITIS (Atti dell’Isti- 
tuto Veneto, decembre 1854), je ne sache pas que quelque géomètre ait donné aux 
recherches de M. GRASSMANN l’attention qu’elles méritent. 

Je vais reproduire ici les premières définitions et conventions de cette ingénieuse 
théorie, que l’auteur nomme analyse géométrique. Je désignerai toujours les points par 
de petites lettres, et les droites par des lettres majuscules. 

Première définition. ab représente la droîte qui joint les points @ et d. 

Deuxième définition. AB représente le point commun aux droites A et B. 

Conventions. On pose: 

ab=0 si les points a et d coiîncident; 

AB=0 si les droites A et B (indéfinies) coiîncident; 

aB=0 ou bien Ba=0 si le point a est sur la droite B. 

Cela posé, soient a, d deux points fixes, 4 un point variable: 


aogr=-0 
est l’équation d’une droite, car elle exprime que x est toujours sur ad. De méème 
ABA:=10 


est l’équation d’un point, enveloppe de la droite mobile X. 

M. Grassmann démontre la proposition qui suit, et qui est la généralisation du 
théorème de PascaL (hexagramma mysticum). 

“Si un point x mobile dans un plan est assujetti à la condition qu’un certain 
“ point et une certaine droite, déduisibles du point x et d’une série de points et droites 
“ fixes au moyen de constructions exécutées avec la seule règle, doivent tomber l’un 
“dans l’autre, et si le point 7 a été employé » fois dans ces constructions, le lieu du 
“ point x sera une courbe de l’ordre w ,. 

L’auteur donne aussi le théorème corrélatif pour la génération des courbes de la 
classe x, et les propositions analogues dans l’espace pour la génération des surfaces 
algébriques. 

La construction du point variable <(p) dans le premier énoncé rectifié, question 
499, est représentée par l’équation plarimétrique (selon l’appellation de M. GRASSMANN): 


xaxsCoAlx=0 
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(la droite xs coupe C dans un point, la droite qui passe par ce point et par o ren- 
contre A dans un autre point qui avec / donne une droite passant par 2). 

Cette équation contient deux fois l’élément variable x, et par conséquent, selon le 
théorème général de M. GRASSMANN, elle appartient à une conique. Cette conique passe 
par les cinq points: 

SERRA CITES LOGS 


ce qui est évident, parce que chacun d’eux satisfait identiquement l’équation de la 
courbe. i 

Dans l’autre énoncé, question 499, la construction du point variable «(0) est indi- 
quée par l’équation planimétrique qui suit: 


(xpNg) (xoMr) (xs)= 0 


(exprimant que les trois droites «pNg, «oMr, xs passent par un méme point). Cette 
équation contient trois fois le point variable @; donc elle appartient à une cubique. 
On trouve aisément que cette courbe contient les neuf points: 


o,p,s, MN, (p9)(or), gsN, rsM, pgM, orN. 


M. GRASSMANN démontre que l’équation ci-dessus est complètement générale, c’est- 
à-dire, elle représente toute courbe plane du troisième ordre. 

La question 494 (Nouvelles Annales, t. XVIII, p. 444) est un autre théorème de 
M. GrRassmann (Journal de Crelle, t. XXXI). La construction du point variable (9) 
donne l’équation planimétrique 


(ca A) (cbB) (xeC)=0, 
exprimant que les trois points zaA, xbB, xeC sont en ligne droite. L’équation 


contient trois fois l’élément variable x, donc le lieu de la question 494 est une cubique, 
qui passe par les neuf points: 


pen BORG CARTA beevcAsgpeaBr ad, 
Soit X la droite variable qui contient les trois points xaA, x6B, xeC: on aura 


évidemment 
(XAa)(XBbd) (XCce)=0; 


donc la droite X enveloppe une courbe de la troisièéme classe, qui touche les neuf 


droites : 
Abe eno ncana bi BC GARA Be, 


Ainsi on peut regarder comme résolues les questions 494 et 499. 
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Propriété de la cubique gauche. 


J'ai trouvé cette propriété en m’occupant de cette courbe à double courbure dans 
ma solution de la question 435 (Nouvelles Annales, t. XVIII, p. 199). 

“Par une cubique gauche osculée par le plan à l’infini passe un seul cylindre du 
“second ordre, et ce cylindre est parabolique ,. J'ai énoncé cette proposition dans 
mon dernier Mémoire inséré dans les Annali dì Matematica (Rome, juillet et aoùt 
1859): Intorno alle coniche inscritte in una stessa superficie sviluppabile del quart’ordine. 
Or voici le nouveau théorème. 

“ Pour chaque plan parallèle au cylindre, la courbe admet un système de cordes 
“ parallèles à ce plan, dont les points milieux sont situés sur une mème droite (dia- 
“mètre). Ce diamètre passe par le point de la cubique gauche où elle est touchée 
“ par un plan parallèle aux cordes; il est la droite d’intersection du plan osculateur 
“avec le plan asymptote, qui correspondent à ce méme point (par chaque point de 
“la courbe passe un plan asymptote, c’est-à-dire tangent à l’infini, et tous ces plans 
“ sont parallèles entre eux ). 

“Done par chaque point de la courbe passe un diamòètre, qui bissecte les cordes 
parallèles au plan qui touche, sans osculer, la courbe au mème point [??]. Tous ces 
diamètres sont parallèles à un méme plan, savoir à la direction des plans asymptotes, 
et forment une surface du troisième ordre. 

“La courbe admet au moins un point (et au plus trois) où la droite tangente et 
“le diamètre correspondant se rencontrent sous un angle droit ,. 

On voit par là la frappante analogie entre cette courbe à double courbure et la 
parabole ordinaire *). 


“ 
“« 


« 


#) On peut consulter le Mémoire francais de M. CREMONA dans Crelle, t. LVITI, p. 188, 
1860, qui vient de paraître. On y cite ce théorème remarquable de CayLey: «Toute surface 
réglée (non développable) est d’une classe égale à son ordre ». 
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SOPRA UN PROBLEMA GENERALE DI GEOMETRIA. 


Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo III (1860), pp. 169-171. 


1. Nel fascicolo di gennaio 1860 del periodico: Nouvelles Annales de Mathéma- 
tiques del sig. TERQUEM, a pag. 43, trovasi enunciato un problema, caso particolaris- 
simo del seguente: 

Data una retta OA, un punto O in essa ed un punto B fuori della medesima, 
trovare una curva (nel piano OAB) tale che conducendo una sua tangente qualsivoglia, 
e per B la parallela a questa, i segmenti della OA intercetti fra queste rette e il 
punto O siano legati da una data relazione algebrica del grado n. 

Siano OM, ON i due segmenti compresi il primo fra il punto O e una tangente 
qualunque della curva, il secondo fra O e la parallela alla tangente. Sia: 


F (OM, ON)=0 


la relazione data. Posto OB=d ed assunte le rette OA, OB per assi delle coordi- 
nate rettilinee y,x avremo: 
dy dy 
“gica; SR i da ? 
ove %,y sono le coordinate del punto di contatto. Arriviamo così all’equazione alle 
derivate: 


dy dy 
1 Fly—xax=-, —b=|=0 
(1) ( dx ci 
la primitiva singolare della quale sarà evidentemente l’equazione della curva domandata. 
Ma questa curva può essere ottenuta anche senza ricorrere alle derivate. Infatti, 
1 


siano «,v le coordinate tangenziali della retta tangente la curva, cioè siano — —, —-— 
(2) Vv 


Cremona, tomo I. 9 
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i segmenti degli assi OB, OA compresi fra l’origine O e la tangente suddetta. Avremo: 


MITO 
v v 
quindi: 
0) P(-1, 25) -0 


sarà l’ equazione in coordinate tangenziali della curva domandata. Resta a dedurne 
l'equazione in coordinate cartesiane. A tale uopo, osservo che l’ equazione in coordi- 
nate tangenziali del punto di contatto della tangente (w,v) è: 


(3) ux +vy+1=0 

e che la richiesta equazione cartesiana della curva sarà la condizione, che il punto 
(7, y) appartenga alla curva. Rendo omogenea in «,v la (2) mediante la (3), onde 
avrò: 


0 . 
() v 


p(2t vy 3) 


Le radici di questa equazione sono i valori del rapporto «:v corrispondenti a tutte 
le tangenti della curva che passano pel punto (x, 7): dunque l'equazione cartesiana 
della curva sarà la condizione che l'equazione precedente abbia due radici eguali, ossia 
avrà per primo membro il discriminante della funzione omogenea in «, v: 


| (È + vy Ò 





t) 


v v 
Sia A(x,y) questo discriminante: sarà: 
A.lc,y)=0 


la primitiva singolare della (1), mentre la primitiva completa è data da una tangente 
qualunque della curva, cioè è la (3) ove i parametri «, v sono legati dalla condizione (2). 
La curva domandata è dunque algebrica della classe » (e dell’ordine n(n — 1)). 


; LIVRE a aa . da 
Siccome l'equazione (3) si può desumere dall’eliminazione di 7 fra le due: 


PRCa AZ 1) 7 
: da v de 

così è manifesto che il precedente processo geometrico d’ integrazione coincide col no- 

tissimo di LAGRANGE. 


2. L’analogo problema nello spazio è il seguente: 
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Data una retta OA, un punto O in essa, e due punti B, C fuori di essa, trovare 
una superficie tale che conducendo un suo piano tangente qualunque, e per B e C i 
piani ad esso paralleli, i segmenti di OA intercetti fra questi piani e il punto O ab- 
biano fra loro una data relazione algebrica del grado x. 

Siano OL, OM, ON i tre segmenti anzidetti, e sia: 


F (OL, OM, ON)=0 


la relazione data. Assumo OA, OB, OC per assi delle coordinate rettilinee @,%,; 
posto OB=d, 0C=<c, avremo: 


ANONIMO gt 
dy dx 


OL=x— y #0 EP 





ove x,Y, sono le coordinate del punto di contatto del piano tangente che si con- 
sidera. Avremo dunque l equazione alle derivate parziali: 


EEA EST po 
dy da’ dy ” 9, Di 


(1) Li (e —Y 


la primitiva singolare della quale sarà l'equazione della superficie domandata. 
Siano «,v, ww le coordinate tangenziali del piano tangente la superficie, cioè siano 


1 1 10 3 : stà 1 1 
; CO segmenti degli assi compresi fra questo piano e l’origine. Avremo: 
u ( 


N ION 
U U “ 
epperò: 
(2) PE, e = 0 
U U U 


sarà l’equazione in coordinate tangenziali della superficie domandata. 
L’equazione in coordinate tangenziali del punto di contatto del piano (x, v, w) è: 


(3) uxr+vy+ wr +1=0. 
Per esprimere la condizione che il punto (2,%,) appartenga alla superficie, rendo 
la (2) omogenea in «, v, 0 mediante la (3); si avrà: 


| ( toy +wa bu = 


U ARI Pn CI 


Questa equazione rappresenta, insieme colla (3), la superficie conica inviluppo de’ piani 
tangenti condotti alla superficie (2) dal punto (3). Se questo punto appartiene alla 
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superficie (2), quel cono avrà un piano tangente doppio; epperò l’equazione in coor- 


dinate @,y, della superficie domandata avrà per primo membro il discriminante 
della funzione omogenea in w,%,%w: 


u STAI 


| (È + voy + wx  bv a) 
Sia A(x2,Y,) questo discriminante; sarà: 


A(x,Y,2)=0 


la primitiva singolare della (1). La primitiva completa è evidentemente somministrata 
da un piano tangente qualsivoglia della superficie, cioè è la (3), ove i parametri ar- 
bitrari «,v,w siano legati dalla condizione (2). 

La superficie domandata è dunque algebrica della classe x (e dell'ordine n (n —1)?). 


L’equazione (3) si ottiene eliminando Te, 2 fra le tre: 


SIRO dx Pare 1 dev de __w 

‘ dy da U dy dai Sagl 
epperò il metodo geometrico seguito nella precedente integrazione coincide coll’ana- 
litico usato ordinariamente. 


Milano, 1.° giugno 1860. 
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SULLE SUPERFICIE DI SECOND’ORDINE OMOFOCALI. 


CHASLES. RésuMÉ D'UNE THÈORIE DES SURFACES DU SECOND ORDRE HOMOFOCALES. 


Compres Rexpus, 1860, n. 24 et 25. 


Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo III (1860), pp. 241-244. 


In una memoria inserita in questi Annali di matematica (marzo ed aprile 1859), 
io ho studiato la distribuzione de’ centri d’un sistema di superficie di second’ordine 
inscritte in una stessa sviluppabile (reale o immaginaria) ed aventi il comune tetraedro 
polare reale. Ivi ho dimostrato che le quattro coniche, linee di stringimento della svi- 
luppabile, o son tutte reali, ovvero due sono reali e due immaginarie. 

Assumo tre de’ quattro piani costituenti il tetraedro polare, come piani coordinati, 
e suppongo che il quarto piano sia tutto a distanza infinita. Siano #:w:v: w le coor- 
dinate tangenziali (di PLùcHER) di un piano qualsivoglia, cioè siano 


w W w 


pig v 

i segmenti da esso determinati sugli assi. Allora, come risulta dalla citata memoria, 
una superficie qualunque del sistema sarà rappresentabile coll’equazione: 

(1) (b—-c+iat+(ccat+iBuw+(a—-b+i)0+(2+B+y%w°=0 


ove è è il parametro variabile che serve ad individuare ciascuna superficie del sistema, 
ed a,b,c, 2,8, sono quantità costanti legate fra loro dall’ unica condizione: 


(2) ar1+bB+e=0. 


1 i —b a—c b_a . 
Ponendo nella (1) successivamente î=®, 5 SRO * È > si ottengono le quattro 
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coniche di stringimento: 

| att+Buù +0 a I 
* cu —bo + aw=0 

limiti * +av+ Bu =0 

bi° — auò MEP qwi=0 


(3) 


la prima delle quali è tutta all’ infinito. 

La forma dell'equazione (1) mostra che tutte le superficie del sistema hanno il 
centro all’origine, e che per esse i piani coordinati costituiscono una comune terna 
di piani diametrali coniugati. 

Si supponga la prima conica immaginaria cioè a, 8, abbiano lo stesso segno, ed 
invero, com’ è lecito supporre, positivo. In virtù della (2), le a, d, c non potranno esser 
tutte positive, nè tutte negative; perciò, delle altre tre coniche, una è immaginaria 
e le altre due sono reali ma di specie diversa: un’ellisse ed un’ iperbole. 

Esprimiamo ora le condizioni che la prima conica sia circolare. La sfera di raggio 
= 1 e col centro all'origine è rappresentata dall’ equazione: 


© sen") + « sen°p + v° sen?y — 2uv (così — cosp. cosv) — 2 vf(cosp. — cosv cosà) 

— 2tu(cosv — cosà cosu)= w° (1 — cost — cosp. — cos'y + 2 cosÀ cos. cosv), 
ove ), ,v sono gli angoli fra gli assi coordinati. Ora, il cerchio immaginario all’ in- 
finito è la linea dell’ideale contatto fra la sfera ed il suo cono assintotico; onde, fe. 
cendo w= 0 nell'equazione precedente, avremo l’equazione del cerchio immaginario 


richiesto. 
Affinchè l'equazione risultante coincida colla prima delle (3) dev'essere: 


così ='cosp= c08v 0, 


cioè i piani diametrali comuni alle superficie (1) devono essere i loro piani principali; 
ed inoltre: 





AA 

Posto, com'è lecito, a = 1, l’equazione (1) diviene: 
b_-ct+dlf+(_-a+id)uwt+(a—b0+i)d+3w6=0. 

I quadrati de’ semiassi di questa superficie sono: 


ce_-bT—i a—-c—i b_—a—-i. 
Ci AE 3 j 
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quindi le superficie inscritte in una sviluppabile (immaginaria) per la quale il cerchio 
immaginario all'infinito sia una linea di stringimento, sono omofocali. E reciproca- 
mente, le superficie omofocali si ponno risguardare come inscritte in una sviluppabile 
immaginaria tagliata dal piano all’ infinito secondo il cerchio immaginario, cioè secondo 
la linea di contatto fra una sfera arbitraria ed il suo cono assintotico. 

Di qui segue che se U=0 è l'equazione, in coordinate tangenziali, di una super- 
ficie di second’ordine, riferita ad assi qualsivogliano, 1’ equazione generale delle su- 
perficie omofocali ad essa sarà: 


ese A 


ove: 
S=t# sen?) + u°sen°p + 0° sen°y — 2uv(così — cosp. cos y) 


— 2vt(cosp — cosv così) — 2 (cosy — così cos) 


(,p.,v angoli fra gli assi). 

Questo risultato analitico, esprimente il suenunciato teorema sulle superficie omo- 
focali, teorema che è stato dato la prima volta dall’illustre CHasLEs nel suo Apergu 
historique (nota 31), ci pone in grado di dare semplicissime dimostrazioni de’ quattro 
teoremi generali recentemente dati dal medesimo autore nei Comptes rendus (11 giugno 
1860), come fondamento di una teoria delle superficie medesime. 

Sia: 

A=F4+iS, A'=F+ iS, 


B=A+#-9U, B=A+0U; 


ne segue: 
0B—0B'=(0—0)F + (0 — 02)S, 
e: 
B_-B'=(0—8U+(1—è)S 
cioè: 


“ Date due superficie omofocali A, A' ed un’altra superficie qualunque U, se nelle 
due sviluppabili (UA), (UA) si inscrivono rispettivamente due superficie qualsivogliano 
B, B'; la sviluppabile (BB’) sarà simultaneamente circoscritta ad una superficie omo- 
focale ad A, A' e ad un’altra superficie omofocale ad U ,. 

Posto: 

A'=A+0S, B=A+%0U, 
sì ha: 
A +oU=B4+-0$; 


136 SULLE SUPERFICIE DI SECOND’ ORDINE OMOFOCALI. 


dunque: 

“ Date due superficie omofocali A, A' ed una terza superficie qualunque U, se nella 
sviluppabile (UA) s’inscrive una superficie B; si potrà nella sviluppabile (UA) inseri- 
vere una superficie omofocale a B ,. 


Posto : 
A' Ci À d 0'S : A"— A + 0"S ) 
B' si, A' + o U L B'= "AC + o'U : 
sì ricava: 
0"B' ito 0'B" = (0" REI 0) A + (0” ToÒ Sa 0%") UE 
dunque: 


“Date tre superficie omofocali A, A', A" ed una quarta superficie qualunque U, se 
nelle sviluppabili (UA), (UA") si inscrivono rispettivamente le superficie B', B"; le due 
sviluppabili (B'B"), (UA) saranno circoscritte ad una stessa superficie (di second’ordine) ,. 

Ponendo: 

A=U-+aV; B=U40V, C=U+cV, 


A'-—A+aS, B=B4+5US, 
avremo: 
(CDA (a—)B=(a—0)C+ (a (e—3) +Va—0))S 
ed inoltre: 
D'A'—a'B'=b'A—a'B; 
dunque : 

“Quando tre superficie A, B, C sono inscritte in una stessa sviluppabile, se si 
descrivono due superficie A', B' omofocali rispettivamente ad A e B, si potrà inscrivere 
nella sviluppabile (A'B') una superficie C' omofocale a C. E le due sviluppabili (ABC), 
(A'B'C) saranno circoscritte ad una stessa superficie (di second’ordine). 


Bologna, 1.° dicembre 1860. 











20. 


SULLE CONICHE E SULLE SUPERFICIE 
DI SECOND’ ORDINE CONGIUNTE. 


Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo III (1860), pp. 257-282. 


Il signor TERQUEM, in un breve articolo inserito nel terzo volume del giornale di 
LIOUVILLE, primo considerò le linee congiunte in una conica, chiamando con questo 
nome due rette tali, che assunte per assi delle coordinate x, y, rendano eguali i 
coefficienti di x° ed y° nella equazione della curva, ossia due rette tali, che seghino, 
realmente o idealmente, la conica in quattro punti appartenenti ad una stessa cir- 
conferenza. 

Poscia il professore CHASLES, in una memoria che fa parte del medesimo volume 
di quel periodico matematico, tratto lo stesso argomento sotto l'aspetto della pura 
geometria, e, con quella fecondità che gli è propria, dimostrò un vasto sistema di 
proposizioni relative alle linee congiunte. Verso.il fine della memoria, l’ illustre geo- 
metra accenna brevemente come si possa applicare quella teorica alle superficie di 
second’ordine, ed enuncia alcune proprietà de’ coni congiunti, cioè di quei coni di se- 
cond’ordine che passano per l’ intersezione di una sfera con una superficie dello stesso 
ordine. Ivi egli promette di ritornare su quest’ultimo argomento e di trattarlo più 
completamente; ma, per quanto io sappia, non diede seguito a tale suo proposito, cer- 
tamente distratto da più gravi lavori; nè so se alcun altro abbia fatto le sue veci. 

Se io oso, dopo tali predecessori, pubblicare questo, qualunque siasi lavoro, V’ar- 
gomento del quale ha molta attinenza colla teorica delle linee e dei coni congiunti, 
non miro certamente a presentare una serie di verità che abbiano la pretesa d’essere 
affatto nuove. Anzi confesso che ho dedotto la maggior parte de’ teoremi, qui sotto 
enunciati intorno alle superficie di second’ordine, da quelli dell’ illustre Castres sopra 
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le superficie omofocali *), mediante il metodo delle polari reciproche; e per ciò stesso, ne 
ommetto, come superflue, le dimostrazioni. Mio unico scopo è di attirare l’attenzione di 
qualche benevolo lettore su d’una teoria che promette d’essere feconda quanto lo è quella 
de’ luoghi omofocali, da cui la prima può derivarsi mercè la trasformazione polare. 

È notissimo che le coniche omofocali si possono considerare come inscritte in uno 
stesso quadrilatero immaginario, avente due vertici reali (i due fuochi reali comuni 
alle coniche), due vertici immaginari a distanza finita (i due fuochi immaginari si- 
tuati sul secondo asse delle coniche) e il quinto e sesto vertice immaginari all’infi- 
nito (i punti circolari all'infinito). Il sig. ChasLes ha enunciato pel primo l’analoga 
proprietà per le superficie omofocali **). Più superficie omofocali, cioè dotate di se- 
zioni principali omofocali, sono idealmente inscritte in una medesima superficie svi- 
luppabile immaginaria, avente tre coniche di stringimento (una ellittica, la seconda 
iperbolica, la terza immaginaria) ne’ piani principali comuni alle superficie date; mentre 
la quarta curva di stringimento è il cerchio immaginario all'infinito. 

Se le superficie di second’ordine, che si considerano, sono coni, è noto che a lato 
alla teorica de’ coni omofocali esiste la teorica de’ coni omociclici: teorica che si deriva 
dalla prima mediante la polarità supplementare ***). E da questa doppia teoria dei 
coni si conclude poi immediatamente la doppia teorica delle coniche sferiche omofocali 
e delle coniche sferiche omocicliche ****). 

Ciò premesso, è ragionevole pensare che anche per le coniche piane e per le su- 
perficie di second’ordine in generale, esista una teoria analoga a quella de’ coni omo- 
ciclici; una teoria di un tale sistema di coniche o di superficie, che sia rispetto alle 
coniche circoscritte ad uno stesso quadrangolo o alle superficie passanti per una stessa 
curva gobba, ciò che le coniche e le superficie omofocali sono rispetto alle coniche 
inscritte in un quadrilatero e alle superficie inscritte in una stessa sviluppabile. 

Questa memoria mostrerà che infatti tale teorica esiste e che essa è inclusa, come 
caso particolare, in quella di un sistema di coniche aventi le stesse linee congiunte, 
rispetto ad un dato cerchio, o di un sistema di superficie di second’ordine aventi gli 
stessi coni congiunti, relativamente ad una data sfera. 





*) Apergu historique, Note 31° (Propriétés nouvelles des surfaces du second degrè, analogues 
à celles des foyers dans les coniques). — Comptes rendus de l’Académie de Paris, 1860; n. 24 et 25. 
*#) Apergu historique, Note 31°. 
###) CHASLES, Meémoire de géométrie pure sur le propriétés genérales des cònes du second 
dégré (Nouveaux Mémoires de l’Acad. de Bruxelles, tom. VI, 1830). 
*##*) CHASLES, Mémoire de geometrie sur les propriétés génétrales des coniques sphériques 
(Nouveaux Mém. de l’Acad. de Bruxelles, t. VI). — Comptes rendus, 1860, n. 13, — Nouvelles 
Annales de Mathématiques, juillet 1860. 
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Coniche congiunte. 


1. Data una conica riferita ad assi ortogonali: 
U="0 


si diranno linee congiunte ad essa, rispetto ad un dato punto (2, 8), due rette che 
seghino idealmente la curva in quattro punti appartenenti ad una circonferenza di 
raggio nullo, avente il centro nel punto dato, ossia, ciò che è lo stesso, al sistema 


di due rette immaginarie: [?5] 
S=(—af+y—Bf=0. 


Per trovare tali rette, basta porre l’equazione: 





U+oS=0 


e determinare è in modo che il discriminante di essa sia nullo. L'equazione prece- 
dente rappresenta evidentemente un sistema di coniche aventi le stesse linee congiunte 
rispetto al punto dato. 


2. La conica data, riferita ai suoi assi principali, sia rappresentata dall’equazione : 
ac+by—-1=0...(a>bB). 


Consideriamo le sue linee congiunte rispetto al centro della curva: rette che noi chia- 
meremo semplicemente linee congiunte. Esse sono date dall’equazione: 


ac 4 bf-1+40(e°+7%)=0 
quando diasìi ad © uno dei tre valori: 


RE 


Si hanno così i tre sistemi di linee congiunte: 
((—ay—-1=0, (a—-d)e—-1=0, C+y=0. 


Le sole rette del secondo sistema sono reali, ed invero parallele all’asse focale, se la 
data conica è un’ellisse, o all’asse non focale, se essa è un’iperbole. 

Que’ tre sistemi di linee congiunte sono i lati e le diagonali di un rettangolo im- 
maginario, inscritto nella conica data e concentrico ad essa. 

3. Ecco alcune proprietà delle linee congiunte di una conica: proprietà che sono 
polari reciproche di quelle che competono ai fuochi. 
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Data una retta inscritta fra le lince congiunte di una conica, gli angoli, sotto i 
quali son vedute dal centro la retta stessa e la parte di essa inscritta nella conica, hanno 
la stessa bisettrice. 

Da cui segue: 

Data una corda inscritta in una conica, se si dividono per metà l’angolo sotto il 
quale la corda è veduta dal centro e l'angolo supplementare; la corda sarà incontrata 
in quattro punti armonici dalle due bisettrici e dalle linee congiunte. 

Se nel precedente teorema la retta data è tangente alla conica si ha: 

Data una retta tangente ad una conica, il raggio vettore che va al punto di con- 
tatto divide pel mezzo l’angolo sotto il quale si vede dal centro la porzione di tangente 
compresa fra le linee congiunte. z 

E per conseguenza: 

Una tangente qualunque di una conica è segata armonicamente dalle linee congiunte 
dal raggio vettore che va al punto di contatto e dal raggio a questo perpendicolare. 

4. Dato un punto arbitrario m e presa la sua polare M rispetto ad una conica ; se 
m' è quel punto di M che è quarto armonico dopo i punti in cui M incontra le linee 
congiunte e la parallela ad esse condotta per m; il segmento mm' è veduto dal centro 
sotto angolo retto. 

Reciprocamente: 

Un segmento rettilineo, veduto dal centro di una conica sotto angolo retto, e i cui 
termini siano punti coniugati relativamente a questa, è diviso armonicamente dalle linee 
congiunte. 

E come caso speciale: 

Due punti coniugati rispetto ad una conica, presi su d’una linea congiunta, sono 
sempre veduti dal centro sotto angolo retto. 

Quest'ultima proprietà può anche risguardarsi come compresa nella seguente: 

Un angolo circoscritto ad una conica determina su d’una linea congiunta di questa 
un segmento veduto dal centro sotto un angolo, il cui supplemento ha per bisettrice il 
raggio vettore condotto al punto in cui la corda di contatto incontra la linea congiunta. 

5. Se una tangente qualunque di una conica di centro O incontra le lince congiunte 
rispettivamente ne” punti è, f; condotte per O le rette perpendicolari ai raggi Oz, OB, 
luna di esse incontri la tangente in m e la prima linea congiunta in a; l’altra seghi 
la tangente in n e la seconda linea congiunta in b. AUora si avrà: 





1 1 il 1 
Ga ni ca > (È d) TR 


Se una retta condotta pel centro O di una conica incontra questa in m e una linea 
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1 IM : CALO 
sv ==; è costante, qualunque sia la direzione della 


Om Om 











congiunta in m', la quantità 


trasversale diametrale. 

Se un angolo circoscritto ad una conica di centro O ha il vertice su d’una linea 
congiunta, e se il raggio vettore perpendicolare a quello che va al vertice incontra la 
linea congiunta în a e è lati dell'angolo in m, m', avremo: 


Om... 0a, Om. 0a ma. ma 
+ —_ = cost,; ar = c08Ì, 
Ma ma Oa . mm' 
Data una retta fissa che incontri una linca congiunta di una conica di centro O in 
r; se da un punto qualunque della retta fissa si conducono due tangenti alla conica, le 


quali incontrino la linea congiunta in p, q; avremo: 
1 l 
tang 3 pOr . tang 3 g0r = cost. 


6. [?"] Una tangente qualunque di una conica e la retta che unisce il punto di con- 
tatto al polo di una linea congiunta determinano su di questa un segmento veduto dal 
centro sotto angolo retto. i 

Se da un punto qualunque di una linea congiunta ad una conica di centro O si 
conducono due rette toccanti la curva rispettivamente in m ed n; e se su di esse sì 
prendono due altri punti m', n' în modo che gli angoli mOn, m'On' siano retti, le rette 
mn, m'n' sì segheranno sull’altra linea congiunta. 

Sia data una conica di centro O, una sua linea congiunta ed il polo a di questa. 
Una tangente qualunque della conica incontri Oa in m. Inoltre il raggio perpendicolare 
a quello che va al punto d'incontro della tangente colla linea congiunta incontri queste 
rette in m', n. Sarà: 





I TA era 
Oa Om] \0m' 03) = cost 


Due tangenti di una conica incontrano le due rette congiunte în quattro punti ap- 
partenenti ad un’altra conica che ha un fuoco nel centro della data e per relativa di- 
rettrice la corda di contatto delle due tangenti. 

Ecc. ecc. 

7. L'equazione: 


(1) (a+ Xx +(04+@g°—1=0, 


ove sì consideri © indeterminata, rappresenta un sistema di coniche aventi le stesse 
linee congiunte, rispetto al centro comune. Le chiamerò coniche congiunte. Queste co- 
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niche hanno in comune gli assi, e son desse appunto che corrispondono, polarmente, 
alle coniche omofocali. 

L'equazione (1) mostra che pìù coniche congiunte si ponno risguardare come cir- 
coscritte allo stesso rettangolo immaginario, formato daì tre sistemi di linee congiunte. 

Il sistema (1) contiene infinite ellissi ed infinite iperboli. Le ellissi sono tutte nello 
spazio compreso fra le due linee congiunte reali; le iperboli tutte al di fuori, ciascuna 
avendo un ramo da una banda e l’altro dalla banda opposta, rispetto alle linee con- 
giunte. Ciascuna ellisse ha l’asse maggiore parallelo alle linee congiunte; ciascuna 
iperbole ha l’asse focale perpendicolare alle linee congiunte. La serie delle ellissi 
comincia da quel punto, che è centro comune delle coniche congiunte, e finisce col 
sistema delle linee congiunte. La serie delle iperboli comincia con questo sistema e 
procede indefinitamente, senza limite reale. Onde: 

Per un punto qualunque nel piano di una conica passa sempre una, ed una sola, 
conica congiunta alla data; la quale è iperbole o ellisse secondo che il punto sia fuori 
o entro lo spazio compreso fra le linee congiunte. 

Invece una rettu qualunque tocca sempre due coniche congiunte ad una data, le quali 
sono di specie diversa. I due punti di contatto sono veduti dal centro sotto angolo 
retto; ed i raggi vettori che vanno ai punti di contatto sono le bisettrici dell’ angolo 
formato dai raggi condotti ai punti in cui la retta sega qualunque altra conica con- 
giunta alla data. Cioè: 

Dato un fascio di coniche congiunte ed una retta trasversale, le porzioni di questa 
comprese fra le coniche sono vedute dal centro sotto angoli che hanno le stesse bisettrici. 
Queste incontrano la trasversale ne’ punti in cui essa tocca due coniche del fascio. 

Date în un piano due rette parallele, sì ponno descrivere infinite coniche, ellissi ed 
iperboli, dì cui quelle siano le linee congiunte. Ogni ellisse ha con ciascuna iperbole 
quattro tangenti comuni, e per ciascuna di queste è due punti di contatto sono veduti 
dal centro sotto angolo retto. 

L’inviluppo di una retta inscritta fra due coniche congiunte e veduta dal loro centro 
sotto angolo retto, è una circonferenza concentrica alle coniche date. 

8. In due coniche congiunte, la differenza degl’inversi quadrati di due semidiametri 
nella stessa direzione è costante. (Questa costante è la differenza dei valori del para- 
metro ©, relativi alle due coniche). 

Per conseguenza: 

Quando un’ellisse ed un’iperbole sono congiunte, la prima è incontrata dagli assin- 
totì della seconda in quattro punti situati sopra una circonferenza concentrica alle 
coniche date. L’inverso quadrato del raggio di questa circonferenza è la differenza de’ 
valori di w, corrispondenti alle due coniche. 
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Dato un fascio dì coniche congiunte, è due punti in cui una trasversale arbitraria 
tocca due di queste curve, sono coniugati rispetto a qualsivoglia conica del fascio. 

Dato un fascio dì coniche congiunte, una trasversale arbitraria le sega în coppie di 
punti formanti un’ involuzione. I punti doppi di questa involuzione sono quelli ove la 
trasversale tocca due coniche del fascio. I raggi vettori, condotti dal centro comune 
delle coniche ai punti dell’involuzione anzidetta, formano un’altra involuzione, nella 
quale l’angolo di due raggi omologhi, e l’angolo supplementare sono divisi per metà 
dai raggi doppi. 

9. I poli di una trasversale arbitraria, relativi a più coniche congiunte, sono in 
un’iperbole equilatera che passa pel centro comune delle coniche ‘date ed ha gli assintoti 
rispettivamente paralleli agli assi dì queste. 

Il ramo di quest’iperbole, che passa pel centro delle coniche congiunte, è ivi di- 
viso in due parti. La parte che allontanandosi da questo centro si va accostando alle 
linee congiunte, contiene i poli relativi alle ellissi appartenenti al dato sistema di co- 
niche. L’altra parte contiene i poli relativi a coniche immaginarie. 

L’altro ramo poi contiene i poli relativi alle iperboli. 

Se în un punto qualunque dell’iperbole equilatera sì conduce la retta tangente alla 
conica congiunta che passa per esso, questa retta va ad incontrare la trasversale in un 
punto, pel quale passa un’altra conica congiunta, ivi toccata dalla medesima retta. 

Le rette polari di un punto m rispetto a più coniche congiunte, passano per uno 
stesso punto m'. I punti m, m' sono veduti dal centro comune delle coniche sotto 
angolo retto. 

Se il punto m percorre una retta 1, il punto m' descrive l’iperbole luogo dei poli di 1. 

Ecc. ecc. 

10. Se: 

ur +vy=1 


è l'equazione di una retta, la condizione ch’essa tocchi la conica (1) è: 


u? v du 
SEE ILA E 


Siano gp, — y le radici di questa equazione quadratica, cioè i parametri delle due co- 
niche toccate dalla retta proposta. Si avrà: 


u—y=%0 +0 —(a+5), puv= du + av — ab, 
da cui: 


_la+u)la—) ,»_W+90—-5) 


u = di 
dash : ab 
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Le quantità v, y si ponno assumere come coordinate ellittiche tangenziali. 
Superficie di second’ordine congiunte. 


11. Data la superficie di second’ordine: 


(1) ax + by° + ca? — lre==0 
e la sfera di raggio nullo, o cono immaginario : 
2) @t—af+y—B+@—=0, 


qualunque superficie (di second’ordine), circoscritta alla loro curva di ideale interse- 
zione, è rappresentata dall’equazione: 


(3) ax + by + co—14 © ((© — a+ (y_—B}+ (x 





y)=o. 


Tutte le superficie comprese in questa equazione hanno in comune le direzioni dei 
piani ciclici. Il luogo dei centri delle medesime è la cubica gobba: 


10) Bo 6 ® 


CO ALL o e 


che ha gli assintoti paralleli agli assi principali delle superficie (3). Questa curva ha 
quattro punti appartenenti alle superficie, di cui sono i rispettivi centri: i quali punti 
sono i vertici del tetraedro polare comune, ossia sono i vertici d’altrettanti coni che 
fanno parte del sistema (3), secondo il noto teorema di PonceLET *). Uno di tali coni 
è quello rappresentato dalla (2). Questi coni diconsi congiunti alla superficie data (1) 
relativamente al punto (2, £, x). Diremo anche che tutte le superficie (3) sono con- 
giunte rispetto a questo medesimo punto. 
12. Data adunque una superficie di second’ordine, riferita ad assi ortogonali : 


Ute=0 





ed un punto O di coordinate (x, f, 1), tutte le superficie congiunte ad essa rispetto 
a questo punto sono incluse nell'equazione: 

U+:S=0 
essendo: 


S-@—-a'+W-B+6—? 


ed è un parametro indeterminato. 





*) Traité des propriétés projectives des figures, Paris, 1822: p. 395. 
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Se U= 0 rappresenta il sistema di due piani, questi diventano i piani direttori 
relativi al fuoco O per la superficie U + <S= 0; cioè O è un punto focale per questa 
superficie, e que’ due piani sono i corrispondenti piani direttorì *). Se i due piani 
U=0 passano pel punto O, la superficie U + 2S= 0 è un cono del quale O è il 
vertice e que’ due piani sono i piani ciclici. 

Se U è il quadrato d’una funzione lineare delle x, y, x, cioè se U == 0 rappre- 
senta un piano unico, la superficie U + 2S= 0 è di rotazione: per essa O è un fuoco 
ed U=0 è il relativo piano direttore. Se il piano U= 0 passasse per O, la super- 
ficie U+ :S= 0 sarebbe un cono di rotazione, avente il vertice in O e l’asse per- 
pendicolare al piano U= 0. 

Ciò posto, siamo in grado di dimostrare assai semplicemente quattro teoremi ge- 
nerali, sulle superficie congiunte, correlativi di quelli che l’illustre CHASLES diede 
recentemente sulle superficie omofocali **). 

13. Posto: 

A'=A+)S, =tU + A, '=pU+ A, 
avremo: 
u'B—pB'=p'A—-pA, B—-B=(u—-p)U—)$; 
dunque: 

Teorema 1.° Date due superficie A, A' congiunte rispetto ad un punto O, ed un’altra 
superficie qualunque U, se per le due curve (UA), (UA') sì fanno passare rispettivamente 
due superficie B, B'; per la curva (BB') sì potrà far passare una superficie congiunta 
ad A, A’ ed un’altra superficie congiunta ad U, rispetto allo stesso punto O . 

Se la superficie U riducesi al sistema di due piani «, «', si ha: 

a) Date due superficie A, A' congiunte rispetto ad un punto O, segate da due piani 
u, u', se sì fa passare una superficie B per le sezioni di A ed una superficie B' per 
le sezioni di A'; per la curva (BB) sì potrà far passare uua superficie congiunta con 
A, A' rispetto ad O, ed un’altra superficie di cui O sia un punto focale cd u, u' i 
relativi piani direttori. 

I piani «, v' passino per O: 

b) Date due superficie A, A’ congiunte rispetto ad un punto O, segate da due piani 
u, u' passanti per O; se sì fa passare una superficie B per le sezioni di A ed una 
superficie B' per le sezioni di A'; per la curva (BB') sì potrà far passare una super- 
ficie congiunta con A, A' rispetto ad O, ed un cono (di second’ordine) di cui O sia il 
vertice ed u, u' è piani ciclici. 


*) Vedi la Memoria di Amror sulle superficie di second’ordine (Liowville t. 8). 
#*) Comptes rendus, 1860, n. 24. 


Cremona, tomo I. 10 


146 SULLE CONICHE E SULLE SUPERFICIE DI SECOND ORDINE CONGIUNTE. 





Se i piani «, «' coincidono si ha: 

c) Date due superficie A, A' congiunte rispetto ad un punto O, se si descrivono due 
altre superficie B, B' tangenti rispettivamente alle date lungo le sezioni fatte da uno 
stesso piano u, per la curva (BB) sì potrà far passare una superficie congiunta con 
A, A' rispetto ad O, ed una superficie di rotazione avente un fuoco in O ed u per 
relativo piano direttore. 

d) Date due superficie A, A' congiunte rispetto ad un punto O, se sì descrivono due 
altre superficie B, B' tangenti rispettivamente alle date lungo le sezioni fatte da uno 
stesso piano u passante per O; per la curva (BB) sì potrà far passare una superficie 
congiunta con A, A' rispetto ad O, ed un cono di rotazione avente il vertice în O e 
l’asse perpendicolare al piano u. 

Se il piano « va tutto all'infinito si ha: 

e) Date due superficie A, A' congiunte rispetto ad un punto O, se si descrivono due 
altre superficie B, B' rispettivamente omotetiche alle date; per la curva (BB) si potrà 
far passare una superficie congiunta ad A, A' rispetto ad O, ed una sfera il cui centro 
sia lo stesso punto O. 

14. Sia A un cono congiunto ad A’; U il sistema di due piani tangenti ad A; B 
il piano delle due generatrici di contatto. Il teorema 1.° dà: 

f) Data una superficie A' ed un suo cono congiunto A rispetto ad un punto O, se 
A’ vien segata da due piani tangenti di A e per le due coniche di sezione sì fa passare 
una superficie B', questa toccherà lungo una stessa conica una superficie congiunta con 
A' rispetto ad O, ed un’altra superficie per la quale O è un punto focale, ed ì due piani 
tangenti di A sono i relativi piani direttori. E la conica di contatto sarà nel piano delle 
due generatrici di contatto del cono À. 

Sia U una sfera col centro 0; A il suo cono assintotico; B sarà una sfera con- 
centrica ad U; onde: 

g) Date due sfere concentriche U, B, ed una superficie qualunque A', se per la 
curva (UA) sì fa passare una superficie B'; per la curva (BB') passerà una superficie 
congiunta ad A' rispetto al centro di U e B. 

Se B si riduce al centro di U, abbiamo: 

h) Data una sfera U ed una superficie qualunque A', se per la curva (UA') si fa 
passare una superficie B', sì potrà determinare un’altra superficie che sia concentrica 
ed omotetica con A', e congiunta con B' rispetto al centro di U . 

15. Posto: 

ZIA GIANO Bi= LU -zA% 
avremo: 
pU+A'=B+)S; 
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dunque: 
Teorema 2.° Date due superficie A, A' congiunte rispetto ad un punto O ed una 


superficie qualsivoglia U, se per la curva (UA) sì fa passare una superficie B; sì potrà 
per la curva (UA) far passare una superficie B' congiunta a B rispetto allo stesso punto O. 

Sia A un cono congiunto ad A'; U un piano passante pel vertice di A: 

k) Data una superficie A' ed un cono A congiunto ad essa rispetto ad un punto 
O; descritto un altro cono B che tocchi A lungo due generatrici; si potrà inscrivere in 
A' una superficie B' congiunta al cono B rispetto al punto O; e la curva di contatto 
fra A' e B' sarà nel piano delle due generatrici di contatto fra î conì A e B. 

Si prenda per B il sistema di due piani tangenti al cono A: 

1) Data una superficie A' ed un cono A congiunto ad essa rispetto ad un punto O; 
due piani tangenti di A sono è piani direttori, relativi al punto focale O, di una su- 
perficie B' inscritta in A'; la curva di contatto di queste superficie è nel piano delle 
generatrici lungo le quali il cono A è toccato dai due suoi piani tangenti. 

La superficie U sia circoscritta ad A lungo una conica il cui piano sia B. Il teo- 
rema 2.° da: 

m) Date due superficie A, A’ congiunte rispetto ad un punto O, ed un’altra su- 
perficie U tangente ad A lungo una conica, per la curva (UA'’) si potrà far passare 
una superficie di rotazione avente un fuoco în O e per relativo piano direttore il piano 
del contatto fra U ed A. 

Sia A un cono congiunto ad A’; U il sistema di due piani tangenti ad A; B il 
piano delle due generatrici di contatto. Avremo: 

n) Data una superficie A" ed un cono A congiunto ad essa rispetto ad um punto 
O; se A' vien segata da due piani tangenti di A, per le due coniche di sezione sì potrà 
far passare una superficie di rotazione avente un fuoco in O, e per relativo piano di- 
rettore il piano delle due generatrici, lungo le quali il cono A è toccato dai due suoi 
piani tangenti. 

p) Data una superficie A' ed un cono A congiunto ad essa rispetto ad un punto O ; 
se A vien segato da un piano passante pel suo vertice e per O, secondo due generatrici; 
i piani tangenti ad A lungo queste generatrici segano A' în due coniche, per le quali 
sì può far passare un cono di rotazione avente il vertice in O e l’asse perpendicolare 
al piano delle due generatrici di A. 

16. Posto: 

A=XS+A, AU=VS+A 

B=wU+ A, Bai A de 
. Se ne ricava: i 
\"B'—XB"=(Xw—Xp)U+(X—X)A; 
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dunque: 

Teorema 3.° Date tre superficie A, A', A" congiunte rispetto ad un punto O, ed 
una superficie qualsivoglia U, se per le curve (UA'), (UA") sì fanno passare rispetti- 
vamente le superficie B', B"; le curve (B'B"), (UA) saranno situate su di una stessa 
superficie (di second’ordine). 

La superficie U sia un piano: 

q) Date tre superficie congiunte A, A', A" segate da uno stesso piano, se sì inscri- 
vono rispettivamente in A", A” lungo le rispettive sezioni due superficie B', B" ; sì potrà 
per la curva (B' B") far passare una superficie tangente ad A lungo la sezione in essa 
fatta dal piano dato. 

Le superficie A, A', A" siano tre coni congiunti, U il piano de’ loro vertici; B 
il sistema dei piani tangenti ad A' lungo le generatrici, in cui questo cono è segato 
dal piano U; B' il sistema dei piani tangenti ad A" lungo le generatrici in cui quest’ ul- 
timo cono è segato dal medesimo piano U. Il teorema 3.° ci dà: 

r) Dati tre conì congiunti, ciascuno segato secondo due generatrici dal piano 0 
minato dai loro vertici, se si conducono è piani tangenti al primo cono e è piani tan- 
genti al secondo lungo le rispettive generatrici d’intersezione, è due primi piani tangenti 
segano gli altri due in quattro rette, situate în uno stesso cono (di second’ordine) tan- 
gente al terzo de’ conì dati lungo le due generatrici în cui questo è segato dal piano 
dei tre vertici. 

ISAPOBLOR 

A=U+aV, BE=URbVAO=aV 
=A+40S7 BEBE 
avremo: 


(e-b)A'+(a—c)B=(a—0) C+ (@(e-5) +V@— 0) S 


ed inoltre: 
DA — aB'=dDA—-aB. 
Dunque: 

Teorema 4.° Quando tre superficie A, B, C passano per una stessa curva, se sì 
prendono due superficie A", B' congiunte ordinatamente ad A, B, rispetto ad uno stesso 
punto O; per la curva (A'B') sì può far passare una superficie C' congiunta a C rispetto 
ad O. E le curve (ABC), (A'B'C') sono situate su di una stessa superficie (di secon- 
d'ordine). 

Le superficie A, B siano circoscritte l’una all’altra; per C si prenda il piano della 
curva di contatto, o il cono involvente A e B lungo questa curva. Si avrà così: 
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s) Quando due superficie A, B si toccano lungo una conica, se sì descrivono due 
altre superficie A', B' ordinatamente congiunte a quelle rispetto ad uno stesso punto O ; 
per la curva (A'B’) passeranno le tre seguenti superficie: una superficie di rotazione 
avente un fuoco în O e per piano direttore il piano del contatto (AB); una superficie 
congiunta, rispetto ad O, al cono involvente A e B; una superficie circoscritta ad A e B 
lungo la loro curva di contatto. 

La superficie B sia un cono involvente A; e C sia il piano della curva di contatto : 

t) Date due superficie A, A' congiunte rispetto ad un punto O, ed un cono invol- 
vente A; se si descrive una superficie B' congiunta a B rispetto ad O; per la curva 
(A'B’) passeranno: una superficie di rotazione avente un fuoco în O e per relativo piano 
direttore il piano del contatto (AB); cd una superficie tangente ad A lungo la curva di 
contatto fra A e il cono B. 

Sia A un cono, B il sistema di due suoi piani tangenti, C il piano delle due ge- 
neratrici di contatto. 

u) Data una superficie A", un cono A ad essa congiunto rispetto ad un punto O, 
e due piani tangenti di A; se si descrive una superficie B' per la quale O sia un punto 
focale, ed è due piani tangenti di A siano i relativi piani direttori; per la curva (A'B') 
passerà una superficie di rotazione avente un fuoco în O e per relativo piano direttore 
il piano delle due generatrici di contatto del cono A co’ suoì due piani tangenti; e pas- 
serà inoltre un cono tangente al cono A lungo quelle due generatrici. 

Se il piano delle due generatrici passa per O, la superficie di rotazione menzio- 
nata nel precedente teorema è un cono. 


Proprietà di una superficie di second’ ordine 


relative ai suoi cilindri congiunti. 


18. Data una superficie di second’ordine, dotata di centro, riferita ai suoi piani 
principali : * 
(1) ax + by + ce—-1=0 
vogliamo ricercare i suoi conè congiunti relativi al centro di essa. Qualunque super- 
ficie congiunta colla (1) rispetto al suo centro, ossia passante per la ideale interse- 
zione della (1) col cono immaginario: 
(2) d+y+2x=0 
è rappresentata dall’equazione : 


(3) (a+ o)24+0+@)y#+(e+0)a—1=0 
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onde tutte quelle superficie sono concentriche ed hanno i medesimi piani principali. 


L'equazione (3) rappresenta un cono per 


D 


20,4, 05 = la 


epperò, oltre il cono (2), si hanno i tre coni congiunti: 


0 
(4) (e- ba +(a—-b)a = 
0 


i quali sono tre cilindri, aventi rispettivamente le generatrici parallele agli assi prin- 
cipali della superficie data (1). Noi li chiameremo è tre cilindri congiunti della su- 
perficie data. Ritenuto a >d > €, il primo cilindro è immaginario ; il secondo che 
ha le generatrici parallele ai piani ciclici della (1) è iperbolico; il terzo è ellittico. 

Paragonando le equazioni (4) con quelle delle sezioni principali delle superficie (1), 
risulta che: 

Ciascun piano principale di una superficie di second’ordine sega questa e il cilindro 
congiunto ad esso perpendicolare secondo due coniche aventi le stesse linee congiunte 
(rispetto al loro centro comune). I tre sistemi di linee congiunte comuni sono le interse- 
zioni del piano principale cogli altri due cilindri congiunti e col cono immaginario con- 
giunto (2). 

Ciascuno de’ tre cilindri congiunti individua gli altri due; e se prendiamo a con- 
siderare l’iperbole e l’ellisse, basi de’ due cilindri reali, ciascuna di queste coniche ha 
due vertici nelle linee congiunte reali dell’altra. 

Segue da ciò: 

Quando due superficie di second’ordine hanno le sezioni principali rispettivamente 
dotate delle stesse linee congiunte (rispetto al loro centro comune), esse hanno î medesimi 
cilindri congiunti. E reciprocamente, se due superficie di second’ordine hanno un cilindro 
congiunto comune, le loro sezioni principali avranno rispettivamente le stesse linee congiunte. 

19. I teoremi n) e p), n. 15, applicati alla superficie data e ad un suo cilindro 
congiunto, somministrano: 

Due piani tangenti ad un cilindro congiunto di una superficie di second’ordine segano 
questa secondo due coniche per le quali si può far passare una superficie di rotazione 
avente un fuoco nel centro della superficie data. Il relativo piano direttore è il piano 
delle due generatrici di contatto del cilindro coi suoi due piani tangenti. 

Data una superficie di second’ordine, se un piano condotto pel centro di essa, pa- 
rallelamente ad un cilindro congiunto, sega questo in due generatrici; è piani tangenti 
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al cilindro lungo queste generatrici segano la superficie data in due coniche, per le quali 
passa un cono di rotazione concentrico alla medesima superficie data. L'asse di questo 
cono è perpendicolare al piano segante il cilindro congiunto. 

Reciprocamente: 

I cilindri congiunti di una superficie di second’ordine sono V’inviluppo dei piani delle 
coniche d’intersezione di questa superficie colle superficie di rotazione, omologiche ad essa, 
ed aventi un fuoco nel centro della data. Inoltre gli stessi cilindri sono è luogo delle 
rette d’intersezione dei piani delle coniche anzidette coì piani direttori delle superficie di 
rotazione, relativi al loro fuoco comune. 

Segue dal precedente teorema che: 

Data una superficie di second’ordine, i piani assintoti del suo cilindro congiunto 
iperbolico la segano in due cerchi pe’ quali passa una sfera concentrica alla superficie data. 

Se la superficie (1) è un ellissoide, il cilindro congiunto ellittico le è tutto esterno, 
epperò nessun piano tangente di questo incontra quella. Invece il cilindro iperbolico 
congiunto ha quattro piani tangenti comuni all’ellissoide, i quali costituiscono i limiti 
di separazione fra quei piani tangenti del cilindro che segano l’ellissoide e quelli che 
non lo segano. 

Se la superficie (1) è un iperboloide ad una falda, tutt'i piani tangenti de’ due 
cilindri congiunti reali segano effettivamente la superficie data. 

Se la superficie (1) è un iperboloide a due falde, essa non è incontrata da alcun 
piano tangente del cilindro iperbolico congiunto. Il cilindro ellittico ha quattro piani 
tangenti comuni colla superficie data, i quali separano i piani del cilindro che segano 
l’iperboloide da quelli che non lo segano. 

20. Il teorema 1), n.° 15, applicato alla superficie (1) e ad un suo cilindro congiunto, 
diviene: 

Due qualisivogliano piani tangenti di un cilindro congiunto di una data superficie 
di second’ordine sono i piani direttori, relativi al centro di questa, preso come punto 
focale, di un’altra superficie di second’ordine inscritta nella data lungo una conica, il 
cui piano passa per le due generatrici di contatto del cilindro co’ suoi due piani tangenti. 

E come caso particolare : 

I due piani assintoti del cilindro iperbolico congiunto ad una data superficie di secon- 
d'ordine sono -i piani ciclici del cono assintotico della superficie data. 

21. I teoremi f), n.° 14 ed u), n.° 17 applicati alla superficie (1) danno: 

Data una superficie di second’ ordine, un suo cilindro congiunto e due piani tangenti 
di questo, se immaginiamo: 

1.° La serie infinita delle superficie di second’ ordine che si possono far passare per le 
due coniche, intersezioni della data superficie co’ due piani tangenti del cilindro congiunto; 
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2.° La serie infinita delle superficie, aventi un punto focale nel centro della data e 
per relativi piani direttori, è due piani tangenti del cilindro; 

3.° La serie infinita delle superficie di rotazione, aventi un fuoco nel centro della super- 
ficie data e per relativo piano direttore il piano delle due generatrici, lungo le quali il 
cilindro congiunto è toccato dai suoi due piani tangenti; 

4.° La serie infinita de’ cilindri tangenti al dato lungo le due generatrici anzidette; 

Le quattro serie sono omografiche; 

Due superficie corrispondenti nelle prime due serie sì toccano fra loro lungo una conica 
situata nel piano delle due generatrici del cilindro dato; 

Tre superficie corrispondenti nelle ultime tre serie passano per una stessa curva situata 
sulla superficie data. 

22. È evidente la corrispondenza fra le proprietà de’ cilindri congiunti e quelle delle 
coniche eccentriche o focali in una superficie di second’ ordine. Ed invero le une si dedu- 
cono dalle altre col metodo delle polari reciproche, assumendo, come superficie diret- 
trice, una sfera concentrica alla superficie data. Io ho applicato questo processo di tra- 
sformazione alle belle proprietà delle coniche eccentriche enunciate dal sig. CHASLES 
nella Nota XXXI del suo Apergu historique, e ne ho così ricavato buona parte de’ 
risultati che seguono. 

In primo luogo ne ho dedotto il seguente teorema che inchiude una nuova defini- 
zione dei cilindri congiunti: 

Data una superficie di second’ ordine (di centro O) ed un punto qualunque m nello 
spazio, s' immagini la retta 1 intersezione del piano polare di m (relativo alla superficie 
data) col piano condotto per O perpendicolarmente al raggio vettore Om. Se ora pel punto 
m e per la retta 1 conduciamo rispettivamente una retta ed un piano paralleli ad un 
asse principale della superficie data, la retta sarà la polare del piano relativamente ad 
um cilindro determinato, qualunque sia il punto m. Questo cilindro, parallelo all’asse 
principale nominato, è uno de’ congiunti della superficie data. 

Ossia: 

Data una superficie di second’ ordine, ed un punto m situato comunque nello spazio, 
se sì prenda il piano polare di m rispetto alla superficie, cd il piano polare, relativa- 
mente ad un cilindro congiunto, della retta condotta per m parallela al cilindro, la retta 
comune at due piani polari ed il punto m sono veduti dal centro della superficie data 
sotto angolo retto. 

Quando il punto »m è preso sulla data superficie, il suo piano polare relativo a 
questa è il piano tangente. In tal caso, la retta intersezione del piano tangente col 
piano condotto per O perpendicolarmente al raggio vettore Om, può chiamarsi, in di- 
fetto d’ altra denominazione, polornormadle. 
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Quindi dal precedente teorema ricaviamo : 

Se una retta parallela ad un cilindro congiunto di una superficie di second’ ordine 
incontra questa în due punti, le polonormali di questi punti giacciono nel piano polare 
di quella retta relativo al cilindro. 

23. Se sulla data superficie si fa partire un piano tangente da una posizione ini- 
ziale M qualsivoglia, e si fa variare secondo una legge arbitraria, in modo ch’ esso 
generi una superficie sviluppabile circoscritta, la relativa polonormale descriverà, in 
generale, una superficie gobba. Ma v’hanno per ogni data posizione iniziale del piano 
tangente (e quindi per ogni dato punto della superficie proposta) due direzioni, per 
ciascuna delle quali la polonormale del piano tangente mobile genera una superficie 
sviluppabile. Variando secondo queste due direzioni principali, il piano tangente genera 
due superficie sviluppabili, circoscritte alla data, tali che le loro caratteristiche, situate 
nel comune piano tangente M, sono vedute dal centro O sotto angolo retto. Chiameremo 
principali sì le due or accennate superficie sviluppabili, che le loro caratteristiche. 

Quindi in ogni piano M tangente alla superficie abbiamo queste tre rette, degne 
di nota: la polonormale, e le due caratteristiche principali. Queste due ultime passano 
pel punto di contatto del piano tangente: tutte e tre insieme poi determinano col 
centro O una terna di piani ortogonali, i quali sono i piani principali comuni ai coni 
che hanno il vertice O, e che passano rispettivamente per le sezioni fatte dal piano M 
ne’ tre cilindri congiunti. Ossia: 

In un piano tangente qualunque d’una superficie di second’ ordine, la polonormale 
e le caratteristiche principali formano un triangolo coniugato comune alle tre coniche, se- 
condo le quali il piano tangente sega è tre cilindri congiunti. Le rette, che umiscono i 
vertici di questo triangolo al centro della superficie, sono gli assì principali comuni ai 
tre conì che, avendo il vertice al centro anzidetto, hanno per basi quelle coniche. 

Ogni piano condotto pel raggio vettore, che va al punto di contatto del piano tan- 
gente, sega uno di questi coni secondo due generatrici egualmente inclinate al raggio 
vettore; dunque: 

Se una retta tangente ad una superficie di second’ ordine incontra un cilindro con- 
giunto in due punti, le rette condotte da questi al centro della superficie data formano 
angoli eguali col raggio vettore che va al punto di contatto della retta tangente. 

Al penultimo teorema può darsi anche quest’ enunciato: 

Se per la polonormale e per le caratteristiche principali di un piano tangente qua- 
lunque di una superficie di second’ ordine si conducono tre piani paralleli ad uno stesso 
asse della superficie, questi piani saranno coniugati rispetto al cilindro congiunto paral- 
lelo a quell’asse. 

Ed inoltre: 
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Se la superficie data è un iperboloide ad una falda, è piani condotti pel centro e 
per due generatrici poste in uno stesso piano tangente sono i piani ciclici comuni ai tre 
conì aventi il vertice al centro e per basi le tre coniche nelle quali il piano tangente sega 
è tre cilindri congiunti della superficie data. 

24. I precedenti teoremi si riferiscono ad un piano tangente; quello che segue 
risguarda un piano trasversale qualsivoglia. 

Se un piano qualunque sega una data superficie di second’ ordine, ed i suoi cilindri 
congiunti, le sezioni risultanti sono vedute dal centro della data superficie secondo coni 
omocirlici. Per conseguenza ogni piano tangente comune a due di questi coni li tocca 
secondo due rette ortogonali. 

Da cui segue immediatamente : 

Se un cono concentrico ad una superficie di second’ ordine la sega in una conica piana, 
è piani principali di quello determinano sul piano della sezione tre rette tali, che è piani 
condotti per esse parallelamente ad un cilindro congiunto sono coniugati rispetto a questo 
cilindro medesimo. 

Il precedente teorema può anche enunciarsi così: 

Data una superficie di second’ordine, se in un piano qualunque si determina quel 
triangolo che è coniugato rispetto alla superficie e che col centro di questa forma tre piani 
ortogonali, è piani condotti pei lati di esso parallelamente ad un cilindro congiunto sono 
coniugati rispetto a questo cilindro. 

Ha luogo anche la seguente proprietà: 

Il piano di un triangolo veduto dal centro di una data superficie di second’ordine 
sotto angoli retti, un vertice del quale scorra sulla superficie data, mentre gli altri due 
verticò scorrono sui due cilindri congiunti reali, inviluppa una sfera avente per diametro 
il diametro della superficie data parallelo al cilindro congiunto immaginario. 

Se il piano trasversale passa pel centro della data superficie, il primo teorema del 
presente numero diviene: 

Ogni piano diametrale d’una superficie di second’ordine sega questa ed i cilindri con- 
giunti secondo coniche aventi le stesse lince congiunte. 

25. Passo ora ad esporre alcune proprietà segmentarie. 

Se una retta condotta pel centro di una superficie di second’ ordine incontra questa 
in m ed un cilindro congiunto in n, la quantità 


(on) — 0a) 


è costante, qualunque sia la direzione della trasversale; ed invero è equale all’ inverso 
quadrato del semidiametro della superficie data, parallelo a quel cilindro, 
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26. Se consideriamo uno de’ cilindri congiunti ad una superficie di second’ ordine, 
le rette polari delle sue generatrici, relativamente alla superficie data, sono nel piano 
principale perpendicolare al cilindro e inviluppano una conica, i cui assi coincidono 
in direzione con quelli della conica base del cilindro stesso. Data una generatrice del 
cilindro, il piede della quale sul piano principale sia è, conducasi in è la tangente alla 
base del cilindro. Su questa tangente prendasi un punto # in modo che i raggi vet- 
tori Oi, Ot siano ortogonali. Allora la retta polare della generatrice passerà per . 

Immaginiamo ora la conica focale 0 eccentrica situata nel piano principale che si 
considera; gli assintoti di essa siano incontrati dalla polare della generatrice ne’ punti 
p, 9g. I raggi vettori Op, 0g incontrino in p',g un piano tangente M qualsivoglia 
della superficie data. Sia N il piano tangente al cilindro lungo la generatrice imma- 
ginata; e la retta condotta per O, centro della superficie data, normalmente al piano 
determinato da O e dall’intersezione dei piani M, N, incontri questi due piani in 
m,n. Allora la quantità: 


1 RE O DITE 
asi (07 Gal Gi di) 
rimane costante, comunque siano scelti i piani M, N. Ossia: 

Assunti ad arbitrio un piano tangente M di una superficie di second’ordine ed un 
piano tangente N di un suo cilindro congiunto, e trovati i due punti p,q in cui gli 
assintoti della conica focale, situati nel piano principale perpendicolare al cilindro, sono 
incontrati dalla retta polare della generatrice di contatto del piano N, rispetto alla su- 
perficie data; se è raggi vettori condotti dal centro O di questa ai punti p, q incontrano 
il piano M in p', q'; e se la perpendicolare condotta per O al piano vettore della retta in- 
tersezione dì M, N incontra questi piani in m, n; la quantità 


(on 0») | (07 —0p) (070) 
Om. On) \0p Opj\0qg . Og 


è costantemente eguale al prodotto dell’inverso quadrato del semiasse della data superficie 
parallelo al cilindro considerato, moltiplicato per la differenza dei quadrati degli altri due 
semiassì. 

Questo teorema, se vuolsi che gli elementi in esso considerati siano tutti reali, non 
può riferirsi che al cilindro perpendicolare a quel piano principale che contiene la fo- 
cale iperbolica. Per l’altro cilindro, può darsi al teorema quest’altro enunciato: 

Assunti ad arbitrio un piano M tangente ad una superficie di second’ ordine, ed un 
piano N tangente ad un cilindro congiunto, e condotto il piano P per la polare della 
generatrice di contatto di questo cilindro e pel punto in cui il piano M incontra un assin- 








156 SULLE CONICHE E SULLE SUPERFICIE DI SECOND’ ORDINE CONGIUNTE. 





toto della focale iperbolica; se la perpendicolare condotta pel centro O della data super- 
ficie al piano vettore della retta intersezione di M, N incontra questi piani in m, n; 
e se la perpendicolare condotta per O al piano vettore della intersezione di M, P_ incontra 


questi piani in m', p; la quantità 


TRONI È 10 La 
Om On) \0m. Op 


è costante, comunque siano scelti è piani M, N. 

Il primo enunciato è stato ricavato, mediante la trasformazione polare, dal teo- 
rema fondamentale della memoria del sig. Amor (t. 8.° del giornale di Liowville). L'altro 
enunciato fu dedotto collo stesso mezzo, da un teorema dimostrato nell’ eccellente opera 
di PLuckER: System der Geometrie des Raumes (2* edizione Diisseldorf, 1852; pag. 292). 

27. Gli assintoti della focale iperbolica hanno un’altra interessante proprietà che 
si connette con quelle de’ cilindri congiunti. 

Abbiamo già veduto che due piani tangenti qualsivogliano di un cilindro congiunto 
sono i piani d’omologia per la superficie data e per una superficie di rotazione avente 
un fuoco nel centro della data e per relativo piano direttore il piano delle due ge- 
neratrici di contatto del cilindro. Or bene: è centri d’omologia per tali superficie sono 
situati negli assintoti della focale che è nel piano perpendicolare al cilindro. Ossia: 

Due punti presì ad arbitrio rispettivamente sugli assintoti della focale iperbolica di 
una data superficie di second’ordine sono i vertici di due conì inviluppanti simultanea- 
mente la superficie data ed una superficie di rotazione avente un fuoco nel centro della 
data. Queste due superficie sì segano in due coniche, i cui piani toccano il cilindro con- 





giunto perpendicolare al piano della focale iperbolica. 

I piani tangenti ad una superficie di second’ordine ne’ quattro punti in cui questa 
è incontrata dagli assintoti della focale iperbolica sono tangenti anche al cilindro congiunto 
perpendicolare al piano della focale, e sono i limiti di separazione fra i piani tangenti 
di questo cilindro che segano e quelli che non segano la superficie data. 

Questi quattro piani tangenti, che sono reali soltanto per l’ellissoide e per l’iper- 
boloide a due falde, posseggono le proprietà polari reciproche degli ombelichi. 


Proprietà di più superficie di second’ordine aventi gli stessi cilindri congiunti. 


28. Data una superficie di second’ ordine: 
ax + by° + ce —1=0 


l'equazione generale di tutte le superficie aventi in comune con essa i cilindri con- 


tn | 
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giunti, ossia l'equazione generale della superficie congiunta colla data è: 


1=0 





(1) (4+0)2° + (0+0)y + (c+@)a* 


onde tutte quelle superficie hanno in comune, oltre i piani principali, anche le dire- 
zioni dei piani ciclici. Ciò si può esprimere dicendo: 

I conì assintotici di più superficie congiunte sono omociclici. 

Dall'esame dell’equazione (1) facilmente si desume che tutte le superficie congiunte 
ad una data si dividono in tre gruppi: ellissoidi, iperboloidi ad una falda, iperboloidi 
a due falde. Due superficie qualunque non hanno alcun punto reale comune. Gli ellis- 
soidi sono tutti situati entro il cilindro ellittico congiunto. Questo è circondato dagli 
iperboloidi ad una falda che sono tutti disposti fra le superficie convesse de’ due cilindri 
congiunti. Finalmente le due falde del cilindro iperbolico contengono nella loro con- 
cavità le due falde di ogni iperboloide non rigato. Dunque il cilindro ellittico separa 
gli ellissoidi dagli iperboloidi ad una falda: ed il cilindro iperbolico divide questi dagli 
iperboloidi a due falde. Ossia: 

Data una superficie di second’ordine e per conseguenza dati anco i suoi due cilindri 
congiunti (reali), per un punto qualunque dello spazio si può sempre far passare una, 
ed una sola, superficie (reale) congiunta alla data. Tale superficie è un ellissoide 0 un 
iperboloide ad una falda 0 un iperboloide a due falde, secondo che quel punto sì trova 
o dentro èl cilindro ellittico, o fra le superficie convesse de’ due cilindri, 0 entro il concavo 
del cilindro iperbolico. 

Gli ellissoidi hanno tutti l’asse maggiore parallelo al cilindro ellittico, e l’asse medio 
parallelo alle generatrici del cilindro iperbolico. La serie degli ellissoidi comincia dal 
punto che è centro comune di tutte le superficie e può risguardarsi come un’ ellissoide 
di dimensioni nulle, e finisce col cilindro ellittico, il quale si può considerare come un 
ellissoide avente un asse infinito. 

Ciascun iperboloide rigato ha l’asse immaginario parallelo alle generatrici del ci- 
lindro ellittico, e il maggior asse reale parallelo alle generatrici del cilindro iperbolico. 
La serie degli iperboloidi ad una falda comincia col cilindro ellittico e finisce col cilindro 
iperbolico. 

Ogni iperboloide a due falde ha gli assi immaginari rispettivamente paralleli alle 
generatrici de’ due cilindri congiunti. La serie degli iperboloidi a due falde comincia 
col cilindro iperbolico e prosegue indefinitamente, senza limite reale. 

29. Un piano qualunque: 


ta +uyt+ox+1=0 
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tocca la superficie (1), purchè sia soddisfatta la condizione: 


9 


n ue v 


FRA I) ipy saint i 


equazione cubica in ©, avente tre radici sempre reali, luna maggiore di —c, la se- 
conda compresa fra —c e —bd, la terza compresa fra —b e —a. Dunque: 
Un piano qualunque tocca sempre tre superficie congiunte ad una data: un ellissoide 





e due iperboloidi di specie diversa. 
Siano ), p., v le tre radici dell'equazione cubica in ©, cioè i parametri delle tre 
superficie toccate dal piano proposto; abbiamo: 
(a—-b)(a—o)t =(a+)(a+p)(a+v) 
(b—e)(b—@w=(b+2)(b+p)(0+) 
(AD) = (+2) (c+ n) (c+). 


Evidentemente le X, »., y si ponno assumere come coordinate ellittiche tangenziali nello 
spazio. Le formole precedenti servono per passare dalle coordinate tangenziali di PLUCKER 
t,u,v alle nuove. 

30. I tre punti, in cui un piano arbitrario tocca tre superficie congiunte ad una 
data, godono di questa importante proprietà: 

Un piano qualunque tocca tre superficie congiunte ad una data in tre punti che uniti 
al centro di questa determinano tre rette ortogonali. Inoltre, le rette che uniscono a due 
a due i punti di contatto sono, per ciascuna delle tre superficie toccate, la polonormale 
e le due caratteristiche principali, corrispondenti al piano tangente comune. 

Dunque: 

Se più superficie congiunte sono segate da un piano qualsivoglia in altrettante coniche, 
queste sono vedute dal centro comune delle superficie sotto conì omociclici. Gli assì prin- 
cipali di questi conì incontrano il piano dato ne’ punti ove questo tocca tre delle super- 
ficie congiunte; e è piani ciclici dei medesimi coni passano per le generatrici, poste nel 
piano dato, dell’iperboloide rigato che è una di queste tre superficie. 

Rammentando che cosa intendiamo per superficie sviluppabile principale circoscritta 
ad una data superficie qualsivoglia, segue dai precedenti teoremi: 

I piani tangenti comuni a due superficie di second’ ordine, congiunte, di specie diversa 
formano una superficie sviluppabile circoscritta che è principale per entrambe le date. 
Questa sviluppabile ha tre coniche di stringimento ne’ piani principali, e la quarta conica 
all’ infinito. 
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Per ottenere tutte le sviluppabili circoscritte principali di una data superficie di 
second’ ordine, basta combinar questa con tutte le superficie ad essa congiunte, dì specie 
diversa. 

È visibile la correlazione fra le proprietà delle sviluppabili circoscritte principali 
e quelle delle linee di curvatura. 

31. Parecchie proprietà, da noi enunciate, rispetto al sistema di una superficie di 
second’ordine e di un suo cilindro congiunto, non sono che casì particolari di teoremi 
più generali relativi al sistema di due o più superficie congiunte. Per esempio, il pe- 
nultimo enunciato del n.° 24 è compreso nel seguente teorema: 

Il piano di un triangolo, è cui vertici scorrano rispettivamente su tre superficie di 
second’ ordine congiunte, e siano veduti dal centro comune di queste sotto angoli retti, invì- 
luppa una sfera concentrica alle superficie date. L’ inverso quadrato del raggio di questa 
sfera è eguale alla terza parte della somma algebrica degl’ inversi quadrati de semiassi 
delle superficie date. 

Il primo teorema del n. 19 è in un certo senso, generalizzato nel seguente: 

Date due superficie dì second’ ordine congiunte e due piani tangenti della prima, questi 
segano la seconda în due coniche, per le quali si può far passare una superficie di se- 
cond’ordine, avente un punto focale nel centro delle date, e per relativi piani direttori 
i piani tangenti alla prima superficie, condotti per la retta che unisce î punti di con- 
tatto de’ piani dati. 

Se i piani dati sono paralleli si ha: 

Date due superficie di second’ ordine congiunte, e due piani paralleli tangenti alla 
prima di esse, questi segano la seconda in due coniche per le quali passa un cono avente 
il vertice nel centro delle superficie date, e per piani ciclici i piani tangenti alla prima 
superficie condotti pel diametro che unisce è punti di contatto de’ piani dati. 

Così il teorema del n.° 25 è un caso del seguente: 

In due superficie congiunte, la differenza degl inversi quadrati di due semidiametri 
nella stessa direzione è costante. 

Da cui segue: 

Quando un ellissoide ed un iperboloide hanno gli stessi cilindri congiunti, il primo 
è incontrato dal cono assintotico del secondo in punti che sono ad equal distanza dal 
centro comune delle superficie. 

Dimostrasi facilmente anche questa proprietà: 

Quando due superficie di second’ordine sono congiunte, se una retta parallela ad un 
asse incontra una superficie in un punto e l’altra in un altro, è raggi vettori corrispon- 
denti fanno con quell’asse angoli è cui seni sono inversamente proporzionali ai diametri 
delle superficie diretti secondo l’asse medesimo. 
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32. È nota l’importanza del teorema d’Ivory relativo ai punti corrispondenti nelle 
superficie omofocali. Ecco le proprietà correlative nelle superficie congiunte. 

Date due superficie, congiunte, della stessa specie, chiameremo corrispondenti due 
punti appartenenti rispettivamente ad esse, quando le loro coordinate parallele agli 
assi principali sono ordinatamente proporzionali ai semidiametri diretti secondo questi 
assi. E diremo corrispondenti anche i piani tangenti ne’ punti corrispondenti. 

In due superficie congiunte, della stessa specie, la differenza dei quadrati inversi delle 
distanze di due piani corrispondenti dal centro comune è costante. Questo valor costante 
è la differenza de’ quadrati inversi di due semidiametri nella stessa direzione. 

Il prodotto delle distanze del centro comune di due superficie congiunte da due piani 
tangenti rispettivamente ad esse, moltiplicate pel coseno dell'angolo da questi compreso, 
è equale all’analoga espressione relativa ai piani corrispondenti. 

Se due superficie congiunte della stessa specie sono rispettivamente toccate da due 
piani, e se pel centro comune O sì conduce la perpendicolare al piano vettore della retta 
intersezione de’ due piani tangenti, la quale li incontri ne’ punti p,q, l’espressione 


a 
Op -0g 


sarà eguale all’analoga relativa ai piani corrispondenti de’ due dati. 

33. La forma dell’equazione (1) mostra che più superficie di second’ ordine, aventi 
è medesimi cilindri congiunti, sono circoscritte ad una stessa curva immaginaria del 
quart ordine, a doppia curvatura, per la quale passano tre cilindri di second’ ordine (i tre 
cilindri congiunti), uno de’ quali è immaginario, ed un cono immaginario di second’ ordine, 
il quale è il cono assintotico di una sfera qualunque concentrica alle date superficie. Onde 
segue che quella curva gobba immaginaria è projettata sopra due piani principali delle 
date superficie în coniche reali (ellisse ed iperbole) e sul piano all'infinito in un cerchio 
immaginario. 

Dunque: 

Un sistema di superficie di second’ordine, aventi gli stessi cilindri congiunti, gode 
di tutte le proprietà ond’è dotato un sistema di superficie di second’ ordine passanti per 
una stessa linea a doppia curvatura del quart’ ordine. 

Di qui segue, a cagion d’esempio, che: 

I piani polari di uno stesso punto arbitrario, relativamente a più superficie congiunte, 
passano per una stessa retta r. Questa è la polonormale relativa a quel punto ed alla 
superficie congiunta che passa per esso. Se il polo percorre una retta 1, la retta r genera 
un iperboloide passante pel centro delle date superficie e contenente le polari della retta 1. 
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Il cono assintotico di quest’ iperboloide ha tre generatrici rispettivamente parallele agli 
assi delle superficie date. 

‘ Se la retta 1 sì muove în un piano P, il relativo iperboloide passa costantemente per 
una cubica gobba che contiene il centro delle date superficie ed ha gli assintoti, rispet- 
tivamente, paralleli agli assi di queste. 

Questa cubica gobba è anche il luogo dei poli del piano P relativi alle superficie con- 
giunte. Essa incontra il piano ne’ punti in cui questo tocca tre di quelle superficie. 

Tale curva ha tre rami, ciascuno dotato di due assintoti*). Il ramo che passa pel 
centro delle superficie congiunte ha gli assintoti, rispettivamente paralleli alle gene- 
ratrici dei cilindri congiunti immaginario ed ellittico. La porzione di esso ramo che 
dal centro si stende accostandosi all’assintoto parallelo al cilindro ellittico contiene i 
poli (del piano P) relativi agli ellissoidi del dato sistema. L'altra porzione dello stesso 
ramo contiene i poli relativi a superficie immaginarie. 

Il secondo ramo, che ha gli assintoti rispettivamente paralleli alle generatrici de’ ci- 
lindri congiunti ellittico ed iperbolico, contiene i poli relativi agli iperboloidi ad una falda. 

Il terzo ramo, che ha gli assintoti rispettivamente paralleli alle generatrici de’ ci- 
lindri congiunti iperbolico ed immaginario, contiene i poli relativi agli iperboloidi a 
due falde. 

34. Una retta arbitraria incontra un sistema di superficie congiunte in punti for- 
manti un’involuzione. Dunque una retta non può toccare più che due superficie congiunte 
ad una data. 

I segmenti determinati da più superficie congiunte sopra una retta trasversale sono 
veduti dal centro di queste sotto angoli che hanno le stesse bisettricì. Le bisettricì pas- 
sano pei punti in cui la trasversale tocca due superficie congiunte, cioè pei punti doppi 
dell’'involuzione. 

Questo teorema comprende in sè il secondo enunciato del n. 23. 

Le polonormali relative ai punti în cui una trasversale arbitraria incontra un fascio 
di superficie congiunte formano un iperboloide passante pel centro di queste superficie. 

Se la trasversale è polonormale per una delle superficie congiunte, l’iperboloide di- 
viene un cono, e i piani tangenti condotti per i punti d’incontro della trasversale 
inviluppano un cono di quarta classe. E se la trasversale è parallela ad un asse delle 
date superficie, i piani tangenti formano un cono di second’ordine, il cui vertice è 
nel piano perpendicolare a quell’ asse. È 

Tutte le polonormali che si ponno condurre in un dato piano trasversale ad un fascio 


*) Vedi la mia memoria: Sur quelques propriétés des lignes gauches de troisiéme ordre et 
classe (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, tom. 58). 


Cremona, tomo I, 11 
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di superficie congiunte inviluppano una conica toccata dai piani principali delle superficie 
date. I punti delle superficie medesime, a cui corrispondono quelle polonormali, sono nella 
cubica gobba, luogo dei poli del piano trasversale. 

Se il piano trasversale è parallelo ad un asse principale delle superficie congiunte, 
le polonormali in esso situate si dividono in due gruppi. Le polonormali del primo 
gruppo sono parallele all'asse principale, e i punti delle superficie congiunte, cui esse 
corrispondono, sono in un’iperbole equilatera, posta nel piano principale perpendico- 
lare a quell’asse, passante pel centro delle superficie date, ed avente gli assintoti pa- 
ralleli ai due assi principali che sono in quel piano. Le polonormali del secondo gruppo 
passano per uno stesso punto posto nel piano principale (ov’è l’iperbole equilatera) 
e corrispondono a punti delle superficie congiunte posti sopra una retta perpendicolare 
al piano medesimo. 

Tutte le polonormali che si ponno condurre da un punto dato ad un fascio di su- 
perficie congiunte formano un cono di second’ordine. I punti delle superficie medesime, 
a cui corrispondono quelle polonormali, sono nella retta, per la quale passano è piani 
polari del punto dato. 

35. Finisco questa memoria, notando la seguente proprietà: 

Date più superficie aventi gli stessi cilindri congiunti, uno stesso piano principale, 
quello cioè perpendicolare al cilindro iperbolico, contiene gli ombelichi di tutte quelle 
superficie: quattro per ciascuna, a due a due opposti al centro. Il luogo geometrico 
di due ombelichi opposti è una linea del terzo ordine, per la quale il centro è un flesso 
e gli assi della sezione principale sono due assintoti; mentre il terzo assintoto, pas- 
sante anch'esso pel centro è la traccia d’ un piano ciclico: la tangente al flesso è per- 
pendicolare a questa traccia. La curva consta di tre parti, cioè di due eguali rami 
iperbolici situati in due angoli opposti degli assi -e di un terzo ramo, contenente i 
flessi, e avvicinantesi da bande opposte al terzo assintoto. 

Il luogo dell’altra coppia di ombelichi è un’altra curva, analoga alla precedente, 
ma diversamente situata, essendo il suo terzo assintoto la traccia dell’altro piano ciclico; 
i primi due assintoti e il flesso al centro le sono comuni. I suoi rami iperbolici giac- 
ciono negli altri due angoli opposti degli assi. 


Bologna, 12 dicembre 1860. 


21. 


INTORNO AD UNA PROPRIETÀ DELLE SUPERFICIE CURVE, 
CHE COMPRENDE IN SÈ COME CASO PARTICOLARE 
IL TEOREMA DI DUPIN SULLE TANGENTI CONIUGATE. 


Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo III (1860), pp. 325-335. 


È notissimo che col nome di tangenti coniugate si designano due rette toccanti 
una data superficie in uno stesso punto, quando ciascuna di esse è generatrice di una 
superficie sviluppabile circoscritta alla data lungo una linea a cui sia tangente l’altra. 
Le proprietà delle tangenti coniugate sono dovute al DuPIN, l’autore dei Développements 
de géométrie, 

L’illustre BorponI, in una breve nota che fa seguito all'importante memoria sulle 
figure isoperimetre esistenti in una superficie qualsivoglia *), ha dimostrato una formola 
generale che comprende in sè, come caso particolarissimo, la proprietà fondamentale 
delle tangenti coniugate. Data una superficie ed una linea tracciata in essa, immagi- 
niamo la superficie inviluppante una serie d’altre superficie, le quali abbiano un con- 
tatto d'ordine qualunque colla superficie data lungo la linea data. La formola di 
BoRponI esprime appunto la relazione di reciprocità fra le tangenti, nel punto comune, 
alla linea data ed alla caratteristica della superficie inviluppante. 

In questa rota mi propongo di sviluppare alcune conseguenze che derivano dalla 
citata formola nel caso che il contatto fra la superficie data e le inviluppate sia di 
primo ordine, ed i punti di contatto siano ombelichi per le inviluppate medesime **). 


*) Opuscoli matematici e fisici dì diversi autori. Tomo I. Milano 1832. 

##) Io ho già trattato quest’argomento, pel caso che le inviluppate siano sfere, in una nota 
inserita negli Annali di scienze matematiche e fisiche (Roma 1855). Ora riprendo la quistione 
per darle maggior generalità ed anche per rimediare ad un errore occorso in quella nota, 
benchè senza influenza sui principali risultati. 
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Evidentemente tale ipotesi comprende in sè il caso che le inviluppate siano sfere o piani. 
ossia” 
(1) f(c,y,a)=0 


l'equazione di una superficie curva individuata, riferita ad assi rettangolari, e conside- 
riamo in essa il punto qualsivoglia di coordinate x,y, . Indichiamo per brevità con: 


P,d,Y 
i valori delle prime derivate parziali: 


i 
dette 


corrispondenti al punto (x,%,), e con: 
LI RA ha I 
i valori delle derivate seconde parziali: 


df d&f  @f &f def af 











det dy i dall dyde* dada’ dedy 
corrispondenti al medesimo punto. Sia poi: 
(2) EA ZA LINA 


l'equazione di una famiglia di superficie, designandosi con X, Y, Z le coordinate cor- 
renti, e con U, V, W tre parametri indeterminati. Determiniamo questi parametri 
per modo che la equazione (2) rappresenti una superficie passante pel punto (x,y, ) 
della (1) ed ivi avente con questa un contatto di primo ordine. Indicati con: 
PASSO 
i valori delle derivate parziali: 
dF dF dF 
1 Bi D'YZ 
corrispondenti ad X=%, Y=y, Z=«; le equazioni da soddisfarsi saranno: 
EC AORINIAN 
PoQrieegp agri 


dalle quali si desumano: 


U=u(£;y9,2), V=v(2,4,2), W=w(2,y,2). 
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Questi valori sostituiti nella (2) danno: 


(3) EIKI, Zoe, =0 


equazione rappresentante quella superficie della famiglia (2) che passa pel punto (x, y, 4) 
della (1) ed ivi ha con essa comune il piano tangente. 

Suppongasi ora data una linea qualsivoglia, tracciata sulla superficie (1) e passante 
pel punto (x, ?,). Sia essa rappresentata dalle equazioni: 


151 n=e(), y=y(0), 2==(), 


indicandosi con s l’arco della linea medesima. Supposto che nelle w,v,%w dell’equa- 
zione (3) sian poste per x, y, x le equivalenti funzioni di s date dalle (4), l'equazione (3) 
verrà a rappresentare, per successivi valori di s, la serie di quelle superficie della 
famiglia (2) che toccano la superficie (1) lungo la linea (4). Tale serie di superficie 
ammetterà una superficie inviluppo, l'equazione della quale sarà il risultato dell’eli- 
minazione di s fra la (3) e la: 


(5) F=0 


derivata totale della (3) presa rispetto ad s. 

Se nelle equazioni (3) e (5) si considera s come data o costante, esse rappresen- 
tano la caratteristica dell’ inviluppo, cioè la curva lungo la quale la superficie inviluppo 
tocca quell’inviluppata che corrisponde al punto (x,7,). Supponiamo che in queste 
equazioni le coordinate correnti X, Y, Z siano espresse in funzione di S, arco della 
caratteristica; allora le equazioni stesse, considerate come identiche, somministrano, 
mediante la derivazione rispetto ad S, le: 


IAT NEGA ANA EE GA EG VA 


O RD CROZZA 








Facciamo in queste X=x, Y=y, Z=% ed indichiamo con 0,, f1, {1 i coseni degli 
angoli che la tangente alla caratteristica nel punto (x,°, x) fa cogli assi; avremo: 


(6) pat 9847 =0 


1) ++ no 


ove i simboli: 
dl [a] {de 
Ti DIC dI dZ 
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esprimono i valori delle derivate: 


ER 
‘CXNAI YET 


corrispondenti ad X=x, Y=y,Z=z. 
Indicato ora con % ciascuno de’ rapporti eguali: 


s8 Q R 


LI È) , 


PASTI 
deriviamo totalmente rispetto ad s le equazioni: 
Pi=stto € 0g 


considerate come identiche, in virtù della sostituzione delle «, , w (funzioni di « (s), 
y (s), è (s)) in luogo delle U, V, W. E si noti che la derivata totale di ciascuna delle 
quantità P, Q, R si comporrà di due parti: l’una relativa alla s implicita nelle w, v, w; 
l’altra relativa alla s che entra nelle coordinate esplicite. Derivando adunque le pre- 
cedenti equazioni, e ponendo: 


d PSAo dQ— dR. — 
FREE dolci nani 
AO URL 
Roio Fe ri 
dR_ _ d EDT 
pro Pi ppi NE 
avremo: 
dE' : ; ; } ’ 
ha + Le' + Niyy' + Ma = kpHkk(le 4 ny +max}), 





F6' 
e nd Na "re My' L Da == k'q + k (210° + my Da rà x) i 
dF' i ’ i | i 
(7 + Ma îli Ly + Na' = kr4 k (max + Ly + na ) 1 


ove gli accenti in alto significano derivate rispetto ad s. 
Si moltiplichino le equazioni precedenti, ordinatamente, per a,, Bi, 1 e si sommino 
i risultati; avuto riguardo alle (6), (7) e indicati con o, B, y 1 coseni degli angoli che 
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la tangente alla data linea (4) nel punto (@,y,) fa cogli assi, cioè posto: 


' ' ' 


vr=a, y=B, 4=%, 
avremo: 
(8) 0=(L_—-%k2)an+4+(L— kh) Ba +78) 
+(M—%m) BB + (Mln) (aa 41) 
+(N— kn) tm + (N hm) (814 fa). 


Quest’ è la relazione di reciprocità che lega fra loro le rette (2, £,%), (21, fu) 
tangenti, l’una alla linea data e l’altra alla caratteristica della superficie inviluppo; 
cioè essa è, sotto altra forma, l'equazione di BoRponI nel caso del contatto di primo 
ordine. 

Per la proprietà espressa dall’equazione (8), sembra conveniente chiamare tangenti 
coniugate le due rette in quistione, designandole coll’epiteto di coniugate ordinarie 0 
dupiniane nel caso che le superficie (2) siano piane. 

2. Per la normale comune alle superficie (1) e (3) nel punto (x,?,) conduciamo 
due piani che passino rispettivamente per le due tangenti coniugate (a, 8,7, (2, B, 1). 
Siano d, d, i raggi di curvatura delle sezioni normali risultanti nella prima superficie, 
e D, Dj i raggi di curvatura delle sezioni normali risultanti nella seconda superficie. 
Avremo le note equazioni: 





(9) VP La T” _ lot 4 mt + n + 241 + 2mra +2maB, 


2 RINERAO) ) x , 
(10) VP Ani i = lar + mi + nni + 24Ba + 2114 +2M410B1 , 


di 








D2 | N2 | Pp2 
VP na — Lo? 4 ME + N + 2L,fy + 2Myya + 2No8, 


'P°4 Q°-L RÌ P i 
Ù i z = Loi 4- MBî + Nyî + 2Lama + 2Mmoa + 2N1%B1 , 
Li 


da cui, avuto riguardo all'identità : 


SOTTO R 
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si ricava: 
kVp+g+7? (5 _ 3) =(L— k)a?+2(L.— 44) fx 


+ (M—%m) 6 +2 (M:—km;) ya 
+ (N kn) {* + 2 (N kn,) of ; 


kVp+g@+r° (T- i) —(LT—k)og+2(L1— k4) Bm 
+ (M—%m) Bi+2(M—kma) 1% 
+(N- kn) i+2(Nn— km) uf, - 
Queste due equazioni si moltiplichino fra loro, membro per membro, e dal risultato 


sottraggasi il quadrato della (8). Avuto riguardo alle note relazioni: 


Bio ta p Le rr e q of — 80 DE r 
sen % Vp+-9°+ pè È sen % Vp+g+ Via ì sen © VuERgeE r 3 











ove © è l’angolo delle rette (2, 8, x), (1, fx, n), il risultato può scriversi così: 


dia I 


sen? © A 





Dan, 
p L — kl N— kn, M_—_ km, 
q N kn, M_ km L, — kl, 
Ta —PH4KT+r90. 
r M—_ km, Li, — kl, N— In 


0 DIR q Y 





Siano è, è, i raggi di massima e minima curvatura della superficie (1) nel punto 
(€, y, 4); per una nota formola di Gauss *) avremo: 


fg (p+qg°+7?? 
“di dò, 4 


La quantità d ha l’analogo significato rispetto alla superficie inviluppata. Ma noi sup- 
porremo che per questa il punto (x,%,) sia un ombelico, ed indicheremo con À il 
corrispondente raggio di curvatura, onde sarà D=D,=4A. Avremo dunque: 


ieri Mel 273)? 
= EMI 





*) Disquisitiones generales circa superficies curvas. 
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L'espressione Y può scriversi così: 
Y=— 1 (Ng+M?-—2L gr) +21 (? ( Lp_Mg— Nn) + Lqr) 


— m(L° + Np-2Myrp) 42m, (a (-Lp+Mg— Nr) + Mp) 





— n(Mp+Lg—-2N,p9o) +2» | r(- Lp Mg+N?)+ Npq . 


Ma per le proprietà caratteristiche degli ombelichi, si hanno le seguenti formole date 
dal prof. CHELINI nella sua elegantissima memoria sulle formole fondamentali risquar- 
danti la curvatura delle superficie e delle linee *) : 


Ng*-+Mr?-2Lgr _p(Lp-Mg—-Nr)+ Lar 

















G+ r qr 
__ Lr Np°_2Mrp _q(-Lpt+Mg9g-Nyr)+-Mrp 
bo. r°4 p° AL rp 
e ia Mar NPI 
D'+-9° DI 
_INPEREA, 
TE 


quindi: 





| (m+ n)p_2 l gr \ 

» pe 2 22 

Y= kVp La a Da RA (n+ )g—-2mrp) . 
+ I 


(Cd 4)? —2 n pq 


\ 
\ 


Ma si ha inoltre **): 
(m+n)p+(n+2)d+(4+m),—2l4qr—-2myrp_—2n,pq 
2 Ci 1 
—qrpe4o (142). 
diupto, 


onde: 





e k(p+qo+r) /1 1 
ia 


*) Annali di scienze matematiche e fisiche. Roma 1853. 
*#) Ibidem. 
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Otteniamo dunque finalmente: 


ERANO RO de EA ai i 
cn (17 a) (Ga) (-3) (a). 


3. Le citate equazioni del prof. CHELINI, relative agli ombelichi della superficie, 
somministrano anche: 


L SET aa 7 (Lp—Mg— N), 
SCAVO ISO 
m_ EV +9°+? q 


x na (Lp+M9— Nr), 





OA r ( 


ib À PI Lp seed M,9 “tc Nr) ’ 


e per conseguenza: 


Loa, + MER, + NY + Li (Eat vB.) + M, (2,+ 0"(1) LN; (081+80,) 
kVp'+ +1 
= AF (20 H= BB + I) 


+La (pan + (0847) GB+")) 
HI (art + 
5 988 + (+ pa) (n +p) ) 


N 9 
tm Î — rt (par 98) (pu +98) 


d’onde, avuto riguardo alle identità: 
a+ 6 + = cos0, pa +qgB+r=0, put+gti+rn=0, 
otteniamo : 
Lao, + MBB: + Nn + Li (Ba +81) + Mi (72 + 1) + Ni (081+ Bon) 


kEV0 + a+ 7 
= Vp di n COS ©, 
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Perciò all’equazione (8) può darsi la forma: 


pigri 

(12) \ErEne coso = laa, + di (81 + 783) 
+ mf + mara tam) 

+ rn t 2 (081 + Ba). 


Si moltiplichino fra loro le equazioni (9), (10) e dal risultato si sottragga il quadrato 
della (12). Avremo: 








1 COS © sen° © 
2 2 ERA Dee 
(P + q + ’ ) (ha A? P+ q+ r° 9 
cioè: 
1 COSì % sen? % 
Ali FERA da SETH 


4. Nel caso che studiamo, cioè che le superficie inviluppate siano qualsivogliano, 
ma che per ciascuna di esse il punto di contatto colla data sia un ombelico, chiameremo 
le due rette (2, f, 1), (01, Bi, 1) tangenti sferoconiugate, perchè le equazioni (11) e (13), 
che ne esprimono le proprietà, sono identiche a quelle che si otterrebbero supponendo 
le inviluppate sferiche. 

AI sistema delle equazioni (11), (13) equivale il seguente: 





Tiene TARA an a DICE: 
(14) +31 =seno[+-3). 
3 1 LI LO MAD 
DO) CESENA ra, ° (x " 


dalle quali eliminando sen°© si ha la: 

1 1 Ji 1 FAI 1 2 Wes] 1 2 

È vi 3) e deb a) A (a+ n, = 
relazione fra i raggi d, d, di due sezioni normali a tangenti sferoconiugate. Se © = 90°, 
le (14), (15) danno i raggi d, d, eguali ai raggi è, è,; dunque: 

In un punto qualunque di una data superficie curva, le linee di curvatura hanno 

le tangenti sferoconiugate. Le sole linee ortogonali che abbiano le tangenti sferoconiugate 
sono le linee di curvatura. 


Noi riterremo che il raggio A non varii che al variare del punto (x,y, 4) sulla 
data superficie. Ciò ha luogo per es. supponendo che le inviluppate siano sfere di raggio 
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costante, o sfere passanti per uno stesso punto dato nello spazio, o sfere aventi i 
rispettivi centri in un dato piano, ecc. 

Ciò premesso, le formole (11), (14), (15) esprimono che in un punto dato di una 
superficie curva data, qualunque siano due sezioni normali a tangenti sferoconiugate, 
comprendenti l’angolo w e aventi i raggi di curvatura d, d,, le quantità: 





ea DA Ri LEALI CHI 
Graal ie 


sono costanti. 
5. Siano 9, 6, gli angoli che le due rette (2, 8, %), (41, 61, a) comprendono con 
una linea di curvatura della data superficie, nel punto (x, y,). Avremo, pel noto 


teorema di EULERO: 


1 _cos'd _, sen°0 i icosì de sen° 6, 
da gi O A o ò, 











Questi valori sostituiti nella (14) danno: 


cos 8. cos, , senB.send, _ cos (0-0) 
Ò ciù d, Si A 
ossia: 
1 1 
Noia: 
(16) tang 0. tang inni 
OT 


relazione fra gli angoli che una linea di curvatura fa con due tangenti sferoconiugate. 
Cioè: 

In un punto dato di una data superficie curva, il prodotto delle tangenti trigono- 
metriche degli angoli che due rette tangenti sferoconiugate qualsivogliano fanno con una 
stessa linea di curvatura è costante. 

Segue da ciò: 

In un punto dato di una data superficie curva, le coppie di rette tangenti sfero- 
coniugate sono în involuzione. 

Le rette doppie di questa involuzione sono le tangenti di quelle due sezioni 
normali, egualmente inclinate ad una stessa linea di curvatura, per le quali il raggio 


DS 


del circolo osculatore è uguale a A. Tali rette doppie sono reali o immaginarie se- 
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condo che le quantità: 


DI 
| 
DI 
| 


abbiano segni contrari o eguali. 
È ovvio che per dedurre le proprietà delle tangenti coniugate di DuPIN da quelle 
7 7 1 
dimostrate in questa nota, basta porre 9: 
6. Dati i coseni (a, B, 7) della direzione di una retta tangente alla superficie (1), 
proponiamoci di trovare i coseni (a, f,, x.) della tangente sferoconiugata. 
Indicando con a, dè, c i coseni degli angoli che la normale alla superficie (1) nel 
punto (x, y, 4) fa cogli assi, si ha: 
oVPTITP=p, bNPFRTR=4, PIATTA =, 
e derivando rispetto ad s, arco di una linea qualsivoglia tracciata sulla superficie data 
e toccata dalla retta (2, f,) nel punto (x, y, 2): 
a(Vp+9+) +a' Vp+g+:? = la +nB+ mn 
b(VP+G+r2) + d'Vp+@+ = ma + m8 + bn 
e(VPFPF) + 0 VETTE = ma + Le +. 


Si moltiplichino queste equazioni ordinatamente per 2,, Bi, 1 e si sommino i risultati : 


(ala +58. +1) Vp+g4-r° = lan kh (4161) 
+ mR + ma (a+ om) 
+ i +% (ab + Ba) , 
quindi la (12) potrà scriversi così: 
a(a-A@)+ fBi(B-40)+ n(1-A4c)= 0. 
Da questa equazione e dalle: 
an + bb +en=0, tft x=1 
si ricava: 


mec A (bc — cb’) gia ca-a- A(ca' —ac') RO af — ba — A(ab'—ba) 


h ’ 1 h ? 1 h 


(31 
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ove: 
R=1-+ A°(a?-b®4-e®) — 2A(0a+bB+e"). 


Ora, per una formola di Ossian Bonner *) si ha: 


9 


così = sen’0 


++ e = + 
Ò Ò; 





ossia, introducendo il raggio d mediante il noto teorema euleriano: 


GS e, 


12 12 (2 IRSRIA 
a b°-+ c° = 50, d 


Inoltre si ha: 
da+-b8+e1=37, 


MM I DA 
ARSA OA A 

I coseni degli angoli che fa cogli assi la tangente coniugata ordinaria di quella 
data per mezzo de’ coseni (a, f}, 7) sono proporzionali alle quantità: 


onde: 


SN 
o 


o 


be —cb', ca —ac', ab'—ba', 
dunque, perchè la tangente sferoconiugata coincida colla coniugata dupiniana, dev'essere: 


by Pc cacare Do 


bile ae 


da cui si hanno le: 
LI n AI 


che sono le equazioni di una linea di curvatura, date dal prof. BrioscHI nella sua bella 
memoria sulle proprietà di una linea tracciata sopra una superficie **). Dunque: 
Le sole linee di curvatura sono simultaneamente coniugate ordinarie e sferoconiugate. 
7. Il centro della curvatura ombelicale per la superficie inviluppata (3) è il punto 
che ha per coordinate: 


u=ax—la, v=y—-Ab, w=2x—Ac, 


*) Journal de V École Polytechnique, 32° cahier, pag. 9. 
*#) Annali di scienze matematiche e fisiche. Roma 1854. 
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il quale appartiene alla normale della data superficie nel punto (@,y,), epperò è 
situato sulla superficie gobba formata dalle normali della medesima superficie lungo 
la data linea (4). Quali sono i coseni degli angoli che fa cogli assi la normale a questa 
superficie gobba in quel punto (w, v, w)? 

Se immaginiamo la retta tangente alla superficie gobba in questo punto e perpen- 
dicolare alla generatrice rettilinea (a, è, c), i coseni della direzione di quella retta 
sono evidentemente proporzionali alle quantità: 


c_- Aa, Y--Ab, x-Ac. 
Quindi i coseni per la normale alla superficie gobba saranno proporzionali alle quantità: 
b(a Ac) —e(y—A4b), cl(e—-Aa)—a(x—Ac), a(f—-A5)—b(e—Aa) 


cioè la normale alla superficie gobba nel punto (v, v, 0) è parallela alla retta (a, 8, 1) 
tangente sferoconiugata di quella che tocca la linea data nel punto (2, y, 2). 


Bologna, 3 gennaio 1861. 





22. 


CONSIDERAZIONI DI STORIA DELLA GEOMETRIA 


IN OCCASIONE DI UN LIBRO DI GEOMETRIA ELEMENTARE PUBLICATO A FIRENZE. 


Il Politecnico, volume IX (1860), pp. 286-323. 


1. Il signor LEMONNIER, già benemerito dell’Italia per averle dato bellissime edi- 
zioni delle migliori opere letterarie, merita ora la nostra riconoscenza anche per la 
publicazione di ottimi trattati di matematiche elementari. Nell'agosto 1856 usciva 
alla luce il Trattato d’ Aritmetica di GrusePrPE BERTRAND, tradotto in italiano dal pro- 
fessore Giovanni Novi; scorsi appena due mesi tennero dietro il Trattato d’ Algebra 
Elementare dello stesso BeRTRAND, tradotto dal professore ENRICO BETTI, e il Trattato 
di Trigonometria di ArrREDO SERRET, tradotto dal professore Antonio FERRUCCI. Un 
anno dopo si publicavano dallo stesso editore gli Elementi d’Aritmetica, scritti dal 
professor Novi, perchè servissero d’avviamento al Zrattato del BERTRAND. Ora da quattro 
mesi è uscito il Trattato di Geometria Elementare di A. Amor *), tradotto dallo stesso 
professor Novi, e ci viene anche promesso un trattato d’algebra superiore, opera ori- 
ginale del professor BETTI, già noto per sue profonde ricerche in questa materia **). 

Il merito di queste interessanti publicazioni non può esser ritratto in brevi parole, 
nè può appieno sentirsi se non da chi le abbia avute in mano, e con diligenza stu- 
diate. Non solo sono state scelte le migliori opere originali fra le recentissime, ma 


*) Trattato di Geometria elementare, di A. Amior. Prima traduzione italiana con note ed 
aggiunte di GrovannI Novi, professore di meccanica nel liceo militare di Firenze. Con un 
atlante di 59 tavole. Firenze, Felice Lemonnier, 1858. Prezzo: paoli 12. 

##) Egli è uno de’ compilatori degli Annali di matematica pura ed applicata, periodico 
bimensile che da un anno si pubblica in Roma, e fa seguito ai cessati Annali di scienze ma- 
tematiche e fisiche. Gli altri compilatori sono i professori: FRANCESCO BrIoscHI (Pavia), ANGELO 
GenoccHI (Torino) e BARNABA TORTOLINI (Roma). 





l'acidità 
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anche furono arricchite ed ampliate con preziose note ed aggiunte, che ne accrescono 
singolarmente il pregio. Così, per le utili fatiche de’ chiari uomini nominati, noi pos- 
sediamo attualmente ottimi trattati d’aritmetica, d’algebra, di trigonometria e di geo- 
metria. Facciamo voti che sì eccellenti principj siano seguiti da cose maggiori. 

2. Non è mia intenzione occuparmi qui di tutte le opere sopra indicate, ma di 
quella sola che più recentemente è uscita alla luce ; voglio dire del trattato di geometria. 
L’opera originale porta per titolo: Lecons nouvelles de geométrie élementaire par M. 
A. Amor; di questa ho sott’occhi la prima edizione (Paris 1850); ma la traduzione 
sembra fatta sopra un'edizione più recente, il che deduco da qualche lieve aumento 
che trovo nel testo della traduzione, senza che il traduttore lo aggiudichi a sè. Del 
concetto di quest'opera è a lungo e con molta dottrina discorso nella prefazione, con 
cui il professore Novi ha incominciato il suo lavoro. Tale concetto è quello di assi- 
milare, per quanto è possibile, le recenti teorie geometriche, sorte col progresso della 
scienza, alle dottrine che costituirono fin qui gli antichi Elementi. La geometria ele- 
mentare da EucLiDE e da ARCHIMEDE in poi era rimasta pressochè stazionaria sino al 
nostro secolo: i geometri che succedettero a que’ due ampliarono piuttosto la dottrina 
delle sezioni coniche ed altre parti della scienza, meno elementari. Soltanto nel secolo 
presente, e sopratutto per opera di Carnor *), PonceLet *), GeRrGONNE **), STEI- 
NER #), ChÒÙasLes 7), MoBIUS #*), ecc., fu dato uno straordinario impulso alla geometria, 





*) Géométrie de position. Paris 1803 — De la corrélation des figures, en Geéometrie. Paris 
1801. — Essai sur la théorie des transversales. Paris 1806. 

##* Traité des propriétés projectives des figures. Paris 1822. — Mémoire sur les centres des 
moyennes harmoniques, nel tomo 3.° (1828) del giornale di CRELLE (Journal fiir die reine und 
angewandte Mathematik, herausgegeben zu Berlin von A. L. CRELLE) — Mémoire sur la théorie 
générale des polaires réciproques, nel tomo 4.° d. g. — Analyse des transversales, appliquée à 
ga recherche des propriétés projectives des lignes et surfaces, nel tomo 8.° (1832) d. g. 

#4) Annales de mathématiques pures et appliquées, 1810-1831. 

t) Systematische Entwickelung der Abhéingigleit geometrischer Gestalten von einander. 
Berlin 1832 (opera classica di cui non è publicata che la prima parte; quando l’autore vorrà 
darci le altre?) — Monatsberichte der Berliner Akademie — Giornale di CRELLE, ecc. 

ti) Apercu historique sur l’origine et le développement des méthodes en géometrie, suivi d’un 
Meémoire sur deux principes genéraux de la science: la dualité et l’homographie. Bruxelles 1837. — 
Annales de GeRGONNE — Mémoires de l’Acadéemie de Bruxelles — Correspondance mathématique 
et physique de QuerTELET. Bruxelles 1824-1838. Comptes rendus de l’Académie des sciences de 
Paris — Journal de M. LiouviLLe — Traité de Géomeétrie Supérieure. Paris, 1852. 

+5) Der barycentrische Calcul. Leipzig 1827. — Lehrbuch der Statik. Leipzig 1837 — Gior- 
nale di CrRELLE — Abhandlungen der K. Stichsischen Gesellschaft der Wissenschaften. — Berichte 
Uber die Verhandlungen der K. Stich. Gesell. der Wiss. zu Leipzig. 


Cremona, tomo I, 12 
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e si crearono tante nuove teorie, che mutarono faccia alla scienza, sì nelle regioni 
elevate che nelle più elementari. Molte fra le nuove dottrine sono, come giustamente 
osserva il professor Novi (prefazione, pag. VI), più facili di certe parti della geometria 
solida, ben inteso purchè vengano convenientemente limitate nella loro estensione; è 
quindi giusto e ragionevole farle entràre nell’insegnamento elementare. Inoltre si sta- 
bilirono nuovi principj (come quello de’ segni) pe’ quali non solo le recenti, ma anche 
le antiche teorie divengono suscettibili d’una esposizione più semplice e più generale. 
Di qui l’assoluta necessità di trasformare i vecchi libri destinati all'istituzione della 
gioventù per render questa partecipe anche degli straordinari progressi dovuti al nostro 
secolo. La convinzione di siffatto bisogno ha appunto guidato l’Amror nella compilazione 
delle sue ZLecons nouvelles de géométrie; e la stessa convinzione, anche più sentita, 
condusse il professor Novi a tradurre quest'opera, ampliandola considerevolmente in 
quelle parti che concernono le moderne dottrine. 

Gli aumenti dovuti al traduttore consistono sopratutto in dieci note aggiunte, desti- 
nate quasi esclusivamente allo sviluppo delle teorie recenti soltanto abbozzate nel 
testo. Ma anche in questo occorrono spessissimo brevi note, poste dal traduttore, allo 
scopo di indicare nuove conseguenze de’ teoremi esposti dall’autore, o più semplici 
dimostrazioni, o maniere più generali di considerare certi argomenti. 

Il volume è di 514 pagine; 196 spettano alla geometria piana; 186 alla solida; 
132 alle dieci note aggiunte in fine dell’opera dal traduttore. 

5. La geometria piana è divisa in quattro libri. Il primo di questi è intitolato : la 
linea retta e la linea spezzata, e si compone di sei capitoli che trattano ordinatamente 
delle seguenti materie: Della comune misura di due linee e del loro rapporto. — Angoli. 
— Della perpendicolare e delle oblique. — Delle rette parallele. — Triangoli. — Poligoni. 

Da questa enumerazione ciascuno scorge che l’ autore, benchè meriti molta lode pel 
modo con cui ha in generale ordinato le materie nel suo libro, pure per quanto con- 
cerne la prima parte di esso, appartiene a quella schiera di trattatisti a cui dirigonsi 
le seguenti parole del MontUCLA *): 

“ C'est sur-tout à ses EZemens qu’ EucLIDE doit la célébrité de son nom. Il ramassa 
dans cet ouvrage, le meilleur encore de tous ceux de ce genre, les vérités élémentaires 
de la géométrie, découvertes avant lui. Il y mit cet enchaînement si admiré par les 
amateurs de la rigueur géométrique, et qui est tel, qu'il n'y a aucune proposition 
qui n'ait des rapports nécessaires avec celles qui la précèdent ou qui la suivent. En 
vain divers géomètres, à qui l’arrangement d’EuccLipe a déplu, ont tàché de le réformer, 
sans porter atteinte à la force des démonstrations; leurs effortes impuissans ont fait 





*) Histoire des Mathématiques, ete. Paris 1758, tom. I, part. I, liv. IV. 
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voir combien il est difficile de substituer à la chaîne formée par l’ancien géomètre, 
une chaîne aussi ferme et aussi solide. Tel étoit le sentiment de l'illustre LEIBNIZ, 
dont l’autorité doit étre d’un grand poids en ces matières; et WoLF, qui nous l’apprend, 
convient d’avoir tenté inutilment d’arranger les vérites géométriques dans un ordre 
différent, sans supposer des choses qui n’étoient point encore démontrées, ou sans se 
relàcher beaucoup sur la solidité de la démonstration. Les géomètres anglais, qui 
semblent ‘avoir le mieux conservé le goùt de la rigoureuse géométrie, on toujours pensé 
ainsi; et EucLIDE a trouvé chez eux de zélés défenseurs dans divers géomètres habiles. 
L’Angleterre voit moins éclore des ces ouvrages, qui ne facilitent la science qu’en 
l’enervant; EucLIDE y est presque le seul auteur élémentaire connu, et l’on n'y manque 
pas de géomètres. 

“ Le reproche de désordre fait à EucLIDE, m’oblige à quelques réflexions sur l’ordre 
prétendu qu’affectent nos auteurs modernes d’Elémens, et sur les inconvéniens qui en 
sont la suite. Peut-on regarder comme un veritable ordre, celui qui oblige à violer la 
condition la plus essentielle à un raisonnement géométrique, je veux dire, cette rigueur 
de démonstration, seule capable de forcer un esprit disposé à ne se rendre qu’à 
l’évidence métaphysique? Or, rien n’est plus commun chez les auteurs dont on parle, 
que ces atteintes portées à la rigueur géométrique. Mais il leur falloit nécessairement 
se relàcher jusqu’à ce point, ou commencer à traiter d’un certain genre d’ étendue, 
avant que d’avoir épuisé ce qu'il y avoit à dire d’un autre plus simple, et ils ont 
mieux aimé ne démontrer qu’à demi, c’est-à-dire, ne point démontrer du tout, que de 
blesser un pretendu ordre dont ils étoient épris. 

“ Il ya méme, à mon avis, une sorte de puérilité dans cette affectation de ne point 
parler d’un genre de grandeur, des triangles, par exemple, avant que d’avoir traité 
au long des lignes et des angles: car pour peu que, s’astreignant à cet ordre, on 
veuille observer la rigueur géométrique, il faut faire les mémes frais de démonstrations, 
que si l’on et commencé par ce genre d’ètendue plus composé, et d’ailleurs si simple, 
qu'il n’exige pas qu’on s’y élève par degrés. J'ose aller plus loin, et je ne crains 
point de dire que cet ordre affecté va a rétrécir l’esprit, et 4a l’accoutumer è une 
marche contraire à celle du génie des découvertes. C’est déduire laborieusement plu- 
sieurs vérités particulières, tandis qu’il n’étoit pas difficile d’embrasser tout d’un coup 
le tronc, dont elles ne sont que les branches. Que sont en effet la plupart de ces 
propositions sur les perpendiculaires et les obliques, qui remplissent plusieurs sections 
des ouvrages dont on parle, sinon autant de conséquences fort simples de la propriété 
du triangle isocèle? Il étoit bien plus lumineux, et méème plus court, de commencer 
à demontrer cette propriété, et d’en déduire ensuite toutes ces autres propositions ,. 

Su quest’argomento meritano d’essere ponderate anche le obbiezioni mosse dal 


180 CONSIDERAZIONI DI STORIA DELLA GEOMETRIA ECC. 


Dott. BALtzER *) contro i trattati di geometria elementare di ScHLOMILCH e SNELL, 
l’ultimo de’ quali fa un completo divorzio fra la planimetria rettilinea (com’ei la chiama) 
e la dottrina del cerchio, e giunge a dire: Die Finmischung der Kreislehre in die Pla- 
nimetrie erscheint uns ganz iberfliissig und verkehrt **). 

È però giustizia osservare che l’Amior fa sempre uso di dimostrazioni, contro le 
quali non si ponno elevare seri dubbi. Certo che esse non sarebbero tutte accettate 
dal cautissimo EucLIDE, il quale, a cagion d’esempio, non avrebbe parlato (testo, pag. 14) 
della bisettrice di un angolo senz’aver prima dimostrato che un angolo si può dividere 
per metà. Ammettendo tacitamente la possibilità della bisezione di un angolo, l’autore 
dà una dimostrazione assai semplice del teorema: “ Se due triangoli hanno due lati 
rispettivamente eguali e gli angoli compresi fra questi lati diseguali, il lato opposto 
al maggiore de’ due angoli è maggiore di quello che è opposto all’altro angolo , 
(pag. 24). Lo stesso può ripetersi per altre proposizioni. L'ordinamento di EucLIDE di- 
viene necessario quando d’alcuna cosa non si voglia parlare senz’averne prima dimostrata 
la possibilità dell’esistenza: ragione che ha indotto molti a dargli la preferenza. 

4. Rispetto alla teorica delle parallele è noto che EucLIpE l’ha fondata sopra una 
proposizione (postulato) ammessa senza dimostrazione; e si sa del pari che invece del 
postulato d’EucLIpE può assumersi come tale alcun’ altra delle proposizioni di detta 
teorica, e quindi dimostrar tutte le altre. Molti autori si sono sforzati, ma inutilmente, 
di dimostrare tutte quelle proposizioni, senz’ammettere alcun postulato. GERGONNE ha 
proposto di assumere come evidente la proposizione semplicissima : 

Per un punto dato fuori di una retta data non può condursi che una sola retta 
parallela alla data, come quella che sembra più facile a concepirsi di qualunque altra. 

EUCLIDE però non poteva assumere tale postulato per ragioni dette di sopra. Il 
consiglio di GeRGoNnNE fu seguito dall’Amror, non in questa, ma in altra sua opera 
elementare di geometria **). Nel libro di cui qui è discorso il postulato di GERGONNE è 
dimostrato come teorema (pag. 16), dopo aver ammesso come evidente che “ se due 
rette sono, l'una perpendicolare e l’altra obliqua sopra una terza retta, quelle due 
prolungate s’ incontreranno ,. Il traduttore nota essere codesto il famoso quinto postulato 
d’EucLipE: il che non è del tutto esatto, perchè l’enunciato del quinto postulato è il 
seguente: 





*) Die Gleichheit und Aehnlichkeit der Figuren und die Aehnlichkeit derselben, von Doctor 
RICHARD BALTZER. Dresden 1852. 
**) Lehrbuch der gradlinigten Planimetrie von KARL SNELL. Zweite Auflage. Leipzig 1857. 
##%) Mlémens de géométrie, rédigés d’après les nouveaux programmes, etc. par M. A. AMIOT. 
Paris 1855. 
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Se due rette essendo segate da una terza fanno con questa due angoli interni da 
una stessa parte la cui somma sia minore di due retti, da quella parte le due rette 
convergono *). 

A pag. 30 leggiamo il teorema: 

“ Due poligoni della medesima specie sono eguali quando, ad eccezione di tre angoli 
consecutivi, le altre parti sono eguali e disposte nel medesimo ordine ,,. 

Si avrebbe potuto dimostrare anche il teorema più generale in cui i tre angoli, 
invece che consecutivi, fossero disposti comunque ; cioè: 

“ Due poligoni equilateri tra loro sono eguali quando hanno, ad eccezione di tre, 
tutti gli angoli omologhi, eguali ,. 

Questo teorema trovasi dimostrato nella geometria in lingua polacca di NIEVEN- 
GLOWSKI **). 

In una nota il traduttore pone una assai semplice dimostrazione di questa inte- 
ressante proprietà : 

“ Un poligono di » lati è determinato generalmente da 2x—3 condizioni ,. 

5. Il secondo libro intitolato: Della circonferenza del cerchio dividesi in otto capitoli, 
gli argomenti de’ quali sono: Diametro e corde. — Tangente. — Distanza di un punto 
da una circonferenza. Intersezione e contatto di due cerchi. — Misura degli angoli. — 
Problemi sulle perpendicolari, le parallele, gli angoli e gli archi. — Costruzione dei 
triangoli e de’ parallelogrammi. — Problemi sul cerchio. — Poligoni inscritti e circoscritti. 

I problemi relativi alle materie trattate ne’ due primi libri, che da EucLIDE sono 
frammischiati, senz’ordine apparente, ai teoremi come lo richiedeva l’inflessibile rigore 
del suo metodo, sono stati dall’Amror (sull’esempio di altri scrittori) riuniti in tre soli 
capitoli, che sono gli ultimi del secondo libro. L'ultimo problema ivi trattato è quello 
di descrivere un cerchio tangente ai tre lati di un triangolo. Le soluzioni di questo 
problema (com’è notissimo) sono quattro, cioè si hanno quattro cerchi tangenti ai lati 
di un dato triangolo, l’inscritto ed i tre exinscritti. Fra i raggi di questi cerchi, il 
‘raggio del cerchio circoscritto e le linee principali del triangolo (lati, mediane, bisettrici, 
altezze) ha luogo una grande moltitudine di relazioni elegantissime. Può consultarsi 
in proposito l’eccellente opera del BRETScHNEIDER (professore a Gotha) ***) ove trovasi 
una ricca e giudiziosa raccolta di formule relative ai triangoli, quadrilateri, ecc. 


#) In molte edizioni di EUCLIDE, come per es. nella bellissima del PryrarD (Les Élémens 
de géométrie d’ Euclide, par F. PevRaRD, Paris 1809); i postulati quarto e quinto sono posti fra 
gli assiomi (decimo e undecimo). 

#4 Geometrya, przez G. H. Nievenglowskiego. Poznan, 1854. 

##4) Lehrgebiude der niedern Geometrie. 1844. 
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Nell'ultimo capitolo, che tratta de’ poligoni regolari, troviamo dimostrate le belle 
proposizioni (pag. 63 e seg.): 

“ Divisa una circonferenza in » parti eguali, se uniamo i punti di divisione, a 
cominciare da uno di essi, di 2 in 2, di 3 in 3, ed in generale di 7 in à, si forma 
un poligono regolare di » lati, quando i numeri » ed % siano primi tra di loro ,. 

Il numero % costituisce la specie del poligono. 

“ Vi ha tanti poligoni regolari di » lati, quante unità vi sono nella metà del nu- 
mero che esprime quanti numeri interi vi sono inferiori ad » e primi con esso ,. 

“La somma degli angoli interni, formati dai lati successivi di un poligono regolare 
di » lati, è uguale a 2(n—24) retti ,. 

Questi teoremi sono i fondamentali nella teorica de’ poligoni stellati. 

6. Gli antichi geometri, per quanto ci consta dalle loro opere rimasteci, non con- 
siderarono che poligoni (regolari o irregolari) convessi. Boezio nella sua Geometria dà 
il primo esempio, che ci sia noto, dell’iscrizione del pentagono regolare stellato nel 
cerchio. CampANO *) autore d’una celebre traduzione d’EucLIDE, fatta sopra un testo 
arabo, una delle prime che siano comparse in Europa (13.° secolo) presenta il pen- 
tagono stellato come avente la proprietà d’avere la somma degli angoli eguale a due retti. 

Al principio del secolo quattordicesimo, Tomaso BRADWARDINO (arcivescovo di Can- 
terbury) creò una vera teoria de’ poligoni stellati, che egli denominò egredienti **) 
dando il nome di semplici ai poligoni convessi. Prolungando i lati di un poligono 
semplice, fino al loro incontro a due a due, si genera un poligono egrediente di primo 
ordine: il primo di tali poligono è il pentagono stellato. Analogamente dai poligoni 
egredienti di primo ordine si derivano quei di second’ordine, ecc.: la prima figura 
egrediente di second'ordine è l’ettagono. BRADWARDINO enuncia il principio generale 
che la prima figura di un ordine qualunque è formata dai prolungamenti dei lati della 
terza figura dell’ordine precedente. Egli arriva, per induzione, anche al teorema: la 
prima figura di ciascun ordine ha la somma de’ suoi angoli eguale a due retti, e nelle 
altre figure dello stesso ordine la somma degli angoli va aumentando di due retti 
passando da una figura alla successiva. 

DANIELE BARBARO nel suo trattato di prospettiva ***) mostrò che i poligoni regolari 
danno luogo in due maniere ad altri poligoni simili a quelli. Una maniera è di pro- 
lungarne i lati fino al loro incontro a due a due; i punti d’incontro sono i vertici 





*) La prima edizione dell’EucLIDE coi commenti del CAMPANO fu fatta in Venezia nel 1482; 
essa manca di frontispizio. La r. biblioteca in Cremona ne possiede un bello esemplare. 
*# Geometria speculativa, THoMm& BRAVARDINI, etc. 1496. i 
*## Pratica della prospettiva. Venezia 1569. 


pepe 
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di un nuovo poligono simile al primo. L’altra maniera è di tirare tutte le diagonali 
da ciascun vertice al secondo o al terzo de’ successivi; esse formano colle loto inter- 
sezioni un secondo poligono simile al dato. Egli però non parla di poligoni egredienti. 

Al sommo KEPLER *) devesi la bella proprietà che una stessa equazione ha per 
radici le lunghezze dei lati delle diverse specie di poligoni regolari d’uno stesso numero 
di lati. La denominazione di stellatà può dirsi venire da lui; poichè egli chiama tai 
poligoni stelle, ed i poligoni regolari ordinari radicali. Prima però di KEPLER, un altro 
alemanno, StiFELS aveva dedotto da una stessa equazione di secondo grado il lato e 
la diagonale del pentagono regolare **). 

Ma la teoria de’ poligoni egredienti, fondata da BrapwaRrpINO, fu ampliata da 
GIOVANNI Broscro, geometra del secolo decimosettimo. Egli ***) dimostrò completamente 
le leggi date per induzione dal suo predecessore, e mise in evidenza la bella proprietà: 
potersi formare poligoni egredienti di sette, nove, undici, tredici,... lati, in cui la 
somma degli angoli sia eguale a due retti come nel pentagono di Campano. Le figure 
di BRADWARDINO sono considerate da BRroscio come poligoni ad angoli salienti e rien- 
tranti alternativamente, i cui lati non si segano. È singolare il seguente suo risultato #). 
Prendiamo, a cagion d’esempio, un ettagono regolare ordinario e dividiamone per 
metà tutt’i lati. Intorno a ciascuna retta congiungente due punti medi consecutivi, 
si faccia rotare il piccolo triangolo che questa retta stacca dall’ettagono, finchè questo 
triangolo cada nell’interno della figura. Si otterrà così un poligono di quattordici lati 
ad angoli salienti e rientranti alternativamente, il quale ha lo stesso perimetro del- 
l’ettagono proposto. Ora intorno a ciascuna retta congiungente due vertici d’ angoli 
rientranti successivi del poligono di quattordici lati si faccia rotare il piccolo triangolo 
da essa distaccato, finchè cada entro la figura; risulterà un nuovo poligono di quat- 
tordici lati ad angoli alternativamente salienti e rientranti, isoperimetro ai due pre- 
cedenti. Questi tre poligoni, isoperimetri fra loro, hanno però aree diverse, poichè il 
secondo è compreso entro il primo, e il terzo entro il secondo. Le due figure così 
generate non sono altro che gli ettagoni di seconda e terza specie, nei quali siano 
state levate le porzioni interne dei lati. Tale è la singolare maniera con cui Broscio 
forma poligoni egredienti isoperimetri a quello da cui sono derivati. 

Dopo Broscio queste belle proprietà caddero nell’obblio finchè risuscitolle al prin- 


*) Harmonices mundi, libri V. Lincii Austria. 1619. 
**) Arithmetica integra. Nuremberg 1544. 
*#%) Apologia pro Aristotele et Euclide, etc. Dantisci 1652. 
+) Per le notizie storico-bibliografiche mi sono giovato specialmente dell’ Apergu historique; 
oltre poi tutte quelle fonti originali che mi fu dato di consultare. 
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cipio di questo secolo l'illustre Pornsor, o piuttosto creonne nuovamente la teoria, 
quale noi l’abbiamo attualmente *). Fra le altre egli dimostrò la proposizione che la 
somma degli angoli di un poligono stellato è eguale a 2(n—2%) retti, ove n è il nu- 
mero de’ lati, ed % indica la specie. 

7. Il libro secondo termina con quarantasette quesiti proposti agli studiosi per 
esercizio (problemi da risolvere, teoremi da dimostrare) de’ quali gli ultimi tredici sono 
aggiunti dal traduttore. Fra tali quesiti notiamo i seguenti: 

Quesito 3.°: è compreso nel teorema di VireLLione **): “ Se da due punti dati si 
conducono due rette ad uno stesso punto di una retta o di una circonferenza, la loro 
somma sarà minima quando siano egualmente inclinate alla linea medesima ,. Il pro- 
blema d’inflettere da due punti dati ad una circonferenza due rette che riescano egual- 
mente inclinate alla normale d'incidenza è dell’arabo ALHAZEN ***). 

Quesito 21.0: “ Se si conducono da un punto qualunque della circonferenza circo- 
scritta ad un triangolo le perpendicolari sui lati, i piedi di queste perpendicolari sono 
in linea retta ,. 

Questo teorema è dovuto a SeERvoIs, e fu generalizzato da QuERRETT) così: 

“ Se da un punto qualunque di una circonferenza concentrica a quella circoscritta 
ad un dato triangolo si calano le perpendicolari sui lati, l’area del triangolo che ha 
i vertici ne’ piedi delle perpendicolari è costante ,. 

L’analogo teorema relativo ad un poligono regolare è dato da LHAUILIER Ti): 

“ Se da un punto qualunque di una circonferenza concentrica con un dato poligono 
regolare si calano le perpendicolari sui lati di questo, l’area del poligono che ha i 
vertici nei piedi delle perpendicolari è costante ,. 

Questi teoremi sono tutti compresi nel seguente, più generale, enunciato da StTEI- 
NER 7*): 

“Il luogo di un punto tale che conducendo da esso le perpendicolari sui lati di un 
poligono qualunque, l’area del risultante poligono inscritto, avente i vertici nei piedi 
delle perpendicolari, sia costante, è una circonferenza, il cui centro è il centro del 
sistema di forze parallele applicate ai vertici del poligono dato e proporzionali ai seni 
de’ doppi degli angoli del poligono medesimo ,. 





#) Journal de l École polytéechnique, cahier 10. 

*#) VITELLONIS THuRrINGO-PoLoNI Optice, libri decem. Basileoe 1572. 

*##) Optica thesaurus ALRHAZENI Arabis, libri septem nune primum editi, etc. Basilea 1572. 
i) Annales de GERGONNE, t. XIV. 

TT) Bibliothèque universelle, an. 1824. 

|*) Giornale di CRELLE, tomo I. (1826). 
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Quesito 23.°: “ Costruire un triangolo equilatero i cui vertici siano sopra tre cir- 
conferenze concentriche ,. 


Questo problema è un caso del seguente trattato da CarnoT*), Lame *) e Bet- 
Ì 


LAVITIS ***) 


“ Costruire un triangolo simile ad un dato, e che abbia i vertici a date distanze da 


un punto dato ,,. 

Quesito 25.°: “ Costruire un triangolo eguale ad un triangolo dato, ed i cui lati 
passino per tre punti dati ,. 

Problema analogo al seguente risolto da NEWTON 7): 

“ Costruire un triangolo che sia eguale a un dato ed abbia i vertici sopra tre rette date ,,. 

Newton risolvè anche il seguente #7), enunciato la prima volta da WALLIS: 

“ Costruire un quadrilatero che sia simile a un dato ed abbia i vertici sopra quattro 
rette date ,. 

8. Il terzo libro che porta per titolo: Delle linee proporzionali è quello che contiene 
un breve saggio delle moderne teorie. I cinque capitoli di cui esso si compone trattano 
de’ seguenti oggetti: 7rasversali nel triangolo. — Trasversali nel cerchio. — Divisione 
armonica delle linee rette. -—— Asse radicale dì due cerchi. Rapporto armonico. Involuzione. 
— Similitudine. — Problemi sulle linee proporzionali. 

Le note aggiunte dal traduttore, ad eccezione delle prime due, sono destinate a 
dare nozioni più estese delle dottrine troppo brevemente accennate dall’ autore nel 
terzo libro. Queste note hanno per titoli ordinatamente: Metodo delle proiezioni. — 


Rapporto anarmonico. — Involuzione. — Divisione omografica. — Centro di gravità. 
Centri delle medie armoniche. — Poli e polari. Piani Polarì. — Metodo delle polari 
reciproche. — Sezioni coniche. 


A pag. 95, cioè a metà del terzo libro, l’autore comincia a far uso del principio 
dei segni; il quale, applicato ai segmenti di una retta, consiste nell’ assumere come 
positivi i segmenti misurati in un certo senso, e come negativi quelli misurati nel 
senso contrario. Nel far uso di questo principio, l'ordine delle lettere che indicano 
un segmento cessa d’essere indifferente; per es. AB indica un segmento la cui origine 


*) Géométrie de position, $ 328. 
##) Eramen des différentes méthodes employées pour résoudre les problèmes de géometrie, 
1818, pag. 81. 
###) posizione del metodo delle equipollenze. (Memorie della Società italiana delle scienze, 
tomo XXV. Modena 1854). 
) Philosophie naturalis Principia mathematica, aucetore IsAAco NEWTONO. Geneva, 1739. 
Lib. I, lemma 26. 
7) Ibidem, lemma 27. 
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è A; BA un segmento la cui origine è B. E si ha: AB=— BA ossia AB|4BA=0. 
Se tre punti A,B,C sono in linea retta si ha: AB+-BC=AC=—CA, ossia 
AB+#+BC+#+CA=0); ecc. 

Il signor Cmastes ha fatto uso de’ segni --- e — per rappresentare la direzione 
de’ segmenti nella sua classica opera — Zraité de Géométrie Supérieure. — Ma il primo 
a introdurre questo principio nella geometria è stato il signor MOBIUS (professore a 
Lipsia), il quale sino dal 1827 nel suo celebre Calcolo Baricentrico lo applicò non 
solo ai segmenti rettilinei, ma anche agli angoli, alle superficie ed ai corpi*), de- 
finendo chiaramente per ciascuna di queste estensioni che cosa si debba intendere per 
senso positivo e che per senso negativo. L'illustre geometra sassone ha poi sempre 
continuato a far uso dello stesso principio in tutt'i suoi scritti posteriori di geometria 
e di meccanica, mettendone in evidenza la grandissima utilità. Egli ebbe la fortuna 
di trovare numerosi e valenti seguaci in Germania **) ove l’uso di quel principio, 
preso in tutta la sua generalità, è divenuto universale **). 





*) Veggasi la nota a pag. 532 della memoria del signor MòBIUS: Theorie der Kreisverwan- 
dtschaft în rein geometrischer Darstellung (aus den Abhandlungen der mathematisch physischen 
Classe der K. Stich. Gesellschaft der Wissenschaften). Leipzig 1855. 

**) Vedi per es.: WirzscHEL, Grundlinien der neuern Geometrie, etc. Leipzig 1858: libro 
ottimo per chi desiderasse introdursi nello studio delle moderne dottrine geometriche. — Per 
un ampio sviluppo della teoria del senso nelle figure geometriche veggasi: STAUDT, Beitrége 
zur Geometrie der Lage. Niirnberg 1856-57. 

*##*) Considerando una retta fissa A'OA e in essa il punto O come origine de’ segmenti, il 
segno + o — anteposto ad un segmento preso su questa retta serve a distinguere se esso 


sia diretto da O verso A, ovvero da O verso A'. Assunto il principio de’ segni sotto questo. 


ristretto punto di vista, esso è stato generalizzato mediante un algoritmo che serve a rap- 
presentare un segmento OM inclinato ad OA di un angolo qualunque facendo uso di coeffi- 
cienti imaginari (veggasi: DROBISCH, uber die geometrische Construction der imagintiren Gròssen. 
Berichte iiber die Verhandlungen der XK. Stich. Gesel. der Wis. Leipzig 1848). Il primo che 
abbia rappresentato la direzione ortogonale col coefficiente V—1 sembra essere stato BUBE 
(Mémoire sur les quantités imaginaires nelle Philosophical Transactions for 1806), ma la rap- 
presentazione grafica de’ numeri imaginari, in modo completo, non è stata data che nel 1831 
da Gauss (Gottinger gelehrte Anzeigen 1831). Su tale rappresentazione grafica degl’imaginari 
il professore BELLAVITIS, nel 1835, (Annali delle scienze del regno Lombardo-Veneto, 3.° volume) 
fondò un nuovo metodo di geometria analitica, che chiamò allora metodo delle equazioni geo- 
metriche, e poi disse metodo delle equipollenze. Di questo metodo egli diede ulteriori sviluppi 
ed applicazioni in parecchie memorie posteriori (Annali c. s. 7.° volume, 1837 — Memorie del- 
V’ Istituto Veneto, 1.° volume, 18543 — Memorie della società italiana delle scienze residente in 
Modena, tomo XXV, 1854). L'essenza di questo metodo meraviglioso si riassume in questo 
sorprendente risultato: tutt'è teoremi concernenti punti situati in linea retta ponno essere tra- 
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Non so intendere perchè l’autore non incominci prima, cioè a pag. 78, teor. 7.° a 
fare uso de’ segni -+- o —. Applicando il principio de’ segni, il teorema 7.° (di ME- 
NELAO ALESSANDRINO) si enuncia così: 

“ Se i lati BC, CA, AB di un triangolo ABC sono segati da una trasversale qua- 
lunque ne’ punti a, d, c, si ha la relazione: 


aB.bC.cA= + aC. dA.cB,, 


e il 10.° (di CeEva*)): 

“ Le rette condotte da uno stesso punto ai tre vertici A, B, C di un triangolo 
ABC incontrano i lati rispettivamente opposti in tre punti a, b, e, tali che si ha 
la relazione: 


aB. bC.cA= — aC. dA. cB,. 


Veggasi la Géomeétrie Supérieure dello ChasLes a pag. 259 e 263. 

L'importanza d’aver riguardo al segno del secondo membro è evidentissima spe- 
cialmente nelle proposizioni reciproche delle due succitate, che sono i teoremi 9.° e 
11.° del testo. Infatti questi, quali vi sono enunciati, non essendosi fatto uso del prin- 
cipio de’ segni, hanno la stessa ipotesi con diverse conclusioni. 

Benchè i teoremi 7.° e 10.° che sono i fondamentali nella teorica delle trasversali 
non appartengano a geumetri recenti, pure questa teorica è essenzialmente moderna. 
Creolla il celebre Carnot **) e l’ampliò moltissimo PonceLeT ***) mostrandone le numerose 





sportati ed applicati a punti disposti comunque in un piano. Pare però che le ricerche del geo- 
metra italiano rimanessero ignote in Francia ove nel 1845 SAINT-VENANT espose come nuovi 
i principj dello stesso metodo, ch’egli chiamò delle somme geometriche (Comptes rendus de 
l’Académie des sciences de Paris, tom. XXI), e in Germania ove Mé6BIUS nel 1852 comunicò: 
«eine Methode um von Relationen welche der Longimetrie angehòren, zu entsprechenden Scitzen 
der Planimetrie zu gelangen (Berichte ber die Verhandl. der K. Stich. Gesell. der Wiss. zu Leipzig, 
16 october 1852). È poi degno di nota che, astrazion fatta dall'uso degl’imaginari, LEIBNIZ 
aveva già imaginato un calcolo geometrico: concetto arditissimo per que’ tempi, che venne 
abilmente sviluppato da GRASSMANN in una interessante e curiosa memoria: Geometrische Ana- 
lyse, Leipzig 1847, che fa parte dei Preisschriften gekrònt und herausgegeben von der fiirst. 
Jablonow. Gesellschaft, ed anche da MéBIus nel lavoro: Die Grassman’ sche Lehre von Punkt- 
grossen und der davon abhingenden Grossenformen, ch'egli publicò in seguito alla memoria 
del GRASSMANN a schiarimento della medesima. Un metodo analogo a quello del BELLAVITIS, 
ed applicabile alla geometria a tre dimensioni, è quello dei quaternioni, dovuto all’illustre 
geometra irlandese HAMILTON (Lectures on Quaternions, Dublin 1853). 

*) De lineis rectis se invicem secantibus statica constructio. Mediolani 1678. 

**) Essai sur la théorie des transversales. Paris 1806. 

*** Analyse des transversales appliquée à la recherche des propriétés projectives des lignes 
et des surfaces, 1832 (tomo 8.° del giornale di CRELLE). 
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applicazioni. Se ne è occupato anche PLùckeR *) e gli sono dovute parecchie eleganti 
proposizioni. 

9. La proporzione armonica (harmonica medietas) e le sue proprietà erano note 
anche agli antichi **). Iamprico, filosofo pitagorico del quarto secolo (dopo Cristo) rac- 
conta che essa era in uso presso i Babilonesi, e che PirAGORA l’importò in Grecia ***). 
Suo primo nome era drovavtia; ecco la ragione di tale denominazione. Siano a, d, c tre 
grandezze in ordine decrescente; se esse formano una proporzione continua aritmetica 


: LAND l 7 I È IRPAERIORO 

SÌ ha7<5! se la proporzione è armonica si ha l'opposto, cioè sini nella propor- 
c 

È 4 GGUATO 

zione geometrica sì haz si 


ArcHiIta (quinto secolo a. C.) diede a questa proporzione il nome di armonica a 
cagione del suo uso nella musica; IAmBLICo la chiama proporzione musicale. Il primo 
scrittore presso cui se ne trovi la teoria è NIcomaco (tempi di TIBERIO) nativo di 
GERASA (Arabia) 7). 

LARIRE fi) chiama armonicali quattro rette uscenti da uno stesso punto e tali 
che una trasversale qualunque sia da esse divisa armonicamente. Al sistema di tali 
quattro rette BrIANcHON #*) diede il nome di fascio armonico. La denominazione di 
media armonica è di MacLaURIN fit) e quella di centro delle medie armoniche è di 
PonceLer i7*). I nomi di polo e polare sono rispettivamente dovuti a SERVOIS 1**) ed a 
GERGONNE *«) ; quello di quadrilatero completo a CARNOT ##*). Quest'ultima denominazione 
venne generalizzata da STEINER ##*), introducendo quelle di poligono completo (vollstin- 
diges Vieleck), di multilatero completo (vollstindiges Vielseit) ed altre richieste dagli 
ulteriori progressi della scienza. Invece dei nomi polo e polare STEINER adopera quelli 
di polo armonico e retta armonica 0 semplicemente armonica txT). 





*) Analytisch-geometrische Entwicklungen. Essen 1828-31. 
##) PAPPI ALEXANDRINI, Mathematica Collectiones a Federico Commandino in latinum con- 
verse et commentariis illustrate. Bononiz 1660. 
##*) IAMBLICI CHALCIDENSIS ex Celesyria in NicoMACHI GrRASENI Arithmeticam introduc- 
tio, ete. Daventre 1668. Vedi anche TeRQUEM: Bulletin de Bibliographie, etc. 1855. 
i) NICOMACHI GERASENI, Arithmetice, libri duo. Parisiis 1538. 
ii) Traité des sections coniques, 1685. 
X) Meémoire sur les lignes du second ordre. Paris 1817. 
i) De linearum geometricarum proprietatibus generalibus tractatus, 1750. 
i*) Meémoire sur les centres des moyennes harmoniques, 1828 (tomo 3.° del giornale di CRELLE). 
{#*) Annales de GERGONNE, tom, I. 
+) Ibidem, tom. III. 
*y*) Géometrie de position. 
Ta) Systematische Entwickelung u. 8. w: pag. 72. 
tx) Ibidem, pag. 163-4. 
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Il teorema: “ Se pel punto comune a due tangenti di una sezione conica si conduce 
una trasversale qualunque, essa è divisa armonicamente dalla curva e dalla corda di 
contatto , — teorema fondamentale in questa teoria de’ poli e delle polari e che include 
in sè il teor. 6.° (pag. 92) del testo — è dovuto ad ApoLLonio, uno dei più grandi 
geometri dell’antichità (anni 245 a. C.)*). 

Il teorema: “ Se un fascio di quattro rette divide armonicamente una data 
trasversale, dividerà armonicamente anche un’altra trasversale quafinque »s trovasi 
in Pappo **). 

A pag. 91 leggiamo che “ in un quadrilatero completo ciascuna diagonale è divisa 
armonicamente dalle altre due ,, proposizione che sotto altro enunciato è dimostrata 
da Pappo ***). 

Anche il teorema 5.° (pag. 91): “il luogo di un punto tale che il rapporto delle 
sue distanze da due punti fissi sia costante è una circonferenza, ecc. ,, trovasi in PAPPO 
che lo enuncia come uno di quelli che entravano nel secondo libro de locis planis 
opera perduta d’ApoLLonIo. La stessa proposizione è dimostrata anche da Eutoctro (sesto 
secolo d. C.) al principio del suo commentario 7) sui Conicèà di APoLLONIO medesimo. 

I teoremi 7.° ed 8.° (pag. 93-4) estesi alle coniche sono dovuti a LAHRIRE fi). 

Nella teoria degli assi radicali (testo pag. 95) la denominazione di potenza per 
denotare il prodotto de’ due segmenti determinati da una circonferenza su di una 
trasversale tirata da un punto dato è dovuta a STEINER #*); al medesimo geometra 
sono dovuti anche i vocaboli: linea d’equal potenza, punto d’egual potenza. I nomi: 
asse radicale, centro radicale sono di GAULTIER da Tours tti). In luogo di queste deno- 
minazioni PLUCKER si serve delle seguenti : cordale e punto cordale 7*). Quando due cerchi 
non si segano, il loro asse radicale vien chiamato da PoncELET corda ideale comune ai 
due cerchi 1**), 

La proprietà che gli ‘assi radicali di tre cerchi, presi a due a due, concorrono in 
uno stesso punto (centro radicale) è dovuta a Monge. Da cui il professore FLAUTI (a 





#) APOLLONII PERGZI Conicorum libri quatuor una cum PAPPI ALEXANDRINI /emmatibus 
et commentartis Eutocii AscaLoNITA. Bononia 1566, III, 37. 
#*) Math. Collect., III, 145. 
##*) Ibidem, VII, 131. 
) ApoLLonIi PerGAI Conicorum libri quatuor, ete, Bononia 1566. 
tf) Traité des sections coniques: I, 22, 23, 26, 27, 28; II, 25, 24, 26, 27, 30. 
{#) Giornale di CRELLE, tomo I (1726). 
TT) Journal de l École Polytéchnique, cahier 16 (1813). 
7%) Analytisch-geometrische Entwicklungen. Band I, S. 49-50. 
**) Traité des propriétés projectives. 
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Napoli) dedusse il teorema, che se per un punto dell’asse radicale di due cerchi si 
tirano due corde, una per ciascun cerchio, i quattro punti d’ intersezione sono in una 
stessa circonferenza *). 

Un gran numero di teoremi relativi agli assi radicali ed ai centri radicali sono 
dovuti ai citati geometri GAULTIER, PLUCKER e STEINER. 

La denominazione di rapporto anarmonico (testo pag. 100) è stata proposta da 
CHÙasres **) e adottata in Francia e in Inghilterra. Invece i geometri alemanni fanno 
uso della voce: doppio-rapporto (Doppelverhdltniss) introdotta da MoBIUS e STEINER. 
Questo doppio-rapporto, senz’'avere una speciale appellazione, era stato considerato 
anche dai geometri greci. In Pappo ***) troviamo dimostrato un teorema che in sostanza 
equivale al 7.° del testo (pag. 103), cioè: 

“ Un fascio di quattro rette date è segato da qualsivoglia trasversale in quattro punti 
il cui doppio-rapporto è costante ,,. 

PappPo dimostra 7) anche il teorema reciproco che il traduttore aggiunge in una 
nota in fondo a pag. 104-5. Siccome queste proposizioni trovansi tra i lemmi di PAPPO 
relativi ai porismi d’EucLIDE, così CHASLES pensa ragionevolmente t7) che siano state 
note a questo geometra e ch’egli ne abbia fatto uso nel suo trattato de’ porismi. 

10. Nella nota IV il traduttore dà un eccellente saggio delle proprietà projettive 
sviluppate nella Géométrie supérieure, per figure poste sì in un piano che su di una 
sfera. Tra le molte ch’egli poteva scegliere ha dato la preferenza a quelle di primis- 
sima importanza. Le teoriche svolte in questa nota sono illustrate con alcuni esempi 
celebri nella storia della scienza. Primo è il teorema: 

“ Se due triangoli hanno i loro vertici a due a due sopra tre rette concorrenti in 
uno stesso punto, i loro lati si segheranno a due a due in tre punti posti in linea 
retta. E reciprocamente, ecc. ,. 

Il quale teorema è di DesaRauEs 7*) celebre geometra francese contemporaneo di 
CartEsIo, PascaL, FERMAT, ecc. 

Il secondo esempio è: 

“ I lati opposti di un esagono inscritto in una sezione conica s’ intersecano in tre 
punti posti in linea retta ,. 


#) Geometria di sito nel piano e nello spazio, di Vincenzo FLAUTI. Napoli 1815. 
#*) Apercu historique, pag. 34. i 
##*) Math. Collect., VII, 129, 137. 
*) Ibid., VII, 136, 140, 142. 
TT) Géométrie supérieure, préface XXI. 
{#) Bosse, Manière universelle de M. DESARGUES pour pratiquer la perspective, ete., 1648. 
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Questo mirabile teorema (hexagramma mysticum) nel caso che la sezione conica 
riducasi ad una coppia di rette si trova in Pappo*), ma preso in tutta la sua ge- 
neralità appartiene a Bragro Pascar **) il noto autore delle Provinciali. 

Il teorema di PascaL ha dato origine ad altre belle proposizioni di STEINER #**), 
di KiRKMANN i), di MoBIus #7), di Hesse #*), ecc. 

Il citato teorema di DesAaRGUES serve di base alla teoria delle figure chiamate 
omologiche da PonceLeT #7). Diconsi omologiche due figure le cui parti si corrispondono 
in modo che i punti omologhi siano sopra rette concorrenti in uno stesso punto (centro 
d’omologia) e le rette omologhe s’incontrino in punti di una stessa retta (asse d’omo- 
logia). Invece delle denominazioni: asse d’omologia, centro d’omologia introdotte da 
PonceLET e usate dai geometri francesi, MAGNUS (matematico di Berlino) propose dap- 
prima le seguenti: asse dì collineazione, centro di collineazione tt*), e più tardi queste 
altre: asse di situazione, centro di situazione 7**), 

Le figure omologiche (meno il nome) erano già state considerate da LAHIRE *+). 
Anzi è da osservarsi che se di una data figura piana si fa la prospettiva, indi il piano 
della figura si fa rotare intorno alla linea di terra fino a che venga a coincidere col 
piano del quadro, si ottengono in questo due figure, la data e la prospettiva, che sono 
appunto omologiche. Il punto ove viene a cadere il punto di vista è il centro d’omologia, 
e la linea di terra è l’asse d’omologia. Per cui possiamo dire che le figure omologiche 
non sono altro che le figure date dalla prospettiva. 

La nota V aggiunta dal traduttore tratta dell’ involuzione. La proprietà che diede 
origine a questa teoria —“ Se una trasversale sega una conica (in due punti) e i lati 
di un quadrilatero inscritto, il prodotto dei segmenti compresi sulla trasversale fra 
un punto della conica e due lati opposti del quadrilatero sta al prodotto dei segmenti 





*) Math. Collect., VII, 138, 139, 143, 147. 
#*) Essai sur les coniques, 1640. 
##**) Annales de GERGONNE, tom. XVIII. 
j) Cambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. V. 
) Berichte iber die Verhandl. der K. Stich. Gesell. der Wiss. zu Leipzig 1846 u. 1847. 
|*) Giornale di CrELLE, tomo XLI. Veggasi inoltre a pag. 317 l’ottimo Treatise on Conic 
Sections by G. SALMON (third edition, London 1855), a cui ha attinto anche il professor Novi. 
+) Traité des propriétés projectives. 
{*) Giornale di CRELLE, tomo VIII (1832). 
{**) Sammlung von Aufgaben und Lehrstitzen aus der analytischen Geometrie u. s. w. 
Berlin 1833-37. 
#) Nouvelle méthode en géométrie pour les sections des surfaces coniques et cylindriques, 
1673. 
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compresi fra lo stesso punto della conica e gli altri due lati opposti in un rapporto 
eguale a quello dei segmenti similmente fatti col secondo punto della conica ,— è do- 
vuta a DesarguEs #), e fu egli stesso che introdusse la voce involuzione nella geometria. 
Però la maggior parte di quelle proprietà che ora diconsi d’involuzione di cinque 
o di quattro punti in linea retta trovasi in Pappo **) in quarantatre lemmi del settimo 
libro delle sue Collezioni matematiche. CHASLES è il primo che abbia considerato espli- 
citamente il caso in cui uno de’ sei punti dell’involuzione sia a distanza infinita; il 
suo conjugato venne da lui chiamato punto centrale. 

Se nel precedente teorema di DESARGUES si suppone che la sezione conica riducasi 
ad una coppia di rette, si ha un teorema dimostrato da Pappo *#**) sotto diverso 
enunciato: 

“ Una trasversale qualsivoglia incontra i sei lati di un tetragono completo 7) in 
sei punti in involuzione ,. 

Il qual teorema può enunciarsi anche così: 

“I lati di un triangolo e le rette che ne congiungono i vertici ad un punto dato 
sono segati da qualunque trasversale in sei punti in involuzione ,. 

Devesi a BRIANCHON î7) il teorema inverso: 

“ Per sei punti (di una retta) in involuzione si ponno far passare i sei lati di un 
tetragono completo ,. 

In Pappo #*) si trova, sotto altro enunciato, anche il teorema (testo, pag. 439): 

“ Le sei rette condotte da un punto qualunque ai sei vertici di un quadrilatero com- 
pleto formano un fascio in involuzione ,. 

Ovvero: 

“ Le sei rette condotte da un punto qualunque ai tre vertici di un triangolo ed ai 
tre punti, in cui i lati di questo sono incontrati da una retta data, formano un fascio 
in involuzione ,. 

La proposizione inversa è: 

“ Sopra sei rette formanti un fascio in involuzione si ponno prendere sei punti che 
siano i vertici di quadrilatero completo ,. 


#) Brouillon-projet des coniques, 1639. 
**) Math. Collect., VII, 22, 29, 30, 32, 34-56, 61, 62, 64, etc. 
##**) Ibid., VII, 130. 
*) Un tetragono completo (sistema di quattro punti) è una figura di sei lati; un quadri- 
latero completo (sistema di quattro rette) è una figura a sei vertici. 
it) Meémoire sur les lignes du second ordre, Paris 1817. 
+*) Math. Collect., VII, 135. 
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11. Il prof. Novi (pag. 441-2) applica la teorica dell’ involuzione alla soluzione del 
problema: 

“ Dati quattro punti in linea retta determinare su di questa un quinto punto tale 
che il prodotto delle sue distanze da due dei quattro punti dati stia al prodotto delle 
sue distanze dagli altri due in un rapporto costante ,. 

È questo il problema noto sotto il nome di problema della sezione determinata di 
APOLLONIO *). Sono altrettanto celebri i due seguenti problemi dello stesso geometra, 
che io abbraccerò in un solo enunciato: 

“ Per un punto dato condurre una retta che seghi due rette date e determini con 
un punto dato su ciascuna di esse due segmenti il cui rapporto, ovvero il cui prodotto 
sia dato ,. 

Il primo è il problema della sezione di ragione; l'altro il problema della sezione di 
spazio **). Veggasi una semplice soluzione del primo di questi due quesiti, data da 
BUAUTI”"*). 

12. Ora per fare qualche cenno degl’ interessanti argomenti delle altre note ag- 
giunte dal traduttore, e specialmente della IX (Metodo delle polari reciproche) ci con- 
viene dare un’idea della deformazione e della trasformazione delle figure piane. 

Imaginiamo che in un piano vi sia un punto che movendosi in modo affatto arbi- 
trario descriva una certa figura. Nello stesso piano o in un altro imaginiamo un secondo 
punto mobile, il cui movimento sia collegato dietro una legge individuata al movi- 
mento del primo punto; nella qual legge entri la condizione che a ciascuna posizione 
di uno dei punti mobili corrisponda un'unica posizione dell’ altro mobile, e recipro- 
camente. Il secondo mobile avrà così descritto una seconda figura, la quale del resto 
può, prescindendo da idee di movimento, anche desumersi dalla prima, supposta data, 
mediante un metodo di deformazione, che tenga luogo di quella legge determinata che 
legava i due movimenti. 

Ora in luogo del secondo punto mobile, imaginiamo nel piano della figura descritta 
dal primo punto mobile o in altro piano una retta mobile, il cui movimento sia di- 
pendente, in virtù di una legge determinata, dal moto di quel punto; e debba essere 
soddisfatta la condizione che a ciascuna posizione del punto mobile corrisponda una 
sola posizione della retta mobile, e reciprocamente. La retta mobile invilupperà in 
tal modo una figura; !a quale può, fatta anche astrazione da ogni movimento, desu- 
mersi dalla prima, supposta data, mediante un metodo di trasformazione che faccia le 
veci della legge che faceva dipendere il moto della retta dal moto del punto. 





*) Math. Collect., VII. 
*#) Ibidem. 
#*#) Geometria di sito. 


13 
Cremona, tomo I. 
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Il più antico metodo di deformazione è quello di cui fece uso primamente ALBERTO 
DurER, celebre pittore e geometra del secolo decimoquinto *), poi Porta **), STE- 
vin **) ed altri. Ecco in che consiste: da ciascun punto di una figura data si conduca 
la perpendicolare (ordinata) ad una retta fissa e si prolunghi oltre questa di una por- 
zione che abbia coll’ ordinata medesima un rapporto costante. L’estremo del prolun- 
gamento genererà la nuova figura domandata. Con questo processo una retta si deforma 
in una retta, una circonferenza in una conica, ecc. 

StEVIN 7) e MyporcE it) fecero uso del metodo seguente: nel piano d’una figura 
data si fissi un punto dal quale si tiri un raggio a ciascun punto di quella; e su questo 
raggio o sul prolungamento di esso si prenda a partire dal punto fisso una porzione 
proporzionale al raggio stesso. L’estremo di questa porzione genererà una nuova figura 
simile alla data e similmente posta. Questa relazione tra la due figure venne poi de- 
nominata da CHasLes 7) omotetia diretta 0 inversa secondo che i raggi non vengano 0 
vengano prolungati oltre il punto fisso (centro di omotetia o di similitudine). 

Una circonferenza non può avere per sua linea omotetica che un’altra circonferenza 
(testo pag. 217). Due circonferenze sono a un tempo omotetiche dirette e omotetiche 
inverse; cioè hanno un centro di omotetia diretta (centro esterno) e uno di omotetia 
inversa (centro interno), i quali non sono altro che le intersezioni delle tangenti esterne 
e delle tangenti interne comuni ai due cerchi. Questi punti dividono armonicamente 
la retta che unisce i centri di figura de’ due cerchi. 

Tre cerchi, presi a due a due, danno luogo a tre centri di omotetia diretta e a 
tre centri di omotetia inversa; e si ha il teorema che i tre centri di omotetia diretta 
(ovvero due centri d’omotetia inversa con uno d’omotetia diretta) sono in linea retta. 
Il qual teorema da Fusstit) è attribuito a D'ALEMBERT, ma FLautI t7*) crede che fosse 
noto anche ad APoLLoNIO, e che entrasse come lemma nel di lui trattato de tactionidus. 
La dimostrazione è da vedersi in MonGE 7**). 

Succede il celebre metodo delle plariconiche di LAHIRE *+), del quale ho già fatto 





#) Institutiones geometrico, ete. 
##) Elementa curvilinea, etc. 
*##) Qeuvres mathématiques de Stmon STEVIN de Bruges. Leyde 1634. 
|) Ibidem. a 
ti) Il suo trattato sulle coniche (1631) è il primo che venisse publicato in Francia. 
{*) Annales de GERGONNE, tom. XVIII. 
TT) Nova Acta Petrop., tom. XIV. 
if) Geometria di sito. 
#*) Géométrie descriptive, 7. édition 1841. 
4) Nouvelle methode en géométrie pour les sections des surfaces coniques et cylindriques. 
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menzione altrove. Nel piano della figura data si fissino due rette parallele ed un punto; 
LAnIRE chiama formatrice e direttrice le due rette, polo il punto fisso. Da ciascun punto 
della figura data si tiri una trasversale arbitraria che incontri la formatrice e la di- 
rettrice in due punti, il secondo de’ quali si unisca al polo; e pel primo si tiri la pa- 
rallela alla congiungente. Il luogo geometrico del punto in cui questa parallela incontra 
il raggio condotto dal polo al punto della figura data sarà la figura deformata richiesta. 
Le figure ottenute con questo processo sono quelle medesime che PoncELET chiamò 0mo- 
logiche, e che egli stesso e CrasLes insegnarono a costruire anche con altri metodi *). 
11 polo è da PonceLET chiamato centro d’omologia, e la formatrice asse d’omologia. Nelle 
figure di LAHIRE ciascuna retta congiungente due punti omologhi passa pel polo, e 
ciascun punto intersezione di due rette omologhe cade nella formatrice: proprietà che 
costituisce appunto il carattere distintivo delle figure omologiche. 

I metodi di DurER e di MypoRcE ponno essere considerati come casi particolari 
del precedente; per ottenere il primo basta supporre il polo a distanza infinita; per 
ottenere l’altro dee supporsi a distanza infinita la formatrice. 

Altro celebre metodo di deformazione è quello dato da NewToN nel lemma 22.9: 
Figuras in alias ejusdem generis figuras mutare del 1.° libro dei Principia **). Secondo 
questo metodo, nel piano di una figura data si assuma come fisso un parallelogrammo 
OABC; da ciascun punto M della data figura si tiri MP parallela ad OA; sia P il 
punto d’incontro con AB. Si tiri PO che seghi BC in P' e da P' tirisi P'M' inclinata 
a BC d’un angolo dato, e di tale lunghezza che sia PM':0P'=PM:0P. Il punto M' 
così ottenuto genera la seconda figura domandata. 

CHasLes ha osservato che le figure di NEWTON così ottenute non differiscono da 
quelle di LanIRE che per la scambievole posizione; e che per dare a quelle la stessa 
giacitura di queste basta far rotare nel dato piano la seconda figura intorno al punto 
B finchè P'M' riesca parallela a PM. Dopo tale rotazione la retta BC, considerata 
come appartenente alla seconda figura, avrà preso una posizione Be. Si guidi per A 
la Ao eguale e parallela a Bc. Il punto o sarà il polo, e la retta BC, considerata nella 
sua primitiva posizione, sarà la formatrice. 

CHastes fa inoltre osservare che il metodo di deformazione di NEWTON poco dif- 
ferisce dal metodo di prospettiva di ViaxoLa (1507-1573) dimostrato da IanazIo DANTI 
vescovo d’Alatri ***), 





*) Traité des propriétés projectives — Traité de géométrie supérieure. 
**) Phil. Nat. Principia math., pag. 216 dell’edizione di Geneva 1739. 
*##) Le due regole della prospettiva pratica di M. ‘Iacopo BAROZZI DA VIGNOLA con i com- 
mentarii del R. P. M. IGNATIO DANTI, etc. Roma 1583. 
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Tutti metodi precedenti sono poi compresi in quello chiamato di collineazione da 
MéBIus *) che primo ne diede la teoria, e poi chiamato di omografia da CHasLEs **) 
che vi arrivò da sè senza conoscere i lavori del geometra alemanno. La collineazione 
od omografia può definirsi così: due figure diconsi collinearì (omografiche) quando a 
ciascun punto e a ciascuna retta dell'una corrispondano rispettivamente un punto e una 
retta nell'altra. Nella Géométrie supérieure ponno vedersi varie regole per la costruzione 
grafica di una figura collineare ad una data. È però degno di osservazione che (trat- 
tandosi di figure piane) due figure collineari non sono punto più generali delle omo- 
logiche, se non rispetto alla scambievole disposizione, e che quelle ponno sempre essere 
così trasportate e fatte rotare nel proprio piano in modo da divenire omologiche. 
Questa importantissima osservazione venne fatta per la prima volta da Maenus ***). 

13. Venendo ora a dire dei metodi di trasformazione, accennerò per primo quello 
che PoncELE? 7) osservò potersi dedurre da un porisma di EucLIpE. Il porisma cui 
intendo fare allusione è il seguente: 

“ Dati in un piano due punti e un angolo che abbia il vertice sulla retta condotta 
per essi, se da un punto qualunque di una retta data sì conducono due rette ai punti 
dati, esse incontrano rispettivamente i lati dell'angolo in due punti e la retta che li 
unisce passa per un punto dato TT) ,. 

O reciprocamente: 

“ Dato un angolo e due punti in linea retta col suo vertice, se intorno ad un punto 
fisso sì fa rotare una trasversale che incontri i lati dell'angolo in due punti e questi 
si uniscano rispettivamente ai punti dati, il concorso delle congiungenti genera una 
linea retta 7*) ,. 

Per conseguenza: 

“ Se da un punto qualunque di una figura data si conducono due rette ai punti dati, 
esse incontreranno rispettivamente i lati dell’angolo in due punti; la retta congiun- 
gente questi punti inviluppa un’altra figura, che è la trasformata richiesta. Se la data 
figura è una conica, anche la trasformata sarà una conica ,. 

Nel suo grande Zrazté des propriétés projectives PonceLET ha dato inoltre il bellis- 
simo metodo delle polari reciproche, a cui è consacrata la nota IX del professor Novi. 


*) Giornale di CRELLE, tomo IV (1829). 
*#) Vedi l’ Apergu historique e le Mémoire sur deux principes, ete. che vi fa seguito. 
##4) Giornale di CRELLE, tomo VIII (1832). 
) Ibidem. 
ti) Simson, De porismatibus, prop. 34. 
*) PaPPI, Math. Collect., VII, 138, 139, 141, 143. 
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Ecco in che consiste tale metodo. Nel piano di una data figura sia tracciata una sezione 
conica (direttrice) rispetto alla quale si prenda la polare di un punto qualunque della 
data figura; questa polare invilupperà la figura trasformata (chiamata polare reciproca 
della data). Inversamente se rispetto alla conica direttrice si prende la polare di un 
punto qualunque della seconda figura, questa polare invilupperà la prima figura. Cioè 
due figure polari reciproche sono tali che ciascuna è il luogo dei poli delle rette tan- 
genti all'altra, e simultaneamente è l’inviluppo delle rette polari dei punti dell’altra 
medesima; sempre intendendo queste polari e questi poli presi rispetto alla conica 
direttrice. La conica direttrice può essere qualunque; talvolta si è assunta una para- 
bola *), tal’altra un’iperbole equilatera **), ma più spesso una circonferenza ***). 

Mediante il metodo ora accennato da qualunque teorema di geometria che involga 
sole proprietà projettive (rapporti di segmenti, intersezioni e contatti di linee) se ne 
può derivare un altro che si chiama suo polare reciproco, ovvero correlativo (denomi- 
nazione di CÒastLes). Ma se il teorema proposto contiene proprietà metriche o rela- 
zioni angolari, allora se ne possono derivare molti altri, ciascun de’ quali corrisponde 
ad una speciale conica direttrice. 

Adduciamo alcuni esempi. 

Dal teorema dell’esagramma mistico di PASCAL: 

“ Se un esagono è inscritto in una conica i punti di segamento de’ lati opposti sono 
in linea retta ,; 
deducesi il non meno famoso teorema di BRIANCHON 7): 

“ Se un esagona è circoscritto ad una conica le rette congiungenti i vertici opposti 
passano per uno stesso punto ,. 

Dal teorema di MAcLAURIN fi): 

“ Se un tetragono è inscritto in una conica le tangenti in due vertici opposti si 
tagliano sulla retta congiungente i punti di concorso de’ lati opposti ,; 
si conclude: 

“ Se un quadrilatero è circoscritto ad una conica la retta che unisce i punti di con- 
tatto di due lati opposti passa pel punto comune alle due diagonali ,. 


*) CHASLES, Mémoirés sur la transformation parabolique des propriétés métriques des figures 
(Corréspondance math. de QUETELET, tomes V et VI). 
#5) BOBILLIER, Annales de GERGONNE, tom. XIX. 
#4) PONCELET, Théorie générale des polaires reciproques. — MANNHEIM, Transformation des 
proprietés métriques, ete. Paris 1857. 
| Journal de V École Polytechnique, cahier 13. 
i) De linearum geometricarum proprietatibus generalibus tractatus. 
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Dal porisma di Pappo *): 

“ Se un poligono di » lati si deforma in modo che gli » lati rotino rispettivamente 
intorno ad altrettanti poli fissi situati in linea retta, mentre »— 1 vertici percorrono 
n-—1 rette date, anche l’ultimo vertice descriverà una retta individuata ,; 
sì deduce: 

“ Se un poligono di » vertici si deforma in modo che gli » vertici percorrano al- 
trettante rette date passanti per uno stesso punto, mentre n—1 lati rotano intorno 
ad »—1 punti dati, anche l’ultimo lato roterà intorno ad un punto individuato ,. 

Il teorema di Newton **): 

“ Dato un angolo, si conducano quante trasversali parallele si vogliano; e dai punti 
in cui ciascuna trasversale incontra i lati dell'angolo si conducano due rette passanti 
rispettivamente per due punti dati; il punto di concorso di queste due rette genera 
una conica passante pei punti dati e pel vertice dell’angolo dato ,; 
può essere generalizzato assumendo le trasversali non parallele ma passanti tutte per 
uno stesso punto; in tal caso quel teorema coincide con uno di MacLaURIN ***) e 
BRAIKENRIDGE 7) che può enunciarsi così: 

“ Se i lati di un triangolo variabile rotano intorno a tre punti fissi, mentre due 
suoi vertici scorrono su due rette date, il terzo vertice descrive una sezione conica ,. 

Così enunciato questo teorema dà per suo polare reciproco il seguente: 

“ Se i vertici di un triangolo variabile scorrono su tre rette date, mentre due lati 
rotano intorno a due punti fissi, il terzo lato inviluppa una sezione conica ,,. 

Il succitato teorema di NEWTON può risguardarsi (siccome ha notato lo CHASLES) 
quale generalizzazione del seguente di CAVALIERI TT): 

“ Dato un angolo retto AOB se ne seghino i lati con una serie di trasversali pa- 
rallele, una qualunque delle quali incontri i lati OA, OB in a, 5; il punto d'incontro 
delle aB, DA genera una conica circoscritta al triangolo AOB ,. 

Dal teorema di Sturm i*): 

“ Tre coniche circoscritte ad uno stesso tetragono sono segate da una trasversale 
qualunque in sei punti che formano una involuzione ,; 
sì conclude: 





* Math. Collect., VII, praf. 

##) Principia, I, lemma 20. 

###) Philos. Transactions of the Royal Society of London, for the year 1735. 
|) Exercitatio geometrica de descriptione curvarum. Londini 1733. 

7) Exercitationes geometrica sex. Bononia 1647, 

|*) Annales de GERGONNE, tom. XVII, 
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“ Le sei tangenti condotte da un punto qualunque a tre coniche inscritte nello stesso 
quadrilatero formano un fascio in involuzione ,,. 

Il menzionato teorema di MaccauRrIN fu da lui stesso generalizzato così *): 

“ Se i lati di un poligono variabile rotano intorno ad altrettanti punti fissi, mentre 
tutt’i vertici, meno uno, descrivono linee rette, l’ultimo vertice descriverà una conica ,. 

Da cui: 

“ Se i vertici di un poligono variabile scorrono su altrettante rette date, mentre tutt’ i 
lati, meno uno, rotano intorno a punti dati, l’ultimo lato invilupperà una conica ,. 

Nella nota IX il traduttore dà anche un saggio della trasformazione delle pro- 
prietà metriche delle figure, giovandosi del citato opuscolo del MANNHEIM. 

14. Nella nota III il traduttore offre un breve ma sugoso cenno del metodo delle 
proiezioni — metodo che ha servito di punto di partenza ai progressi della moderna 
geometria e che tanto ha contribuito ad allargare il campo troppo ristretto delle ri- 
cerche dei geometri anteriori. DEesARGUES e PascaL furono i primi ad applicare il me- 
todo della proiezione conica o prospettiva alla teoria delle sezioni coniche. 

Il professor Novi parla anche delle proiezioni stereografiche. Questo metodo, antico 
come l’astronomia, è fondato sui seguenti teoremi: 

1.° La proiezione stereografica d’ogni cerchio esistente sulla sfera è un cerchio 
(teorema di ToLomro) **); 

2.° L'angolo di due circonferenze esistenti sulla sfera è eguale all'angolo delle loro 
proiezioni stereografiche (teorema di RoBERTSON); 

3.° Il centro del cerchio in proiezione è la proiezione del vertice del cono circo- 
scritto alla sfera secondo il cerchio messo in proiezione (teorema di CHASLES). 

Per le proprietà della proiezione stereografica veggansi le memorie di CHASLES, 
QUETELET, DANDELIN negli Annali dì GERGONNE, tomi XVIII e XIX, e nelle Memorie 
dell’Accademia di Bruxelles. 

Di questa teoria lo CHasLes ha fatto una magnifica generalizzazione, sostituendo 
alla sfera una superficie qualunque di second’ordine, e ponendo il centro della proie- 
zione in un punto qualunque dello spazio ***). 

La nota VII (pag. 461) tratta del centro di gravità e del centro delle medie armoniche. 

15. L'ultima nota (pag. 492) versa sulle sezioni coniche. La dottrina di queste linee 
interessantissime sorse nella scuola platonica di Atene, insieme al metodo analitico +) 


*) Phil. Transactions of the Royal Society of London, 1735. 
*#) Planispherium. 
*##) Apercu historique, Note XXVIII. 
i) Alludo all’analisi geometrica degli antichi, non a metodi di calcolo. 
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ed alla teoria de’ luoghi geometrici (380 a. C.). ArIstEo (350 a. C.) scrisse cinque libri 
sulle coniche, che andarono perduti. Scrisse quattro libri anche EucLIpE (285 a. C.) 
che pure si sono perduti. ARCHIMEDE (287-212 a. C.) trovò la quadratura della para- 
bola e il centro di gravità d’un settore parabolico, e misurò i volumi de’ segmenti 
degli sferoidi e de’ conoidi parabolici ed iperbolici *). 

Pel primo ApoLLonIo (245 a. C.) considerò le sezioni piane d’un cono obliquo a base 
circolare **). A lui si devono: le proprietà degli assintoti (II lib.); il teorema che è 
costante il rapporto dei prodotti de’ segmenti fatti da una conica sopra due trasversali 
parallele a due rette fisse, e condotte per un punto qualunque (III, 16-23); le principali 
proprietà de’ fuochi dell’ ellisse e dell’iperbole (III, 45-52); i teoremi esser costante 
l’area del parallelogrammo compreso da due diametri coniugati, e costante anche la 
somma de’ quadrati di questi (VII, 12, 22, 30, 31); il teorema che una trasversale con- 
dotta pel punto comune a due tangenti di una conica è divisa da questa e dalla corda 
di contatto armonicamente (III, 37), ecc. A lui viene attribuito da PapPo anche il famoso 
teorema ad quatuor lineas : 

“ Dato un quadrigono, il luogo di un punto tale che, condotte da esso sotto angoli 
dati due oblique a due lati opposti e due oblique agli altri due lati, il prodotto delle 
prime due oblique sia in rapporto costante col prodotto delle altre due, è una conica 
circoscritta al quadrigono , **) 

Il teorema polare reciproco di questo è stato dato da CHASLES i): 

“ Dato un quadrilatero, l’inviluppo di una retta tale che il prodotto delle sue di- 
stanze da due vertici opposti sia in un rapporto costante col prodotto delle distanze 
dagli altri due vertici è una conica inscritta nel quadrilatero ,,. 

Questi teoremi e gli altri notissimi di PAscaL, BRIANCHON, ecc. ponno dedursi come 
corollari dai due seguenti di CHASLES e STEINER: 

“ Il doppio-rapporto delle quattro rette congiungenti quattro punti dati di una conica 
con un quinto punto qualunque della medesima è costante ,. 

“ Il doppio-rapporto de’ quattro punti in cui quattro tangenti date di una conica 


x 


segano una quinta tangente qualunque della medesima è costante ,. 





*) ARCHIMEDIS, Opera nonnulla a F. COMMANDINO, ete.: Circuli dimensio — De lineis spi- 
ralibus — Quadratura paraboles — De conoidibus et spheroidibus — De arena numero. Ve- 
netiis 1559. 1 

##) APOLLONII PeRGAI, Conicorum libri octo, et SERENI ANTISENSIS, de sectione cylindri et 
coni libri duo. Oxonixe 1710. 

##4) Vedi la dimostrazione di questo teorema in NEWTON, Principia, I, lemma 19. 

{) Correspondance math. de QuerteLET. Bruxelles, tom. V. 
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È noto che cosa s'intende per parametro (latus rectum presso gli antichi) di una 
conica. Giacomo BernouLLI ne dà questa bella definizione *): Data una sezione piana 
di un cono a base circolare, si conduca un piano parallelo alla base e distante dal 
vertice quanto lo è il piano della sezione conica proposta; quel piano segherà il cono 
secondo un cerchio il cui diametro è il lactus rectum o parametro della conica data. Ora 
le tre specie di coniche si distinguono in ciò che il quadrato dell’ordinata (perpen- 
dicolare condotta da un punto della curva sull’asse trasverso) è nell’ellisse minore, nel- 
l’iperbole maggiore, e nella parabola eguale al prodotto del parametro nell’ ascissa 
(segmento dell’asse trasverso compreso fra il vertice e l’ordinata). Appunto da ciò pro- 
vengono i nomi di ellisse, iperbole e parabola **). 

SERENO contemporaneo di Pappo (400 d. C.) dimostrò l'identità delle ellissi risul- 
tanti dal segare un cono o un cilindro **). 

A PRoctLo (412-485 d. C.) commentatore d’ EucLIinE devesi il teorema: 

Se una retta finita scorre co’ suoi termini sui lati di un angolo, un punto di essa 
descrive un’ ellisse T). 

Dopo parecchi secoli, la dottrina delle sezioni coniche venne ampliata da CAVALIERI, 
RoBERVAL, FERMAT, DESARGUES, PascAL, LAHIRE, NEWTON, MACLAURIN, ecc. Primo DESARGUES 
risguardò le diverse coniche come varietà di una stessa curva, e considerò le sezioni 
fatte ad un cono con piani diretti comunque, mentre per lo avanti si era sempre sup- 
posto il cono tagliato da un piano perpendicolare a quello del così detto triangolo per 
l’asse. È celebre il problema di DESARGUES: 

“ Dato un cono che abbia per base una conica qualunque, qual dev’ essere la dire- 
zione di un piano segante, onde la sezione sia circolare? ,. 

A NEwtoNn devesi il teorema ft): 

“ In ogni quadrilatero circoscritto ad una conica la retta che congiunge i punti di 
mezzo delle diagonali passa pel centro ,; 
ed anche il seguente che contiene la sua famosa descrizione organica delle coniche 7°): 

“Due angoli di grandezze costanti ruotino intorno ai loro vertici, mentre il punto comune 
a due lati descrive una retta; il punto comune agli altri due lati descriverà una conica ,,. 





*) IacoBI BERNOULLI, Opera; Geneva, 1744; I, pag. 419. 

*#) Pappi AL. Math. Coll., VII. 

###) SERENI ANTISENSIS, de sectione cylindri et coni libri duo. Oxoniz 1710. 

i) ProcLI DiapocHI Lycu in primum Euclidis Elementorum librum Commentariorum ad 
universam mathematicam disciplinam principium eruditionis tradentium libri quatuor, Pa- 
tavii 1560. 

TT) Principia, lemma 25, coroll. 3. 

{*) Ibid. lemma 21. 
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Se in questo enunciato si suppone un angolo nullo e il suo vertice a distanza infinita, 
si ha un altro teorema, già dato dall'olandese GrovannI DE WITT: 

“ Un angolo di grandezza costante roti intorno al suo vertice, e pel punto in cui un 
suo lato incontra una retta fissa si conduca una retta in direzione data; il punto in 
cui questa retta incontra l’altro lato genera una conica ,. 

Le teoriche moderne hanno fatto scoprire innumerevoli nuove proprietà delle co- 
niche, le quali sono divenute in certo modo il campo in cui quelle poterono ad esube- 
ranza spiegare la loro maravigliosa fecondità. 

Gli studiosi che si applicheranno alla lettura del libro di cui qui ci occupiamo, 
troveranno nella nota X aggiunta dal traduttore le più interessanti proprietà delle 
coniche esposte con un metodo che per la sua elegante semplicità veramente corri- 
sponde allo spirito della scienza attuale. 

16. Ritornando al nostro testo, dal quale troppo ci siamo dilungati, il libro terzo è 
seguito da buon numero di quesiti proposti. Fra i primi vi scorgiamo il celebre pro- 
blema: 

“ Inscrivere in un cerchio un triangolo i cui lati, prolungati se occorra, passino per 
tre punti dati ,. 

Questo problema nel caso particolare che i tre punti dati siano in linea retta trovasi 
risoluto in Pappo *). Preso nella sua generalità venne proposto nel 1742 da CRAMER 
a CastigLIONE. Questi ne lesse nel 1776 la soluzione all'Accademia di Berlino. Era 
presente a quella lettura il sommo LAGRANGE, il quale nel dì seguente mandò al Casti- 
GLIONE una sua elegante soluzione algebrica. Lo stesso problema venne poi risoluto in 
nuova maniera da Grorpano di Ottajano, giovinetto napoletano allora sedicenne. Questi 
nello stesso tempo imaginò e risolvette il problema più generale d’inscrivere in un 
cerchio un poligono di un numero qualunque di lati obbligati a passare per altrettanti 
punti dati **): problema del quale sono poi state date altre soluzioni da MaLrattI ***) e 
da Scorza T). 

GERGONNE risolvette #7) il problema di CRAMER esteso ad una conica, ed anehe il 
problema correlativo: circoscrivere ad una conica un triangolo i cui vertici cadano su 
rette date. Il problema generale della circoscrizione di un poligono fu risoluto da En- 
CONTRE & STAINVILLE f*). 

* Math. Collect., VII, 117. 

**) Geometria di sito di V. FLAUTI. 

###) Memorie della Società Italiana, tomo IV. 

*) Geometria di sito. 

TT Annales de GERGONNE, tom. I. 
|) Ibidem, 
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Problema analogo è il seguente: 

In un dato poligono inscriverne un altro dello stesso numero di vertici, i cui lati 
debbano passare per altrettanti punti dati; problema risoluto da SERvOIS, GERGONNE, 
LuuILieR *), STEINER **), ecc. Sull’ argomento dell'iscrizione de’ poligoni ne’ poligoni 
esiste un apposito trattato di Luca PaccioLo ***). 

I problemi 7-14 del testo (pag. 127) sono quelli de tactionibus di ApoLLonio. Essi 
ponno considerarsi come compresi in quest’unico: descrivere una circonferenza tangente 
a tre date; osservando che un punto può risguardarsi come una circonferenza di raggio 
nullo ed una retta come una circonferenza di raggio infinito. La prima soluzione di 
questo problema fu data da Virrta nel suo Apollonius Gallus. Più tardi se ne occupò 
CAMERER 1). Nel secolo presente furono date semplici soluzioni da FERGOLA nel 1809 it), 
da GERGONNE nel 1814 i*), da PLùckeR nel 1828 tit) e da altri. 

Al numero 22 leggiamo un teorema di ARrcnIMEDE Ti*): 

“Se per un punto qualunque preso nel piano di un cerchio si conducono due se- 
ganti perpendicolari fra loro, la somma de’ quadrati de’ quattro segmenti è costante ,. 

17. Il quarto libro tratta delle proprietà metriche delle figure, e dividesi in sei 
capitoli: Misura delle superficie piane. — Relazioni fra i lati di un triangolo. — Rela- 
zioni fra è lati di un quadrilatero. — Poligoni regolari. — Misura della circonferenza ed 
area del cerchio. — Costruzione delle figure equivalenti. 

A pag. 145 si danno due dimostrazioni del teorema di PitAGORA sul triangolo ret- 
tangolo; un’altra dimostrazione è aggiunta dal traduttore a pag. 141. Forse nessuna 
proposizione di geometria venne dimostrata in tante maniere diverse come questa. 
È degna d’esser notata una dimostrazione intuitiva dovuta al geometra persiano NAsIR- 
Eppin da Thus, che visse nel secolo tredicesimo e fece un commento su Euctipe i**). 
Tre interessanti dimostrazioni, oltre la notissima di EucLIpE, leggonsi nell’eccellente 
libro: Lekrbuch der Geometrie zum Gebrauche an hòheren Lehranstalten, von D. E. HEIS 


*) Annales de GERGONNE, tom. II. 
*#) Systematische Entwickelung der Abhingigkeit geometrischer Gestalten von einander. 
##*) Libellus in tres partiales tractatus, ete. Vedi anche la memoria del professor BORDONI: 
Sul moto discreto di un corpo. i 
) APoLLONII, De tactionibus quae supersunt ac maxime lemmata PAPPI în hos ibros, ete. 
Gotha 1795. 
it) Vedi Geometria di sito di V. FLAUTI. 
|) Annales de GERGONNE, tom. IV. 
Ti) Analytisch-geometrische Entwicklungen. Band I. 
7%) Assumptorum liber, prop. T. 
{#*) Questo commento fu publicato in Roma 1594. 
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und V.J. EscaweIiLer; Koln 1858 (pag. 74 e seg.). Altra dimostrazione assai semplice 
dello stesso teorema trovasi nell’opera dell’indiano BHASCHARA-ACHARYA intitolata: 
Bija Ganita or the Algebra of the Hindus, by E. StracHEY (London 1813). 

Fra le proposizioni del secondo e terzo capitolo non troviamo il bel teorema di 
Pappo *): “ Se sopra due lati AB, AC di un triangolo ABC si costruiscono due paral- 
lelogrammi qualisivogliano ABDE, ACFG, sia H il punto d’incontro de’ lati DE, FG, 
prolungati se occorra; la somma de’ due parallelogrammi nominati è equivalente al 
parallelogrammo i cui lati siano rispettivamente eguali e paralleli alle BC, AH ,. 

Dal quale si conchiude facilmente il teorema di VarIGNON **) su cui riposa in mec- 
canica la teoria de’ momenti: 

“ Se sopra due lati e la diagonale uscenti dallo stesso vertice di un parallelogrammo 
si costruiscono tre triangoli aventi un vertice comune in un punto qualunque, la somma 
algebrica de’ primi due triangoli sarà eguale al terzo ,. 

A pag. 152 troviamo la formola che esprime l’area di un triangolo in funzione 
de’ lati. Sarebbe stato bene dare in seguito anche la formola affatto analoga pel te- 
tragono inscrittibile nel cerchio. L’enunciato geometrico della formola relativa al trian- 
golo è il seguente: 

“ Un triangolo equivale ad un rettangolo di cui un lato è medio proporzionale geo- 
metrico fra il semiperimetro e la differenza fra il semiperimetro e un lato, e l’altro 
sia medio proporzionale geometrico fra le differenze del semiperimetro cogli altri 
due lati ,. 

Similmente si enuncia il teorema sul tetragono inscrittibile. Il teorema sul triangolo, 
che dapprima si attribuiva a NitcoLò TARTAGLIA ***) e poi all’arabo MoHAMMED-BEN-MUSA #) 
che viveva alla corte del califfo Al-Mamoun di Bagdad (nono secolo), ora è accertato, 
per le indagini del VENTURI, essere dovuto ad EronE ALESSANDRINO, detto l’antico tt), 
che visse dugent’ anni prima di Cristo. Il teorema sul tetragono inscrittibile che in 
Europa venne trovato da EuLERO *), appartiene per priorità di tempo, all’ indiano 
BranmecuPTA tit) (sesto secolo d. C.). L’opera di questo geometra venne tradotta dal 


©) Math. Cottect., IV. 01. 
##) Mémoires de l’ Académie des sciences de Paris, an 1719. 
#54) General trattato de numeri et misure. Parte IV. Venezia 1560. 
i) MS. Verba filiorum Moysis, fili Schaker, M. MAHUMETI, HAMETI, HASEN (vedi: LIBRI, 
Histoire des sciences mathématiques en Italie ). 
i) Vedi la Diottra, opuscolo di ERONE scoperto e publicato dal VENTURI. 
{#) Novi Commentarii Petrop., tom. I. 
ii) Algebra with Arithmetic and Mensuration from the sanscrit of BRAHMEGUPTA and BuÙa- 
SCARA, translated by CoLEBROOKE. London 1817. 


(a) 
(©, 
(SI 
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sanscritto e fatta conoscere in Occidente solo nel 1817. L’illustre CnasLes ha deci- 
frato e chiaramente interpretato le proposizioni troppo oscuramente enunciate nel 
testo del matematico indiano. Nel quale, oltre i due teoremi risguardanti l’area del 
triangolo e del tetragono, trovansi molte altre belle proprietà, di cui ecco qualche 
esempio: 

“Il prodotto di due lati di un triangolo diviso per la perpendicolare abbassata sul 
terzo lato dal vertice opposto è eguale al diametro del cerchio circoscritto ,. 

“ Nel tetragono inscrittibile, se le diagonali sono ortogonali, il quadrato del diametro 
del cerchio circoscritto è eguale alla somma de’ quadrati di due lati opposti ,. 

“ L’area del tetragono inscrittibile, se le diagonali sono ortogonali, è eguale alla 
somma de’ prodotti de’ lati opposti ,. 

“ In un tetragono inscrittibile che abbia le diagonali ortogonali la perpendicolare ad 
un lato condotta dal punto comune alle diagonali passa pel punto medio del lato opposto ,. 

A proposito del tetragono inscrittibile osserva lo CHasLEs (Apergu historique) che 
coi quattro lati «, d, c, d del medesimo si ponno formare altri due tetragoni abde, acbd 
inscrittibili nello stesso cerchio; questi tetragoni hanno in tutto tre diagonali e sono 
tra loro equivalenti. Si ha inoltre il seguente teorema dovuto ad ALBERTO GIRARD *): 
“ il prodotto delle tre diagonali diviso pel doppio del diametro del cerchio circoscritto 
è eguale all’area di ciascuno dei tre tetragoni ,. 

A pag. 153 del testo troviamo un teorema di SERENO **): 

“La somma de’ quadrati di due lati di un triangolo è eguale a due volte la somma 
de’ quadrati della metà del terzo lato e della sua mediana ,. 

A pag. 160 troviamo il notissimo teorema di ToLomro #**) sul tetragono inscritto nel 
cerchio: “ Il rettangolo delle diagonali è eguale alla somma de’ rettangoli de’ lati 
opposti ,. Il teorema reciproco è stato dimostrato da FORSTEMANN T). 

18. Anche il quarto libro è seguito da buon numero di quesiti proposti per esercizio 
de’ lettori. I primi si aggirano sulla divisione delle figure. Il libro più antico che 
tratti di questa materia e che ci sia rimasto è la Diottra di Erone. Ma su di ciò 
aveva scritto anche EucLIipe, e CHASLES opina che a lui appartenga il trattato che 
va sotto il nome di Maomerto BagpapINO (secolo decimo) #7). Questa parte di geome- 
tria fu con certa predilezione coltivata dagli Arabi e poi dai matematici italiani del 


*) Trigonometria, La Haye 1626. 
##) De sectione conì, 16. 
###) Almagestum, I, 9. 
) Giornale di CRELLE, tomo 13. 
tt) De superficierum divisionibus liber MAcHoMmETO BAGDADINO adscriptus, nunc primum 
JOHANNIS DER Londinensis et FEDERICI COMMANDINI Urbdinatis opera in lucem editus. Pisauri 1570. 
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secolo tredicesimo e successivi: LeonaRDO Bonacci *), Luca PaccioLi **), NicoLò TAR- 
TAGLIA ***), ecc. 

A pag. 197 si domanda qual sia il luogo geometrico di un punto tale che la somma 
de’ quadrati delle sue distanze da più punti dati sia eguale ad una quantità data. 
Risposta: il luogo richiesto è una circonferenza; teorema di RoBERVAL f). 

A pag. 194 si propone il problema: trovare entro un triangolo un punto tale che 
congiunto ai vertici dia tre triangoli equivalenti. Questo problema è di OkRoNZIO 
FINEo TT). 

18. Termino ciò che mi ero proposto di dire intorno alla parte del testo che tratta 
della geometria piana, coll’osservare che forse il traduttore avrebbe fatto bene d’am- 
pliare il numero de’ quesiti proposti, più di quanto egli abbia fatto, includendovi certi 
problemi cha hanno molta importanza per sè, o che sono divenuti celebri nella storia 
della scienza. A cagion d’esempio: 

Il problema di Lagrange #*): Dati tre punti A, B, C trovare la base comune de’ tre 
triangoli AXY, BXY, CXY conoscendo le differenze de’ loro angoli ne’ vertici A, B, C, 
non che i rapporti fra i rapporti AX: AY, BX: BY, CX: CY de’ loro lati. 

Il problema di Lamè tt): Costruire un triangolo conoscendone due lati e la bisettrice 
dell'angolo da essi compreso. 

Il problema: Determinare il punto da cui sono veduti i lati di un dato triangolo 
sotto angoli dati. 

Il problema di FeRrgoLa #1*): Date tre circonferenze aventi un punto comune, con- 
durre per questo una retta in modo che negli altri punti di segamento venga divisa 
in due parti di rapporto dato. 

(Di questi quattro problemi ponno vedersi le semplici soluzioni ottenute col me- 
todo delle equipollenze dal professor BeLLavItIs 7**)). 

Il problema di MaLraTTI: In un dato triangolo descrivere tre cerchi che si tocchino 
fra loro e ciascuno de’ quali tocchi due lati del triangolo; 


*) Practica Geometria, 1220. 
## Summa de Arithmetica et Geometria, etc. 1494. 
###) General trattato, ecc., c. 5. 
) Divers ouvrages de math. et physique par MM. de lVAcadémie R. des sciences. Paris 1693. 
*7 OronTI Finzi Delphinatis, de rebus mathematicis hactenus desideratis libri quatuor. 
Lutetia Parisiorum 1556. 
|) Mémoires de l’ Académie de Berlin pour 1779. 
ii) Examen des differentes méthodes employées pour résoudre les problèmes de geometrie, 
1818. 
75) Memorie dell Accademia di Napoli, 1788. 


|#*) Sposizione del metodo delle equipollenze, pag. 27 e seg. 
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del quale SrerneR *) ha dato una semplicissima soluzione ed una generalizzazione nel 


seguente: 
Dati tre cerchi descriverne tre altri che si tocchino fra loro e ciascuno de’ quali 


tocchi due de’ dati. 
Due problemi trattati da PLùcKeR **), cioè: Descrivere una circonferenza che seghi 


tre circonferenze date sotto angoli dati; 
Descrivere una circonferenza che seghi quattro circonferenze date sotto angoli 


eguali. 
Ecc., ecc., ecc. 


Cremona, 28 marzo 1859. 


Dort. Luisi CREMONA ***). 


*) CRELLE, tomo I.° 

##) Analytisch-geometrische Entwicklungen, Band .I, pag. 119 e seg. 

###) Ora che il giogo straniero non ci sta più sul collo a imporci gli scelleratissimi testi 
di MozxIK, TOFFOLI, ecc., che per più anni hanno inondate le nostre scuole, e le avrebbero 
del tutto imbarbarite se tutti maestri fossero stati docili a servire gl’interessi della ditta 
GEROLD — ora sarebbe omai tempo di gettare al fuoco anche certi libracci di matematica che 
tuttora si adoperano in qualche nostro liceo e che fanno un terribile atto d’accusa contro chi 
li ha adottati. Diciamolo francamente: noi non abbiamo buoni libri elementari che siano ori- 
ginali italiani e giungano al livello de’ progressi odierni della scienza. Forse ne hanno i Na- 
poletani che furono sempre e sono egregi cultori delle matematiche; ma come può aversene 
certa notizia se quel paese è più diviso da noi che se fosse la China? I migliori libri, anzi gli 
unici veramente buoni che un coscienzioso maestro di matematica elementare possa adottare 
nel suo insegnamento, sono i trattati di BERTRAND, AMIOT e SERRET, così bene tradotti e 
ampliati da quei valenti toscani. I miei amici si ricorderanno che io non ho cominciato oggi 
ad inculcare l’uso di quelle eccellenti opere. 


Milano, 9 maggio 1860. 





29. 


INTORNO AD UN’OPERETTA DI GIOVANNI CEVA 


MATEMATICO MILANESE DEL SECOLO XVII. 


Rivista ginnasiale e delle Scuole tecniche e reali, t. VI (1859), pp. 191-206. 


Intendo parlare di un breve opuscolo, stampato in Milano nel 1678 ed avente per 
titolo: De lineis rectis se invicem secantibus statica constructio. Ne è autore GIOVANNI 
Ceva, milanese, una nostra gloria dimenticata o poco nota fra noi, malgrado che un 
illustre geometra straniero, il signor CHAsLES, ne abbia fatto onorevole menzione nella 
sua celebre opera: Apercu historique sur Vorigine et le développement des méthodes en 
geometrie. 

L’opuscolo di cui si tratta è dedicato a FERDINANDO CARLO duca di Mantova. 

Nel proemio narra l’autore com’egli adolescente cercasse negli studî un conforto 
a’ suoi infortunî. Dedicatosi alla geometria, quae et rerum varietate et genere ipso caeteris 
(scientiis) amteire visa est, innamorato delle somme opere di APoLLONIO, ARCHIMEDE, 
Pappo e degli altri grandi antichi, sciolse le vele ai venti sperando che alcun caso 
felice gli facesse trovare nuovi lidi e inesplorate regioni. Come tutti i geometri di quel 
tempo, incominciò suoi tentativi vaneggiando dietro la quadratura del cerchio. Quante 
illusioni, quanti disinganni in quelle inutili ricerche! Ter mihi conciliata recti et curvi 
dissidia insommes noctes persuasere, ter normam fugit figura contumax et tenax sui. Tamen, 
ut frustratis semel iterumque laboribus lux aliqua spesque nova subinde oriebatur, tandiu 
relabenti saxo Sisyphus pervicar inhaesi, donec adhibita novissime irrito successu indi- 
visibilia Cavalleriù omnem animi pertinaciam domuere. Visto adunque riuscir vano ogni 
sforzo; cadutagli anco l'estrema speranza riposta in quel potente stromento di ricerche, 
che è grande gloria del nostro CAVALIERI; mancando oltracciò a quel tempo il mezzo 
di convincersi a priori della vanità di quei tentativi, il CEvA stimò che non senza alto 
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consiglio fosse posto tal freno alle menti umane, e accettò come dono di Dio e con- 
forto alle patite delusioni quelle novità in cui ebbe a scontrarsi, e che formano il sog- 
getto del libro. Imperocchè (com’ei continua a narrare) messi da parte gli ordinari 
apparati dell’antica geometria, giovandosi invece di considerazioni desunte dalla mec- 
canica, gli avvenne di scoprire cose certamente nuove per quel tempo. La novità e 
l’efficacia del metodo da lui trovato lo persuasero a farlo di pubblica ragione, lusin- 
gandosi che altri avesse a perfezionare ed ampliare l’opera sua. Vana speranza, poichè 
pare che il suo libro passasse immeritamente inosservato o cadesse presto nell’obblio. 

La ingenua modestia di quel giovane, certamente nato e cresciuto a nobilissimi 
sensi, risplende soprattutto nella conclusione del proemio. Non desiderio di fama, ei 
dice, lo spinse a pubblicare questo libro, poichè qual fama sperare in tanta abbon- 
danza e celebrità di autori? Solo confida e fa voti che il suo lavoro riesca di alcuna 
utilità e compendiosità nelle ricerche geometriche. Chiede perdono al lettore, s° ei 
troverà parecchie cose quibus desit suprema manus, e se ne scusa con ciò che dallo 
studio troppo lo distrassero altre cure ed anche amicorum et familiarium querimoniae 
male in his collocatum iuventutis florem existimantium. Che se pur qualche cosa parrà 
non del tutto spregevole, l’autore invita ad averne intera gratitudine al suo maestro 
Donato ROSSETTI, cuius primis institutionibus, si quid in me est bonarum artium, debeo. 

I pregi di questo opuscolo sono molti e lo rendono degnissimo d’essere meglio 
conosciuto. Mirabile la semplicità e l'eleganza del metodo statico col quale l’autore 
svolge la maggior parte del suo lavoro. Soprattutto reca sorpresa il trovare qui alcuni 
elegantissimi teoremi che si direbbero appartenere alla moderna geometria segmentaria, 
e che infatti vennero generalmente attribuiti a geometri posteriori al CEVA. 

L’opuscolo consta di due parti, la prima delle quali soltanto corrisponde al titolo 
del libro. Essa sì divide in due libri, ciascuno distinto in proposizioni. Il primo libro 
incomincia con certi assiomi e lemmi che sono propri della statica ed invero si riferi- 
scono ai centri di gravità de’ sistemi discreti. Poi seguono cinque proposizioni fonda- 
mentali, che l’autore denomina elementi. Il secondo elemento può enunciarsi così: 

Dai vertici A, B, C di un triangolo qualsivoglia ABC (fig. 1.8) sì conducano tre rette 
concorrenti in uno stesso punto O e incontranti rispettivamente i lati opposti ne’ punti 
A', B', C; inoltre ai vertici A, B, C sì suppongano applicati tre pesi (0 tre forze paral- 
lele in direzione arbitraria) di grandezze proporzionali ad a,b,c, per modo che si abbia : 


(1) a:b=BC': AC' a:e= CB : AB 
allora ne seguirà: 


(2) b:c= CA': BA' 


Cremona, tomo I. 14 
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ed inoltre: 
bte: a=A0 : A'O 
(3) cade BOBO 
atd:ce=CO : CO. 


Dimostrazione. In causa delle (1) il centro di gravità comune de’ pesi applicati 
in Ae B è C,, ed il centro dei pesi applicati in 
A e C è B. Dunque il centro de’ tre pesi a, d, c 
dovrà cadere sì sulla C'C che sulla B'B, cioè sarà 
il punto O comune a queste due rette. Per con- 
seguenza il centro de’ pesi d, c dovrà essere nella 
AO, ossia cadrà in A'. Dall’essere O il centro 
de’ due pesi 04 c ed a applicati l’uno in A' e 
È ni °  Laltro in A segue la prima delle relazioni (3). 





Analogamente si dica delle altre due. 
Se l’enunciato del precedente teorema si ristringe alla figura che risulta togliendo 
dalla 1.8 le rette AA’ e BC si ha l’elemento primo. Il quinto elemento può enunciarsi così: 
Sui lati di un quadrigono qualsivoglia (piano o gobbo, convesso 0 concavo) ABCD 
(fig. 2.2 e 3.*) sè fissino quattro punti E, F, G, H în modo che fra i segmenti risultanti 


sussista la relazione seguente: 
(4) AK, BR COLD H=> BESFCECZOGAATI 


le rette EG, FH giaceranno sempre in uno stesso piano e si segheranno in un punto I. 
Se inoltre ai vertici del quadrigono si applichino quattro pesi a,b, c, d în modo che si 
abbia : 


(5) ab = BECTAR A to — URB boe i UOC 
allora sarà inoltre: 

(6) d:a=AH: DH 

e: 

(7) at+d:b+c=FI: HI, a+db:c+d4=GI: EI. 


Dimostrazione. Si moltiplichino fra loro, termine a termine, le proporzioni (5); 


risulterà: 
ra BE CESEDO SSA Hob He: 


Ma la relazione (4) può scriversi anche così: 


BE. CERSDGRA ERE SC DHESAH 
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dunque si avrà: 
aa DHX AH 


il che dimostra la sussistenza della (6). Le relazioni (5) e (6) esprimono che E è il 
centro di gravità de’ pesi a, 9, F è il centro de’ pesi d, c, G è il centro de’ pesi c, d, 
ed H è il centro de’ pesi d, a. Dunque il centro de’ quattro pesi a, 6, c,d dovrà tro- 
varsi tanto nella EG che nella FH; ossia queste due rette devono giacere in uno stesso 





H D 


piano e segarsi nel punto I centro de’ quattro pesi suddetti. Dall’ essere I il centro 
de’ due pesi a+d, b+c applicati in H, F, ed anche il centro de’ due pesi a +d, c+d 
applicati in E, G seguono evidentemente le relazioni (7). A ciò che precede possiamo 
aggiugnere quanto segue. Sulle rette AC, BD diagonali del quadrigono prendansi due 
punti K,L per modo che sia: 


alkie--URSPA Ra ba= DI BE 
la retta KL passerà anch'essa pel punto I e si avrà: 
atc EAST] Shia 
Moltiplicando fra loro, termine a termine, le proporzioni: 
ore LA Koei Das 6 BIE SD a AE BE 
sì ottiene l’ eguaglianza: 
CREDGRBLCAR-ARE COS DLEE BE: 
così pure dalle proporzioni: 


onice CK: AK, eib=BE CF, db: d=DL: BL, d:a=AH:DH 
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si ha la: 
CROUBESDISAH=ARSCESBL*DH% 


Il che prova che la proprietà espressa dal teorema superiore (elemento quinto) sus- 
siste simultaneamente pei tre quadrigoni ABCD, ACDB, ACBD aventi i vertici ne’ me- 
simi quattro punti A, B, C, D. 

Se nella fig. 2.* sì riuniscono in un solo i punti B, F, C si ha l'elemento terzo. 

Se nella fig. 3.* si suppone che il punto I cada nell’intersezione dei lati AB, CD 
si ha l’elemento quarto. 

Nelle numerose proposizioni che tengono dietro sì espongono svariate proprietà che 
sono tutti corollari de’ citati elementi. Parecchie di tali proposizioni sono problemi 
ne’ quali, supposti conosciuti alcuni de’ rapporti fra i segmenti rettilinei che entrano 
nella figura di un elemento, si cercano tutti gli altri. 

Nel secondo elemento, se si moltiplicano fra loro, termine a termine, le proporzioni: 


bie=CA" BA" cca —' ABU PE BOCENI 
si ha l'eguaglianza: 
(8) CARCABE BO ==BA GRETA 


ossia: 


Se dai vertici di un triangolo sì conducono tre rette passanti per uno stesso punto, 
esse determinano suì lati opposti sei segmenti tali, che il prodotto di tre non aventi termini 
comuni è eguale al prodotto degli altri tre. 

Questo bel teorema, ora ben noto come uno de’ principali nella teorica delle tra- 
sversali, è interamente dovuto al nostro Ceva. Prima che il signor CHastes gliene 
rivendicasse il merito, lo si attribuiva a Giovanni BerNoULLI. Noi lo chiameremo él 
teorema di CEVA. 

Dalle (3) si ricava: 


a+b+e: a=AA': A'O 

at+b+c:6=BB':B'O 

a4+b+e:ece=CC0':C0 
da cui: 

AOREBOTRICO 
È) — pl Lota 
(0) AA' BB'* CO 





| 
| 
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Così dalle medesime (3) si deduce: 


a+b+4c: b+e=AA': A0 
a+b+c: c+a=BB':BO 
a+bte: a+b=CC':C0 
e però: 
NORTE CO 
50 notato? 

Le equazioni (9) e (10) esprimono altrettanti teoremi, ossia sono altrettante forme 
del teorema di CkvA: 

Daì vertici dì un triangolo sì tirino tre rette passanti per uno stesso punto e ter- 
minate ai lati opposti. Ciascuna di queste tre rette è divisa dal punto comune in due 
segmenti, l’uno adiacente a un vertice, l’altro adiacente al lato opposto. La somma 
de’ rapporti de’ primi segmenti alle intere rette è equale a 2. La somma de’ rapporti 
degli altri segmenti alle intere rette è eguale all’unità. 

Continuando ad occuparci della figura 1.* osserviamo che i triangoli BA'O, AB'O 
hanno un angolo eguale, e però per un noto teorema (Geometria del LEGENDRE, lib. III, 
prop. 24) si avrà: 

BAOCABO=:BOSA0TRAOSBO 
analogamente: 

CR'OaBGO=C0#B0=B0ON CO 

AGORCAO—=R05 00 COSA 


Queste proporzioni moltiplicate fra loro danno: 


BA'O . CB'O. ACO=  ABO . BC . CAO 
ossia: 

Se dai vertici dì un triangolo sì tirano tre rette passanti per uno stesso punto, esse 
danno luogo a sei nuovi triangoli tali, che il prodotto delle aree di tre non consecutivi è 
eguale al prodotto delle aree degli altri tre. 

Se nella fig. 1. si tira la retta B'C' i triangoli ABC, AB'C' avendo un angolo co- 
mune, danno: 

ABG:: ABO= AB. AGCLAB'L AC, 

Ora dalle (1) si ha: 

AB:AC=a+b:b 
AC:AB'=a4+c:c 
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quindi: 
AB. AC: AB'.AC=(a+d)(a+c):de 


e per conseguenza: 


(11) ABC: AB'C' = (a+4-d) (a+4c):bde. 
I triangoli 0BC, OB'C, avendo un angolo eguale, danno analogamente: 
OB0=0B!IC=0BR0CGO BIO 
ma moltiplicando fra loro la seconda e la terza delle (3) si ha: 
OB. OC: OB'. 0C'= (a +45) (a+c): de 
quindi: 
(12) OBC : 0B'C'=(a+0)(a+c):bde. 
Dal confronto delle (11) e (12) concludiamo pertanto: 
ABC: ABC = OBC : OB'C 
formola esprimente un teorema. Analogamente si trova: 
ABC: ABC'= OCA : OC'A' 
ABC: ABC=0AB : OAB' 
le quali danno facilmente le due seguenti eguaglianze: 
AB'C'. OBC + BC'A'. OCA +- CA'B'. OAB= ABC. A'B'C' 


OB'C'. OCA. OAB 
ARG BON * CAB 





= 1, 


esprimenti due eleganti teoremi. 
Dal suo primo elemento il CEvA deduce un teorema che certamente egli ignorava 
essere antico. Dalle (1), (2) e (3) si hanno le proporzioni: 


AC':BC=bd:a, BO: B'O=c+a:5, BC:AC=a:c4a 
le quali moltiplicate fra loro somministrano: 
ACCIBO RR O=BOEEBOZAU, 


Questa formola applicata al triangolo ABB' segato dalla trasversale CC' dà il 
teorema: 
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Una trasversale qualunque determina sui lati di un triangolo sei segmenti tali che il 
prodotto di tre non aventi termini comuni è eguale al prodotto degli altri tre. 

È questo un teorema notissimo e fondamentale nella geometria segmentaria. L’opera 
più antica in cui lo si trovi è il trattato di geometria sferica di MeNELAO (80 anni 
dopo C.); volgarmente però lo attribuiscono a ToLomeo (vissuto nel secolo successivo), 
forse perchè l’Almagesto è opera meglio letta di quella di MENELAO. 

Il teorema medesimo si estende, com’ è noto, ad un poligono qualsivoglia (CARNOT, 
Essai sur la théorie des transversales ). 

L’autore applica il suo metodo anche alla dimostrazione di proprietà conosciute. 
Ai vertici di un triangolo ABC (fig. 1.*) si suppongano applicati tre pesi, tali che si 
abbia: 

asbae = DUE GATA BI 


Sia A' il centro di gravità dei pesi d, c applicati in B, C; avremo 
BARCA O ARA 


dunque, per un noto teorema (LEGENDRE, lib. III, prop. 17), la retta AA’ sarà la biset- 
trice dell'angolo A. Analogamente le rette BB', CC' saranno le bissettrici degli angoli 
B, C. Dunque, in virtù del secondo elemento, arriviamo al noto teorema: 

Le bisettrici degli angoli interni dì un triangolo qualunque concorrono in uno stesso 


punto. 
Ai vertici di un triangolo ABC (fig. 4.*) si suppongano applicate tre forze parallele 
a,b, c, la prima delle quali sia in senso / , 


contrario alle altre due, ed inoltre si abbia : 
arb:e= BC: CA: AB. 


Allora il punto A' cadrà fra B e C, ma 
B', C' cadranno ne’ prolungamenti de’ lati i 
CA, AB; AA' sarà la bissettrice dell'angolo , - s 
interno A, mentre BB' e CC' saranno le 
bissettrici degli angoli esterni supplementi degli interni B e C. Avremo quindi: 

In un triangolo le bissettrici de’ supplementi di due angoli e la bissettrice del terzo 





angolo concorrono in uno stesso punto. 

Se i pesi applicati ai vertici del triangolo ABC (fig. 1.) sono eguali, A', B', ©’ sono 
i punti medî de’ lati, epperò: 

Le tre mediane di un triangolo concorrono în uno stesso punto. 

Ai vertici del triangolo ABC siano applicate tre forze parallele @,d,c tali che si 
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abbia: 
‘0 SRO AGRO AGRA 
do sins AU eron(ì 





avremo quindi: 
BA':CA'=c:b=AB.cosB:AC.cosC. 


Ma AB. cos B e AC. cos C sono i valori de’ segmenti in cui il lato BC è diviso dalla 
perpendicolare condotta su di esso dal vertice A; dunque AA’ è perpendicolare a BC. 
Così BB' e CC’ sono perpendicolari rispettivamente a CA ed AB. Concludiamo per- 
tanto che: 

Le tre altezze di un triangolo passano per uno stesso punto. 

Dallo stesso secondo elemento l’autore ricava anche teoremi della geometria a tre 
dimensioni. Basti addurre il seguente esempio (lib. I, prop. 23): 

Sia OABC un tetraedro (fig. 5.°); sugli spigoli OA, OB, OC siano presi ad arbitrio 
è punti a', b', c'; sì tirino le rette Bc’, Cb' concorrenti in a; Ca', Ac' concorrenti in b; 

Ab', Ba’, concorrenti în c; indi si tirino le 


A Oa, Ob, Oc, che incontrino BC, CA, AB ri- 

4 a spettivamente in A', B', C'. 
A Ù, i DI \ Fig. 5. Si dichiara che le rette AA', BB', CC 
VAN) SII Do passano per uno stesso punto 0, e che le Aa, 
j asc a Bb, Cc, 00, A'a', B'b', C'e', passano pure per 


uno stesso punto F. 

Dimostrazione. Ai vertici A, B, C, 0 del 
tetraedro s’intendano applicati quattro pesi 
a, }, 7, è in modo che sia: 

oi: —VERTAGIABZIO=AIVIE EE 

CORO ARA 





allora, per l'elemento secondo, A' sarà il centro de’ pesi f, , B' il centro de’ pesi , a, 
e C' quello de’ pesi «, f: dunque le rette AA', BB’, CC' concorreranno nel centro 0 
de’ pesi «, f}, 1. Essendo del pari a, d, c i centri delle tre terne di pesi f]d, Yad, «pè, ne 
segue che le rette Aa, Bb, Cc, 00 devono incrociarsi nel centro F_ de’ quattro pesi 
a, B, 1,9. D'altra parte a' è il centro de’ pesi 2, è ed A' quello de’ pesi f,; dunque 
la retta A'a' dovrà anch’essa passare per F. Lo stesso vale per le rette B'd', C'e. 

Se i quattro pesi 2, , ,ì sono eguali, il teorema precedente somministra le no- 
tissime proprietà: 

Le rette che congiungono î punti medi degli spigoli opposti di un tetraedro passano 
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per uno stesso punto. I seì piani che passano rispettivamente per è sei spigoli e dimezzano 
gli spigoli opposti passano per uno stesso punto. 
Da ultimo riporterò un elegante teorema che il signor CHasLes ha osservato essere 
una diversa espressione del teorema di Ceva. Avendosi (fig. 1.°): 
AO 6 4e AC b AB e 


OMR 
ne segue: 
AO AC. AB 
xO 7” BO * 0B'° 





Ora la fig. 1.* rappresenta un quadrigono AB'OC' di cui AO è una diagonale e BC 
è la retta che congiunge i punti di concorso de’ lati opposti. Dunque: 

In ogni quadrigono la diagonale che parte da un vertice divisa pel suo prolunga- 
mento sino alla retta che congiunge i punti di concorso de’ luti opposti è eguale alla somma 
de’ lati uscenti dallo stesso vertice divisi rispettivamente pe’ loro prolungamenti sino ai 
lati opposti. 

Importanti conseguenze l’autore ricava anche dagli altri tre elementi. A cagion 
d’esempio dal quinto elemento emerge il teorema seguente (fig. 6.2): 

Sia ABCDE una piramide a base quadrangolare, il cui vertice sia il punto E. Sugli 
spigoli AE, BE, CE, DE sè fissino ad arbitrio è quattro punti a',b", c', d'; sè tirino le 
Ab", Ba' segantisi in a; Bc", Cb" segantisi 
in b; Cd', Dce' segantisi în c; Da", Ad" segan- 
tisi in d; indi sì tirino le Ea, Eb, Ec, Ed 
che incontrino rispettivamente gli spigoli 
AB, BC, CD, DA in a’, b', c', d'; Ze ac’, b'd' 
sì seghino in O. AUlora i punti a', b', c', d' di- 
videranno è lati del quadrigono ABCD in 
otto segmenti tali, che il prodotto di quattro 
non aventi termini comuni sia eguale al pro- 
dotto degli altri quattro. Ed inoltre le rette 
EO, ac’, bd', ca’, db' sè incroceranno in uno 
stesso punto. 

Dallo stesso quinto elemento risulta 
(lib. II, prop. 4): 

Se in un quadrigono gobbo si conducano due rette ciascuna delle quali divida due 
lati opposti in parti proporzionali, queste due rette giaceranno necessariamente nello 
stesso piano. 
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Mediante il terzo elemento si dimostra facilmente il teorema che segue (lib. II, 
prop. D): 

Dai vertici di un triangolo ABC (fig. 7.8) sì tirino tre rette intersecantisi in uno 
stesso punto; esse incontrino i lati BC, CA, AB ne punti A', B', ©. Daù vertici del trian- 





golo risultante A'B'C' sì tirino tre nuove rette passanti per uno stesso punto e incontranti 
i lati B'C', C'A', A'B' ne’ punti A", B', €". Le rette AA", BB", CC" concorreranno in uno 
stesso punto. 

Nel secondo libro s'incontrano proposizioni involgenti non solo rette, ma anche 
linee curve, e propriamente sezioni coniche. Avanti tutto vi è dimostrato come lemma 
(indipendentemente dal sovraesposto metodo statico) il bel teorema: 

Se un poligono è circoscritto ad una sezione conica, è punti di contatto dividono i 
lati in segmenti tali che il prodotto di quelli non aventi termini comuni è eguale al pro- 
dotto de’ rimanenti. 

Attualmente questo teorema è caso particolare di una proposizione assai generale 
dovuta al celebre CARNOT (Géeométrie de position ). 

Il medesimo teorema, combinato col secondo elemento somministra il seguente: 

Quando un triangolo è circoscritto ad una sezione conica, le rette che congiungono i 
vertici a punti di contatto de’ lati rispettivamente opposti concorrono în uno stesso punto. 

Fin qui abbiamo riprodotti i teoremi dimostrati dal Ceva, oltre a quei corollarî i 
quali, sebbene non esplicitamente da lui dichiarati, pure gli ponno essere ragionevol- 
mente attribuiti, perchè in modo immediato emanano dalle cose sue. Non facciamo pa- 
rola della seconda parte del libro (Appendix Geometrica), perchè contiene materie 
affatto diverse e trattate con metodi non aventi alcuna relazione col metodo statico 
sopra menzionato. Di quest’appendice non è fatta alcuna menzione nel frontispizio 
dell’opera, benchè, come avverte anche il signor CHASLES, ne sia meritevolissima. 
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Dell’aver riunito in un solo opuscolo cose sì disparate come la Statica constructio e 
l’Appendix Geometrica l’autore si giustifica così: Visum est appendicis loco adjicere his 
problematibus theoremata quaedam, partim antiquis geometriae legibus, partim Cavalle- 
riana methodo a me soluta, quamwvis ex superius dictis minime pendeant. Cum enim in 
circulo inutiliter quadrando, haec omnia non inutiliter sint inventa, par erat, ut în eodem 
volumine luce publica fruerentur, quamvis opportunius suis in tenebris latuissent. 

Ora ci corre obbligo di menzionare un geometra francese, CoRrIoLIS, che ha molto 
illustrato il metodo statico, di cui è qui discorso. Egli, senza conoscere l’opera del 
nostro CEVA, giunse da sè alla medesima invenzione, e fino dal 1811 indicò in una 
sua memoria come, col soccorso di considerazioni statiche, si possono dimostrare i due 
modi di generazione dell’iperboloide ad una falda. Poi dalle medesime considerazioni 
dedusse parecchi teoremi di geometria, pubblicati nel 1819 nel periodico: Annales de 
Mathématiques dell’illustre GERGONNE. Da ultimo riassunse quelle ricerche in una breve 
memoria (Sur la théorie des momens considérée comme analyse des rencontres des lignes 
droites) inserita nel cahier 24 del Journal de V École Polytechnique (anno 1835). A piè 
della prima pagina di questa memoria l’autore pose questa nota: “ M. OLIVIER vient de 
me montrer un traité publié en 1678 par JEAN CEVA, sous le titre: De rectis se in- 
vicem secantibus statica constructio. On voit par le titre mème que cet ouvrage contient 
l’idée de ce petit mémoire, etc. ,. 

In questa memoria del CorIoLIS trovansi nove eleganti teoremi, de’ quali qui ter- 
remo parola. Alcuni di essi non si trovano nell’opera del Ceva; gli altri sono assai 
più generali di quelli del CevA medesimo. 

Ecco in che consiste il primo teorema. Abbiasi nello spazio una serie di » punti 
che si rappresentino ordinatamente coi numeri (1), (2), (3), ... (n). Ciascuno di questi 
punti, meno l’ultimo, sì unisca al successivo in modo da formare una linea spezzata 
che cominci in (1) e termini in (»). Su ciascun lato della spezzata o sul suo prolunga- 
mento si prenda un punto ad arbitrio, il quale sì rappresenti coi due numeri che rap- 
presentano i termini del lato corrispondente; per es., il punto preso sulla retta (1) (2) 
s'indicherà con (12), ecc. Così avremo una seconda serie di punti (12), (23), (34),... 
Questi punti congiungansi ai punti della prima serie mediante rette; fra le quali quelle 
che uniscono punti i cui indici riuniti contengono gli stessi numeri s’ incontreranno. 
Per es., le rette (12)(3) e (1)(23) s’incontreranno in un punto che denoteremo con 
(123); così s’indicherà con (345) il punto d’intersezione delle rette (34) (5) e (3) (45). 
In questo modo abbiamo la terza serie di punti: (123)(345),... Questi punti si uni- 
scano a quelli delle due serie precedenti; fra le rette congiungenti, quelle che colle- 
gano punti i cui indici messi insieme comprendono i medesimi numeri, s’ incontreranno 
in uno stesso punto, che si denoterà coll’aggregato di questi stessi numeri. Continuando 
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in questo modo, avverrà sempre che s’incrocino in uno stesso punto tutte quelle rette 
ai cui termini appartengono indici che riuniti formino uno stesso aggregato di numeri. 
Il numero delle rette che s’ intersecano in uno stesso punto è eguale a quello de’ numeri 
ivi riuniti, meno uno. Per es., vi saranno y—1 rette congiungenti punti i cui indici 
riuniti conterranno le cifre 1,2,3,...7; queste rette passeranno tutte per uno stesso 
punto, che verrà rappresentato col simbolo (123 ... 7). 

Questo teorema si dimostra facilissimamente imaginando applicate ai vertici della 
spezzata altrettante forze parallele, le grandezze delle quali abbiano fra loro tali rap- 
porti, che il punto della seconda serie preso su un lato qualunque sia il centro delle 
due forze applicate ai termini di questo lato. 

Secondo teorema. Si uniscano i termini della spezzata, onde risulterà un poligono 
gobbo di » lati. Unito il punto (12...) col punto (23... w— 1), la congiungente incon- 
trerà il lato (1) (n) del poligono in un punto (1#). Allora ciascun lato del poligono sarà 
diviso in due segmenti; il prodotto di quelli fra questi segmenti che non hanno termini 
comuni sarà eguale al prodotto de’ rimanenti. 

Questi due teoremi, de’ quali il secondo è la generalizzazione del secondo elemento 
di CEVA, sono acconci a rappresentare nella sua vera essenza il metodo statico di lui. 

Terzo teorema (di CARNOT). Un piano qualunque determina sui lati di un poligono 
gobbo tali segmenti, che formando i due prodotti de’ segmenti non adiacenti, questi 
prodotti sono eguali. 

Questo teorema, del quale è caso particolarissimo quello di MENELAO, è una facile 
conseguenza de’ due che precedono. 

Quarto teorema. Fissando quanti punti si vogliano sulla superficie di una sfera, e 
congiungendoli fra loro con archi di cerchi massimi, si avrà sulle intersezioni di questi 
archi un teorema affatto analogo al primo. Basterà che nell’ enunciato di questo so- 
stituiscansi alle rette gli archi di cerchi massimi. 

Il teorema si dimostra imaginando delle forze applicate al centro della sfera e pas- 
santi rispettivamente pe’ punti fissati sulla superficie di questa; indi ragionando sulla 
composizione di queste forze come si fa nel primo teorema per le forze parallele. 

Quinto teorema. Il secondo teorema ha il suo analogo sulla sfera, purchè ai segmenti 
rettilinei sostituiscansi i seni degli archi di cerchi massimi. 

Il sesto teorema è un'immediata conseguenza del quinto elemento di CEVA. 

Eccone l’ enunciato. I lati di un quadrigono gobbo ABCD (fig. 8.4) si seghino con 
un piano qualunque ne’ punti P, M, Q, N. Si tiri una trasversale qualunque M'N' 
che incontri le rette AD, BC, PQ; poi si tiri un’altra trasversale qualunque PQ 
che incontri le rette AB, CD, MN. Allora le due trasversali M'N', PQ s'incon- 
treranno. 
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Se imaginiamo le infinite trasversali, analoghe ad M'N', tutte appoggiate alle tre 
rette AD, BC, PQ, esse saranno le generatrici di quella superficie gobba che deno- 
minasi iperboloide ad una falda. In virtù del 
precedente teorema, le infinite trasversali, 
analoghe a PQ, tutte appoggiate alle tre 
rette AB, CD, MN saranno pure genera- 
trici della medesima superficie. Cioè questa 
superficie ammette due sistemi di rette ge- 
neratrici: ogni generatrice dell’un sistema 
incontra tutte quelle dell’altro, mentre due 
generatrici del medesimo sistema non sono 
mai nello stesso piano. 

Settimo teorema (di CARNOT). Se un punto 
preso entro un poligono piano di un numero 
dispari di lati si congiunga a ciascun ver- 
tice, e la congiungente si prolunghi sino a 
determinare due segmenti sul lato rispetti- 
vamente opposto, i due prodotti formati coi segmenti non adiacenti sono eguali. 

Ecco la dimostrazione di questa proprietà, che è la generalizzazione del teorema 
di CEVA. 

Abbiasi, a cagion d'esempio, il pentagono 12345; imaginiamo delle forze, P,, 
P., P3, P4, P;, in equilibrio, applicate al punto interno O e dirette rispettivamente 
verso i vertici 1, 2,3, 4, 5. Decomponiamo ciascuna di queste forze in due compo- 
nenti parallele applicate ai termini del lato rispettivamente opposto. Indichiamo con 
C.3, Cu, le componenti della forza P,, con C4, C» le componenti della forza P., ecc.; 
con S,3, Su i segmenti determinati sul lato 34 dalla direzione della forza P,; con Sy, 
Ss; i segmenti determinati dalla direzione della forza P, sul lato 45, ecc.; con 2,3 ovvero 2, 
l’angolo compreso dalle direzioni delle forze P,, P., ecc. Allora, per le note leggi della 
decomposizione delle forze parallele, avremo le seguenti cinque equazioni: 





A 


Ca Sa = Ce Se 
Cso Sso = Csa Sa 
Cig S13 = Cu Su 
Cu Su = Cs Sas 
Cas Sas = Ca Sa. 


In questo modo a ciascun vertice sono applicate due forze componenti. Noi potremo 
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disporre delle grandezze delle due forze applicate ad ognuno de’ vertici 1,2,3,4 in 
modo che la loro risultante passi per O. Allora, per l’ equilibrio, sarà necessario che 
anche le componenti applicate al vertice 5 abbiano una risultante passante per O. 
Quindi, per le conosciute formole sulla decomposizione delle forze concorrenti, avremo 
le equazioni : 

C;, sen ag, = C, Sena 


Ce senas = Gs Seno 
Css senagg = Cig SEN Az 
Cu sena,y = Cy send, 
Cs seno, = Ga senag. 
Moltiplicando fra loro queste dieci equazioni si ha: 


Sa Sse S13 Sa 935 = Se 953 Sa Sas Ss 


formola che esprime appunto il teorema enunciato. 

Ottavo teorema. Se in un poligono piano qualsivoglia si fissa un punto interno, dal 
quale si tirino rette a tutt’i vertici, e ciascuna di esse si prolunghi fino a segare due 
lati di eguale rango a partire dal vertice per cui passa quella retta; otterremo su 
ciascun lato quattro segmenti; fra tutti questi segmenti ha luogo una relazione ana- 
loga a quella del teorema precedente, colla sola differenza che a ciascun segmento 





impiegato in questo teorema bisogna sostituire il prodotto di due segmenti che inco_ 
mincino da uno stesso vertice e terminino ai due punti di sezione di un medesimo lato. 
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La dimostrazione di questo teorema è analoga a quella del precedente. 

Nono teorema (di CARNOT). Se un fascio di rette in un piano (fig. 9.8) OA, OA, OA», .. 
passanti per uno stesso punto O vien segato da due trasversali rettilinee nelle due serie 
di punti A, A;, A2,...; 4,01, 0,,... le diagonali de’ quadrilateri AA, a a, A» A3030,,... 
s’ intersecano nei punti m, m,... i quali sono situati in una retta passante pel punto 
comune alle due trasversali. 

Ecco la dimostrazione statica data dal CorIoLIS di questo teorema, che è uno de’ 
più noti nella teorica delle trasversali. 

Ai punti A, A, O applichiamo tre forze parallele, il cui centro sia m, ed ai punti 
A», A3, O tre forze parallele ed opposte alle prime, aventi il loro centro in w', e per 
modo che le due forze applicate in O si elidano fra loro. Per ciò non rimarranno che 
le quattro forze applicate in A, Ax, A», Az equivalenti a due forze applicate in m, m'; 
la loro risultante dovrà quindi passare pel punto comune alle rette AA,, ed mm’. Ma 
alle prime forze applicate in A, O possiamo sostituire la loro risultante applicata in a, 
ed alle seconde forze applicate in A;, O si può sostituire la loro risultante applicata 
in a»; quindi ci rimarranno quattro forze applicate in A;, Az, @, a» il cui centro dovrà 
cadere sì nella A, A; che nella aa; dunque è dimostrato il teorema. 
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SUR QUELQUES PROPRIETEÉS DES LIGNES GAUCHES 
DE TROISIEME ORDRE ET CLASSE. 


Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 58 (1861), pp. 138-151. 


I: 


1. Je suppose que l’on ait deux séries projectives de points, l’une dans une droite R, 
l’autre dans une conique plane C, situées d’une manière tout à fait arbitraire dans 
l'espace. On demande de connaître la surface lieu de la droite qui joint deux points 
homologues des formes projectives données. 

Pour établir la classe de cette surface, je fais usage des considérations employées 
par M. ScaRòTER dans un mémoire inséré dans ce journal (tome 54). Par un point O 
fixé arbitrairement sur la conique je tire des droites aux divers points de cette courbe; 
ainsi l’on obtiendra un faisceau de droites, perspectif à la conique. Par une droite 
arbitraire S menons un faisceau de plans, perspectif à la droite donnée. Les deux fai- 
sceaux étant projectifs, l’intersection des élémens homologues donnera une conique K 
située dans le plan de la conique donnée, et passant par le point O et par la trace 
de S. La conique K coupera la conique C en trois autres points, qui avec la droite 
S donnent lieu à trois plans; et il est bien évident que ces plans contiennent chacun 
une génératrice de la surface cherchée, et sont les seuls qui passent par S et qui aient 
cette propriété. 

Donc la surface est de la troisième classe, et par conséquent du troisième ordre; car 
toute surface réglée (non développable) a son ordre égal à sa classe*). 

Chaque plan mené par la directrice rectiligne donnée R rencontre la conique C 
en deux points, donc il contient deux génératrices de la surface: le lieu de l’inter- 
section de ces deux génératrices est la droite double (ligne de striction) de la surface. 


#) CAayLEy, Cambridge and Dublin Math. Journal. VII, p. 171. 
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C'est-à-dire: par chaque point de la droite double passent deux génératrices situées 
dans un plan passant par la directrice R. Ces génératrices déterminent deux invo- 
lutions, lune sur la droite R, l’autre sur la conique C. Les élémens doubles de ces 
involutions sont en mème temps réels ou imaginaires; ils sont individués par les plans 
tangens à la conique C menés par la droite R. 

Il est évident que le plan de la conique C contient une génératrice de la surface; 
car la trace de R sur ce plan aura son point homologue sur la conique, et la droite 
qui joint ces points sera une génératrice de la surface. Cette mème droite rencontrera 
la conique dans un second point, par lequel passe la droite double. 

2. Si l’on considère de nouveau les formes projectives proposées R et C, un point 
quelconque de la droite R et la droite tangente à la conique au point homologue dé- 
terminent un plan. Ce plan est osculateur d’une courbe à double courbure dont on 
demande la classe. 

Par un point O pris arbitrairement dans l'espace et par la droite R menons un 
plan qui coupera le plan de la conique C suivant une droite S, et imaginons un faisceau 
de droites perspectif à la droite R et ayant son centre en O. Ce faisceau divisera 
la droite S homographiquement à la droite R. Une tangente fixe (arbitraire) T de la 
conique C est divisée par toutes les autres tangentes homographiquement à la droite R; 
donc nous aurons sur les droites S et T deux séries projectives de points. La droite 
qui joint deux points homologues de ces séries enveloppe une conique K qui touchera 
les droites S et T, et par conséquent aura trois autres tangentes communes avec la 
conique C. Ces trois tangentes communes avec le point O déterminent trois plans qui 
évidemment sont osculateurs de la courbe cherchée, et sont les seuls qui passent par O. 
Donc cette courbe est de la troisième classe (et du troisième ordre*)). 

Le plan de la conique © est osculateur de la courbe nommée (cubique gauche) et 
par la droite R passent deux plans osculateurs (réels ou imaginaires) de la mème courbe. 

3. Réciproquement: soient données une cubique gauche, un plan osculateur et une 
droite R intersection de deux autres plans osculateurs (réels ou imaginaires). Le premier 
plan osculateur coupera la surface développable, dont la cubique est l’arète de rebrous- 
sement, suivant une conique C**). Les plans osculateurs de la cubique gauche déter- 
minent sur la droite R et sur la conique C deux séries projectives de points. La droîte 
qui joint deux points homologues de ces formes engendre une surface du troisiòme ordre 
(et troisième classe), dont la droite double gît dans un plan osculateur de la cubique 
gauche. 


*) ScHROTER, Ce Journal, Tome 56, p. 27. 
**#) M6BIUS, Der barycentrische Calcul, p. 120. 


Cremona, tomo I. 15 
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Si la droite R est fixe, et l’on fait varier le plan de la conique C, on obtiendra 
un faisceau[?5] de surfaces cubiques, dont les droites doubles formeront un hyperbo- 
loide à une nappe, et l’on aura sur la cubique gauche une involution, dont deux élé- 
mens conjugués sont le plan variable de la conique C et le plan osculateur qui passe 
par la droite double correspondante. 


IL 


4. On donne deux formes projectives: lune soit un faisceau de plans passant par 
une méme droite R; l’autre soit un faisceau de plans tangens à un mème còne C du second 
ordre. Les élémens homologues s’entrecoupent dans une droite qui engendre une surface 
cubique, dont R est la droite double. Par un point quelconque de KR passent deux géné- 
ratrices, dont le plan tourne autour d’une droite fixe S. C’est-à-dire: chaque plan 
qui passe par cette droite S contient deux génératrices qui donnent lieu à une invo- 
lution de plans sur le cone C et à une deuxième involution de plans par R. Les élémens 
doubles de ces involutions sont individués par les points où R perce C. 

La droite R avec le sommet du còne C détermine un plan, qui aura son corre- 
spondant tangent à cette surface; la droite intersection de ces plans sera une géné- 
ratrice de la surface. Par cette génératrice passe un autre plan tangent du còne, et 
ce dernier plan passe aussi par la droite S. 

5. Dans les formes projectives données je considère un plan du faisceau R et la 
génératrice de contact du plan homologue tangent au còne C. La génératrice perce 
le plan en un point, dont le lieu est une cubique gauche qui passe par le sommet 
du còne et par les intersections de cette surface avec la droite donnée. 

6. Réciproquement: je suppose maintenant que l’ on ait une cubique gauche, un de 
ses points comme sommet d’un còne C passant par la courbe, et une droite R qui 
s'appuie en deux points (réels ou imaginaires) de la méme cubique. Chaque point de 
la courbe donne lieu è un plan passant par R, et à un autre plan tangent au còne C. 
Ces plans forment deux systèmes projectifs. La droite intersection de deux plans homo- 
logues engendre une surface cubique, qui contient une autre directrice rectiligne S ren- 
contrant la cubique en un seul point. Si la droite R est fixe, et l’on fait varier le 
sommet du còne C, on obtient un système de surfaces cubiques, et la droite S_ engen- 
dre un hyperboloide è une nappe. De plus, on aura sur la cubique gauche une invo- 
lution formée par les sommets des cònes et les points d’appui des droites S corre- 
spondantes. 
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II. 


7. On a deux formes projectives: une série de points dans une droite R, et un 
système de droites génératrices d’ un hyperboloide H. Quelle est la courbe à double 
courbure osculée par le plan déterminé par deux élémens homologues des formes pro- 
posées? Fixons arbitrairement une génératrice S de l’ autre systéme dans 1’ hyperboloide; 
cette génératrice sera divisée par les droites du système donné homographiquement 
à la droite R. On a donc deux séries projectives de points sur les droites R, S; et 
on sait que la droite qui joint deux points homologues engendre un hyperboloide K 
passant par les droites R_ et S. Il est d’ailleurs évident que chaque plan individué par 
deux élémens homologues des formes proposées est tangent aux hyperboloides H et K; 
donc la courbe demandée est osculée par les plans tangens communs à deux hyper- 
boloides qui ont une génératrice commune (S). Donc elle est une cubique gauche qui 
a deux plans osculateurs passant par R. Cette courbe a en outre un plan osculateur 
passant par chaque génératrice de l’ hyperboloide du système donné, et deux plans 
osculateurs passant par chaque droite de l’autre système. 

8. Soient données de nouveau deux formes projectives, dont l’une soit un faisceau 
de plans par une droite R, et l’autre un système de génératrices d’ un hyperboloide H. 
Deux élemens homologues s’entrecoupent en un point, dont on demande de connaître 
le lieu géométrique. Fixons une génératrice S de l’ autre système; cette droite avec 
les génératrices du système donné donne lieu à un faisceau de plans homographique 
au faisceau donné. La droite intersection de deux plans homologues de ces faisceaux 
projectifs engendre un second hyperboloîde K, passant par R, S. On voit aisément 
que chaque point du lieu demandé est commun aux deux hyperboloides; donc ce lieu 
est la cubique gauche intersection de ces surfaces, qui ont déjà en commun la droite 
S. La cubique gauche a deux points sur R; un point sur chacune des génératrices 
données, et deux points sur chacune des droites de l’autre système *). 

9. Réciproquement, supposons que l’ on ait une cubique gauche et un hyperboloide 
touché par tous les plans osculateurs de la courbe. Par chaque génératrice de 1’ un 
système, dans l’ hyperboloide, passe un seul plan osculateur de la cubique, et par chaque 
génératrice de l’autre système passent deux plans osculateurs. Imaginons aussi une 
droite, intersection de deux plans osculateurs (réels ou imaginaires). Cette droite sera 
coupée par les plans osculateurs qui passent par les génératrices du second système 
en deux séries de points en involution. Les plans osculateurs qui passent par les gé- 
nératrices du premier système forment sur cette mème droite une division projective 


#) CHasLes, Journal de M. LiouviLLE, année 1857, p. 397. 
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au système nommé de génératrices. D’ où il suit que les plans osculateurs de la cubique 
et les génératrices du premier système situées dans ces plans constituent deux formes 
projectives. 

On a maintenant une cubique gauche et un hyperboloide passant par cette courbe. 
L’hyperboloide a deux systèmes de génératrices: toutes les droites de l’ un système 
s'appuient à la courbe en un seul point, et toutes les droites de l’autre système s’ap- 
puient à la courbe en deux points. Si l'on donne aussi une droite qui soit corde (réelle 
ou idéelle) de la cubique, elle déterminera avec les points de la courbe qui sont dans 
les droites du second système une involution de plans, et avec les points de la courbe 
qui appartiennent aux droites du premier systòme un faisceau de plans projectif à ce 
méme système de génératrices. D’ où il suit que les points de la courbe et les géné- 
ratrices du premier système constituent deux formes projectives. 

Les deux systèmes de génératrices d’ un hyperboloide qui passe par une cubique 
gauche, ou qui touche les plans osculateurs d’ une telle courbe, se correspondent aussi 
projectivement entre eux[??|. 

Une conique située dans la surface développable dont l’aréte de rebroussement est 
une cubique gauche est une forme projective à la cubique. A un point quelconque 
de celle-ci correspond le point de la conique situé dans le plan osculateur de la 
cubique au point sus-dit. La droite qui joint ces points homologues est tangente à la 
cubique, et par conséquent elle engendre la surface développable du quatrième ordre 
et de la troisième classe, dont la cubique est l’ arète de rebroussement. 

Un còne de second ordre passant par une cubique gauche est une forme projective à 
celle-ci. A un point de la cubique correspond le plan tangent du còne qui passe par ce point. 

10. Applications. On donne un hyperboloide et cinq de ses points a,, @3, 43, 4, 45; 
on demande de construire une cubique gauche qui passe par ces points et soit située 
sur la surface nommée. La courbe cherchée sera le lieu de l’intersection des élémens 
homologues de deux formes projectives, dont l’ une soit un faisceau de plans et l’autre 
soit un système de génératrices de 1’ hyperboloîde. On peut prendre pour axe du faisceau 
la droite @,0;; les plans @(444;), @:(444), a3(4,44;) seront trois plans du faisceau. Les 
élémens homologues de l’ autre forme seront les génératrices du premier (ou du second) 
systéme qui passent par 4,, @, @. Alors à chaque plan passant par 4,4; correspondra 
une génératrice du mème système, et l’intersection de ces élémens sera un point de 
la cubique cherchée. Comme on est libre de prendre le systèàme de génératrices que 
l'on veut, ainsi il y aura deux cubiques gauches satisfaisant è la question (proposée 
par M. CRASLES *) ). 





#) Journal de M. LIoUvILLE, année 1857, p. 397. 
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Pour deuxième application, proposons nous de construire une cubique gauche qui 
s'appuie sur cinq droites données A,, A», Az, A4, A;[®°|. Elle sera évidemment l'in- 
tersection des hyperboloides déterminés par les deux ternes de droites: A, A, Az, A3 AA; 
qui ont une droite commune A;. Cette construction est aussi une conséquence du théo- 
rème connu: on peut construire cinq faisceaux homographiques de plans, dont les axes 
soient cinq droites données, et où cinq plans homologues passent toujours par un 
méème point. 

On donne quatre faisceaux homographiques de plans, dont les axes soient les droites 
Ai, Ao, Az, A. On demande combien de fois quatre plans homologues se coupent dans 
un mème point *)? Les faisceaux projectifs A, et A.; A, et A3; A, et A, donnent trois 
hyperboloides qui ont une génératrice commune A,. Ces hyperboloides, abstraction faite 
de cette génératrice, s’ entrecoupent en quatre points seulement **) et il est bien évident 
que par chacun de ces points passent quatre plans homologues des faisceaux donnés. 

On démontre analoguement qu'il y a généralement quatre plans, chacun contenant 
quatre points homologues de quatre divisions homographiques sur quatre droites 
données***), 

Si les quatre faces d’un tétraèdre mobile tournent autour de quatre droites fixes 
A, B, C, D, et que les còtés de la première face s’ appuient sur trois autres droites 
fixes L, M, N, le sommet opposé è cette face engendrera une courbe qu’on demande 
de connaître. La première face du tétraèdre, en tournant autour de A, divise homogra- 
phiquement les droites L, M, N; soient Z, m, » trois points homologues de ces divisions. 
Il en suit que /B, mC, nD sont trois plans homologues de trois faisceaux projectifs; 
donc leur point d’intersection engendre une cubique gauche, qui s’appuie en deux points 
sur chacune des droites L, M, N 7). 

Ayant dans l’ espace trois points a, d, c et trois plans a, B, 1, si autour d’ une droite 
fixe on fait tourner un plan transversal qui coupera les trois plans donnés suivant trois 
droites A, B, C, les plans Aa, Ad, Ce se couperont en un point, dont on demande 
le lieu géométrique. Soient 4’, 2, c' les points où la droite donnée rencontre les plans 
a, B, 1. Ces plans contiennent trois faisceaux projectifs de droites, dont a', 9’, c' sont 
les centres, et A, B, C sont trois rayons homologues. Donc les droites aa’, d8', cc' sont 
les axes de trois faisceaux projectifs de plans, dont Aa, Bd, Ce sont trois élémens 


#) STEINER, Systematische Entwickelung der Abhingigkeit etc. p. 298. 
#*) CHasLEs, Journal de M. LIOUVILLE, l. c. 
#*%) STPRINER, l. c. 

+) CHASLES, Apercu historique etc. Note 33°. 
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correspondants, et par conséquent le point commun è ces plans engendrera une cubique 
gauche qui aura deux points sur chacune des droites aa’, dd', ce *). 


IV 


11. On donne un hexagone gauche 123456 inscrit dans une cubique gauche. Par 
les còtés de l’hexagone menons six plans à un point quelconque x de la courbe. Ces 
plans coupent les còtés opposés respectivement à ceux par lesquels ils passent en six 
points a, d, c, a', d', c (a,b, c étant sur trois còtés consécutifs,et a', d', c sur les 
cotés opposés). Ces six points sont dans un méme plan, qui passe par le point variable 
x de la courbe, et par une droite fice. Cette droite fire est une corde réelle ou idéelle de 
la cubique. Les six points a, d, ...c' forment un hexagone de BRIANcHON (les diagonales 
aa', bb', cc' se rencontrent au point x). 

Si le point « parcourt la cubique, les points @, d, ...c engendrent six divisions 
homographiques sur les còtès de l’hexagone; les droites «a', bb’, ce engendrent trois 
hyperboloides qui passent tous par la cubique et chacun par une couple de còtés opposés 
de l’hexagone. Ces trois hyperboloides ont pour génératrice commune è tous la corde 
fixe sur laquelle tourne le plan des six points a, dD, ... c. 

C'est-à-dire: les trois hyperboloides qui passent par une cubique gauche et chacun 
par une couple de còtés opposés d’un hexagone inscrit dans la cubique ont en com- 
mun une méme génératrice qui est une corde réelle ou idéelle de la courbe. 

12. Si par un des sommets de l’ hexagone gauche on mène deux plans tangens à la 
cubique, qui passent respectivement par les còtés qui ont en commun le dit sommet, ces 
plans coupent les cotés opposés en deux points, qui avec le premier sommet déterminent 
un plan passant aussi par une droite fixe, quelque soit le sommet qu'on a choisi dans 
l’hexagone. Cette droite fixe est la mème qui est commune aux trois hyperboloides, 
et autour de laquelle tourne le plan ad ...c'. 

On peut nommer cette droite la caractéristigue de l’ hexagone 123456. 

Six points de la cubique donnent lieu à soixante hexagones; chacun d’eux a sa 
caractéristique et ses trois hyperboloides. Un hyperboloide contient quatre caracté- 
ristiques; par exemple les hexagones 


(123456), (126453), (123546), (126543) 


ont leurs caractèristiques situées sur l’hyperboloide (12— 45). Chaque caractéristique 


*) CHASLHS, Apercu etc. 1. c. 
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est commune à trois hyperboloides, donc il y a quarante-cinq hyperboloides pour six 
points donnés sur la cubique gauche. 

On déduit très aisément du théorème fondamental donné ci-dessus la suivante pro- 
position de M. CÙWasres*): 

Quand un eptagone gauche a ses sommets situés sur une cubique gauche, le plan 
de lun quelconque des angles de l’eptagone et les plans des deux angles adjacens 
rencontrent respectivement les còtés opposés en trois points qui sont dans un plan pas- 
sant par le sommet du premier angle. 


V. 


13. Une cubique gauche peut avoir trois asymptotes réelles, ou bien une seule 
asymptote réelle et deux imaginaires. Comme cas particuliers, la courbe peut avoir 
une seule asymptote réelle à distance finie, et les deux autres coincidentes à l’infini, 
ou bien elle peut ètre osculée par le plan à l’infini. Il serait bon d’ adopter les déno- 
minations que M. Serpewirz**) propose pour ces quatre formes de cubique gauche, 
savoir: hyperbole gauche; ellipse gauche; hyperbole parabolique gauche; parabole gauche. 

L’ellipse gauche a deux plans osculateurs parallèles entre eun qui coupent la surface 
développable (dont la courbe est l’aréte de rebroussement) suivant deux paraboles; tous 
les autres plans osculateurs coupent la méme surface suivant des ellipses ou des hyperboles. 
Les centres de toutes ces coniques sont sur une hyperbole dont le plan est parallèle et 
equidistant aux deux plans osculateurs parallèles. Une branche de lhyperbole locale 
contient les centres des ellipses; l’autre branche contient les centres des hyperboles. Les 
points de la cubique auxquels correspondent des ellipses sont situés entre les plans oscu- 
lateurs parallèles; les points auxquels correspondent des hyperboles sont au dehors. Le 
plan de l° hyperbole locale rencontre la cubique en un seul point réel***) et coupe les cònes 
du second ordre qui passent par la courbe suivant des ellipses. 

L’hyperbole gauche n° a pas de plans osculateurs parallèles ; tous ses plans osculateurs 
coupent la surface développable qu’ ils enveloppent suivant des hyperboles, dont les centres 
sont sur une ellipse. Le plan de cette ellipse rencontre la cubique en trois points réels, 


*) Apergu etc. 1. c. 
#**) GRUNERTS, Archiv etc. X, p. 203. 

#**) Chaque plan passant par une droîte intersection de deux plans osculateurs réels (ima- 
ginaires) coupe la cubique gauche en un seul point réel (en trois points réels): théorème que j'ai 
démontré ailleurs (Annali di Matematica, gennaio-febbraio 1859). M. JOACHIMSTHAL avait donné 
ce méme théorème dans la savante Note qui suit le mémoire de M. ScHROTER (ce Journal, 


B. 56, p. 45) 
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et coupe les cones du second ordre quì passent par la cubique suivant des hyperboles. 

L’hyperbole parabolique gauche est l’aréte de rebroussement d’une surface dévelop- 
pable qui est coupéte par ses plans tangens suivant des hyperboles, à l exception d'un 
seul qui la coupe suivant une parabole. Les centres de ces hyperboles sont sur une autre 
parabole. Les deux paraboles sont dans un méme plan; et ce plan coupe les cones du 
second ordre qui passent par la cubique suivant des paraboles. 

La parabole gauche a toutes ses asymptotes qui coincident à l’infini. Les plans oscula- 
teurs coupent la développable suivant des paraboles. 

14. M. SerpEWITZ a déjà observé que par une hyperbole gauche passent trois cy- 
lindres du second ordre hyperboliques; par une ellipse gauche passe un seul cylindre 
elliptique; par l’hyperbole parabolique gauche passent deux cylindres, l’un hyperbo- 
lique et l’autre parabolique; enfin par la parabole gauche passe un seul cylindre pa- 
rabolique. Cela nous aidera à énoncer des propositions nouvelles. 

Concevons la droite intersection du plan osculateur au point @ d’ une cubique gauche 
avec le plan qui coupe cette courbe en « et la touche en d; toute corde de la cubique 
qui sappuie à cette droite est rencontrée harmoniquement par une deuxième droîte, qui 
est l’intersection du plan osculateur en d avec le plan sécant en d et tangent en a. 

Cette intéressante propriété donne lieu à plusieurs conséquences. Si l’ une des deux 
droites dont il est question ci-dessus tombe à l’ infini, la corde est bissectée par l’autre 
droite. Cela donne lieu au théorème qui suit: 

En chaque point d’une parabole gauche on peut mener un plan tangent, qui soit paral- 
lele au cylindre passant par la courbe. Toute corde de celle-ci parallele à ce plan est 
diviste en deux parties égales par une droite (diamètre) qui est l’ intersection du plan 
osculateur et du plan sécant au méme point et tangent à l’infini. Tous ces diamètres, dont 
un passe par chaque point de la parabole gauche, sont parallèles à un méme plan, savoir 
à la direction commune des plans tangens à l infini. 

Cette propriété qui, dans la parabole gauche, subsiste pour chacun de ses points, 
appartient aussi à l’ hyperbole et à l’ellipse gauche, mais seulement pour les points 
(trois ou un seul) où elles sont rencontrées par le plan des centres des coniques in- 
scrites dans la surface développable dont la courbe gauche est l’arète de rebroussement. 

Donc l’ellipse gauche a un diamètre qui rencontre en un méme point la courbe et 
le plan des centres. Le plan qui touche la courbe en ce point et est parallèle au cylindre 
elliptique passant par celle-ci est aussi parallele aux cordes divistes en deux parties égales 
par le diamètre nommé. 

L’hyperbole gauche a trois diamètres. Ici il faut remarquer que: à chaque point 
commun à la cubique et au plan des centres correspond une asymptote de celle-ci ou bien 
un des trois cylindres hyperboliques. Voilà en quoi consiste cette correspondance: 
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Le plan osculateur de l hyperbole gauche en un point du plan des centres, et le plan 
qui passe par ce point et par l’ asymptote correspondante, s'entrecoupent suivant une droite 
qui est un diamétre de la conique intersection du plan osculateur avec le cylindre hyper- 
bolique qui contient l’asymptote nommeée. 


VI. 


15. On sait que le point de concours et les points de contact de trois plans oscula- 
teurs d’une cubique gauche sont en un mème plan*). Le point de concours a regu 
le nom de foyer du plan. Tous les plans qui passent par une mème droite ont leurs 
foyers sur une autre droite, et tous les plans qui passent par cette deuxième droite 
ont leurs foyers sur la première. Deux droites telles que les points de l’une soient 
les foyers des plans qui passent par l’autre ont recu la dénomination de droites ré- 
ciproques. Une droite qui soit l’intersection (réelle ou idéelle) de deux plans oscula- 
teurs et la corde (réelle ou idéelle) qui joint les points de contact sont des droites 
reciproques. 

On sait que dans un plan quelconque il n'y a qu’ une droite qui soit intersection 
de deux plans osculateurs**), et par un point quelconque on ne peut mener qu’uné 
corde de la cubique gauche ***). 

Concevons un plan qui coupe un autre plan contenant une conique et cherchons 
le pòle de la droite intersection des deux plans par rapport à la conique ; nous dirons 
que ce point est le pole du premier plan par rapport à la conique. 

Cela premis, les poles d’un plan quelconque par rapport à toutes les coniques in- 
scrites dans la développable, dont une cubique gauche donnée est l’aréte de rebroussement, 
sont tous dans une conique, dont le plan a tous ses poles, par rapport aux mémes co- 
niques inscrites, dans une autre conique situte dans le premier plan. 

J appelle conjoints deux plans tels que l’ un contient les pòles de l’autre par rap- 
port aux coniques inscrites dans la développable, et corjointes les coniques lieux des 
pòoles de deux plans conjoints. 

Deux plans conjoints s’entrecoupent suivant une droite qui est toujours l intersection 
(réelle ou idéelle) de deux plans osculateurs, et par conséquent ils ont leurs foyers sur 
la droite qui passe par les points de contact. 

Il suit de là que: 


*) ChasLes, Journal de M. LiouviLLE, année 1857, p. 397. 
*##) SCHROTER, ce Journal, B. 56, p. 33. 
#45) CHASLBS, l. c. 
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Toute droite qui soit Vintersection de deux plans osculateurs est V’axe d’un faisceau 
de plans conjoints deux à deux; ces plans forment une involution dont les élémens doubles 
sont les plans osculateurs. 

Toute corde de la cubique gauche contient les foyers d’un faisceau de plans conjoints 
deux à deux; ces foyers forment une involution dont les élemens doubles sont les points 
de la cubique. 

16. Toutes les coniques conjointes qui appartiennent à un méme faisceau sont situées 
sur un méme hyperboloide à une nappe; et le lieu geométrique de leurs centres est une 
conique dont le plan passe par la droite des foyers. 

Il est facile d’établir aussi l’ espèce de ces coniques conjointes selon les divers cas à 
considérer. Par exemple, pour la parabole gauche on a le théorème qui suit: 

Toutes les coniques conjointes qui appartiennent à un méme faisceau sont des hyper- 
boles, à l’exception d’une seule parabole dont le plan passe par le point central de l’ in- 
volution des foyers. Les centres de ces hyperboles sont dans une parabole. Les cordes de 
cette parabole qui joignent deux à deux les centres des coniques conjointes passent toutes 
par un méme point. Les asymptotes des coniques conjointes sont toutes parallèles à deux plans. 


VII 


17. Il est facile de construire une cubique gauche sur un des cylindres qui passent 
par elle. Une cubique gauche étant rapportée à trois axes, nous supposerons que l’unité 
linéaire change de l’un axe à l’autre; 8 exprimera toujours une variable. 

On construit très aisément la parabole gauche au moyen des équations: 

xe 

L’ équation: 

a—y=0 
représente le cylindre (parabolique) qui passe par la courbe. L’ origine des coordonnées 
est un point quelconque de celle-ci; le plan des 2y est osculateur; celui des xe est 
tangent à l'origine et parallèle au cylindre; le plan des.xy est tangent è l’infini. 

La courbe n’a qu’une branche qui s’ étend à l’infini tout le long du cylindre, sans 


asymptotes. 
18. Pour l’hyperbole parabolique gauche on a les équations: 


63 








*) Annali di Matematica — Roma — maggio 1858; settembre 1858; gennajo 1859; luglio 1859. 
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a est une constante. Le cylindre parabolique qui passe par la courbe est représenté 
par l équation: 


L'origine est un point arbitraire de la courbe; le plan des xy est osculateur; celui 
des x est tangent à l'origine et parallèle au cylindre parabolique; le plan des yx 
est parallele aux deux cylindres qui passent par la courbe. 

La courbe est composée de deux branches infinies, dont chacune a un bras sans 
asymptote; les deux autres bras ont une asymptote commune qui est une génératrice 
du cylindre parabolique. 

Les deux branches diffèrent en cela, par rapport au cylindre parabolique, que, si 
on suppose ceci vertical, les bras d’ une branche s’ étendent tous les deux en haut[3!] à 
l’infini, tandis que l’autre branche a un bras qui s’étend en haut, et l’autre qui s° étend 
en bas. 

On peut construire l’ hyperbole parabolique gauche aussi par les équations: 





y=0_-a, a. 


L’ équation: 
ya-a=0 


représente le cylindre hyperbolique qui passe par la courbe. Des deux nappes de ce 
cylindre, l’une contient une branche, l’autre contient 1’ autre branche de la courbe gauche. 
19. On construit l’ ellipse gauche au moyen des équations: 


nna.0: do a pe DSS 
ngi ragni, n. ppi 


l’équation du cylindre elliptique qui passe par la courbe est: 
y(1—y)—at2°=0. 


Ici l'origine est le point de la courbe où elle est rencontrée par le plan des centres 
des coniques inscrites dans la développable dont la courbe gauche est l’aréte de re- 
broussement. Le plan des y2 est osculateur; celui des 2x est tangent è l’origine et 
paralléle au cylindre; celui des xy est tangent è l’infini. 

La courbe a une seule branche qui s’ étend à l’infini tout le long du cylindre, et 
s’approche d’ une asymptote qui est une génératrice du mème cylindre. 
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20. Si on change a° en — a° les mèmes équations conviennent à l’hyperbole gauche, 
considérée sur un quelconque des trois cylindres hyperboliques qui passent par elle. 
La courbe est composée de trois branches infinies, dont chacune s’approche de deux 
asymptotes. Deux branches sont situées sur la nappe du cylindre (qu’on considère), 
qui contient une asymptote; la troisiome branche est sur l’ autre nappe. 

En rapportant les trois branches aux six nappes des ceylindres, on trouve que par 
chaque branche passent trois nappes appartenant à trois divers cylindres; une de ces 
nappes ne contient pas d’asymptotes, et chacune des autres en contient une. 


Milan, 27 mars 1860. 








25. 


PROLUSIONE AD UN CORSO DI GEOMETRIA SUPERIORE, 


LETTA NELL’ UNIVERSITÀ DI BOLOGNA. NOVEMBRE, 1860. 


Il Politecnico, volume X (1861), pp. 22-42. 


SR La nuova poesia della scienza, esposta in sem- 
plice prosa, senza favole, senza persone ideali, senza 
iperboli, senza canto, invaghisce l’animo e lo sublima 
ben più che la poesia dei popoli fanciulli... O giovani 
poeti, non eleggete la vostra dimora nei sepoleri; lasciate 
al passato le sue leggende; date una melodiosa parola 
alla semplice e pura verità; perocchè questa è la gloria 
del vostro secolo; e voi non dovreste mostrarvi ingrati, 
torcendo li occhi dal sole nuovo della scienza a voi 
concesso, per tenerli confitti nei sogni della notte che 
si dilegua. 

C. CATTANEO, /l Politecnico, volume VIII, p. 599. 


Le scienze esatte, per la prodigiosa attività di geometri stranieri ed italiani di 
altissimo ingegno, tale incremento s’ebbero ne’ dodici lustri di questo secolo, quale 
non s'era visto mai in sì breve giro di tempo. I giornali scientifici e gli atti delle 
più operose accademie attestano ad esuberanza quante nuove teorie siano state create, 
quante altre mirabilmente ampliate. Le memorie nelle quali quegli illustri pensatori 
deposero i loro nuovi concetti e le loro scoperte sparse qua e là in tante e diverse 
collezioni scientifiche, si moltiplicarono per guisa che divenne impossibile anco ai più 
diligenti cultori tener dietro al rapido e multiforme allargarsi della scienza. Fu allora 
che per opera di benemeriti scrittori si pubblicarono libri, accessibili alla studiosa 
gioventù, ne’ quali si rivelavano sotto forme compendiose gli ultimi progressi delle 
matematiche. Non è a dire di quanta utilità riescano si fatti lavori che diffondono il 
sapere anche fra coloro che per condizione di luogo o per difetto di mezzi pecuniari 
sono costretti a rimanere lontani dal movimento scientifico che si traduce nelle pub- 
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blicazioni periodiche e nei rendiconti accademici. E fra noi pure sono valenti mate- 
matici*) che concorsero efficacemente alla benefica impresa, benchè pur troppo le male 
signorie non aiutassero qui alcun nobile conato, epperò togliessero che or l’Italia possa 
contare sì numerosi i sacerdoti della scienza, quanti li vantano le più civili nazioni 
d’ Europa. 

Ma non bastava pubblicare opere destinate a raccogliere in brevi volumi ciò che 
non era possibile rinvenire che con grave spreco di tempo e fatica ne’ polverosi 
scaffali delle biblioteche. La vastità o la recondita profondità di alcune fra le nuove 
dottrine richiedeva imperiosamente ch’ esse venissero bandite da apposite cattedre 
create nelle università o in altri istituti superiori. Ed anche a questo bisogno della 
crescente civiltà si soddisfece in Francia, in Germania, in Inghilterra, non però in 
Italia. Le nostre scuole per verità ebbero sempre parecchi e valenti professori che 
partecipando all’odierno progresso scientifico perfezionarono i metodi di ricerca e di 
dimostrazione; ma i retrivi ordinamenti scolastici, la brevità del tempo concesso alle 
più importanti materie e il picciol numero di cattedre impedirono che si allargasse 
il campo dell'istruzione universitaria, che si atterrassero le colonne erculee de’ pro- 
grammi ufficiali. Che se la scienza cammina pur sempre avanti senza curarsi di pastoie 
governative, non era consentito a que’ nostri docenti, i quali nel silenzio de’ domestici 
studi seppero tener dietro al maestoso procedere delle matematiche, di far penetrare 
la nuova luce nelle aule del publico insegnamento. Da molto tempo nelle università 
d’Italia non si poterono insegnare fuor che i primi rudimenti delle scienze esatte; ed 
i buoni ingegni ne uscivano questo solo sapendo, esistere vaste e meravigliose dottrine 
di cui era lor noto appena l’alfabeto. Se non che ove cessava la scuola, soccorreva 
talvolta l’opera generosa d’alcun professore; che con consigli, con libri, con eccitamenti, 
indirizzava ì giovani a quegli studi che non si eran potuti fare nella pubblica scuola. 
Così chi apprese un po’ di scienza lo dovette meno all’ università che ai famigliari 
colloquii nelle domestiche pareti del maestro. Questo so essere accaduto a molti ed 
accadde a me; e qui io colgo l'occasione per rendere publica testimonianza di gra- 
titudine all’illustre BrioscHI, al quale devo tutto quel poco che per avventura non 
ignoro. 





#) Servan d’esempio: BRIOSCHI per l’aureo suo opuscoletto di statica, per la teorica de’ 
determinanti ch’ebbe traduttori in Francia ed in Germania, e per quella de’ covarianti in corso 
di publicazione; BeLLAVITIS per molte importanti memorie in parte originali e in parte dirette 
a far conoscere ai nostri giovani i progressi della scienza fuor d’Italia; FAÀ DI Bruno per la 
sua teoria dell’eliminazione; BeTTI per una monografia sulle funzioni ellittiche, in parte pub- 
blicata ; ecc. ecc. 


hi 
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Le nostre facoltà universitarie, insomma, non possedettero sin qui alcuna cattedra 
da cui si potessero annunciare alla gioventù italiana le novelle e brillanti scoperte 
della scienza. Ognun vede quanto fosse indecoroso che l'istruzione, data dallo Stato, non 
fosse che una piccola parte di quella reclamata dalle odierne condizioni di civiltà; 
ma a ciò non potevan provvedere nè un governo straniero, nè governi mancipii dello 
straniero, pei quali l’ignoranza publica era arte potentissima di regno. Quest’era un 
compito serbato al governo nazionale; ed il governo nazionale tolse a sdebitarsene 
instituendo cattedre d’ insegnamento superiore; nè vuolsi muover dubbio che i buoni 
principii sian per riuscire a splendida meta, or che all’Italia sorride sì benigna la 
fortuna, e che alle cose della publica istruzione presiede TERENZIO MAMIANI. 

I regolamenti scolastici erano per la scienza un vero letto di Procuste. Impossibile 
agli insegnanti anche di buona volontà andar oltre i primi elementi della teorica delle 
equazioni, della geometria analitica, del calcolo sublime, della meccanica razionale, 
della geometria descrittiva. La nostra gioventù non giungeva nelle publiche scuole a 
conoscere i principali risultati della teorica de’ determinanti, meraviglioso stromento 
di calcolo algebrico, che opera prodigi non mai sospettati; della teorica delle forme 
binarie che tanto promosse la risoluzione «lelle equazioni; della teorica delle forme 
ternarie e quaternarie, potentissimo ausilio per la geometria delle curve e delle su- 
perficie; dell’aritmetica trascendente, per cui s’acquistarono fama non peritura Gauss, 
DIRICHLET, HERMITE, KuMMER, FIsENSTEIN, GENOCCHI...; della teorica delle funzioni 
ellittiche ed iperellittiche nella quale brillò il genio del norvego ABEL e del prussiano 
JACOBI, ed or ora apparvero mirabili lavori di WEIERSTRASS, di HERMITE, di BRIOSCHI, di 
BETTI e di CASORATI, teorica stupenda che sì collega a un tempo colle parti più ele- 
vate del calcolo integrale, colla risoluzione delle equazioni, colla dottrina delle serie 
e con quella, sì ardua e sì attraente, de’ numeri. Ebbene, ciascuno di questi magni- 
fici rami di scienza potrà in avvenire essere svolto con alternata successione dal pro- 
fessore di analisi superiore. 

Nelle nostre scuole l’ angustia del tempo dato allo insegnare e la non proporzio- 
nata coltura de’ giovani studenti non concedevano d’addentrarsi molto nelle applica- 
zioni dell’analisi alla geometria delle superficie; epperò quante quistioni rimanevano 
intatte! La teorica delle coordinate curvilinee, iniziata da BoRponI e da GaAuSS e poi 
grandemente promosse da LAmé; la ricerca delle superficie che supposte flessibili e 
inestensibili riescano applicabili sopra una data; il problema di disegnare con certe con- 
dizioni sopra una superficie l’imagine di una figura data su di un’altra superficie, il 
problema insomma della costruzione delle carte geografiche; la trigonometria sferoidica ; 
la teorica delle linee geodetiche: tutto ciò sarà quind’ innanzi esposto nella scuola di 
alta geodesia insieme colla dottrina de’ minimi quadrati e con altri gravissimi argomenti. 
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Ma di queste scienze, vo’ dire dell’analisi superiore e dell'alta geodesia, i primi 
elementi potevano essere abbozzati nei corsi d’introduzione e di calcolo sublime, onde 
le nostre università furono sempre dotate; forse in quelle dottrine i nostri giovani ri- 
cevevano anche prima d’ora un avviamento ad erudirsi da sè. Ma in quale scuola si 
adombrava anche da lungi questa vastissima scienza che chiamasi geometria superiore ? 
Oh diciamolo francamente: in nessuna. La moderna geometria, che sotto varie forme 
s'insegna da molti anni in Francia, in Germania, in Inghilterra, è per le nostre uni- 
versità un ospite affatto nuovo; nulla ha potuto preconizzarlo finora, nemmeno farne 
sentire il desiderio. Ed invero, quale insegnamento geometrico hanno i nostri istituti 
superiori? Dopo gli elementi insegnati ne’ licei, più non accade che si parli di geo- 
metria pura. Che se in alcune università si assegna pure un anno alla geometria 
descrittiva, essa è però una scienza affatto speciale, e benchè mirabile nelle sue ap- 
plicazioni, non può per sè dare i metodi di ricerca che appartengono esclusivamente 
alla geometria razionale *). Quanto rimane dell’istruzione matematica è soltanto ana- 
litico, e a stento si riserbano alcune lezioni per le applicazioni del calcolo alla scienza 
dell’estensione **). 

La necessità di rompere questo soverchio esclusivismo dell’insegnamento superiore 
e di rimettere in onore i metodi geometrici senza nulla detrarre all’algoritmo alge- 
brico voleva adunque che si instituisse una cattedra di pura geometria. E ciò era voluto 
anche da un’altra causa cui ho già fatto allusione. Se il nostro secolo ha procacciato 
all’analisi straordinari aumenti, la geometria non è certamente rimasta immobile. 
PonceLET, STEINER, M6BIUS, CHASLES co’ loro meravigliosi metodi di derivazione hanno 
rivelato mondi sconosciuti, hanno creato una nuova scienza. Si è questa giovane figlia 
del genio del secolo attuale, questa splendida geometria impropriamente detta superiore 
e che assai meglio appellerebbesi moderna, ch'io son chiamato a farvi conoscere primo 
in questa gloriosa sede degli studi, onorato da un’alta fiducia della quale io vorrei 
non riuscissero troppo minori le mie forze. 

Giovani studenti! Io non vi so ben dire quanto tempo sarà mestieri impiegare 
per isvolgere un corso completo di geometria superiore. Sono le prime orme che stam- 
piamo in questo campo non per anco tentato fra noi, nè vale ora il precorrere col 
pensiero i risultati dell’esperienza. Ben mi piace, in questo primo giorno, in cui mi 
è concesso l’onore di favellare a voi intorno a tale argomento, delinearvi brevemente 
il programma della prima parte del medesimo corso, il programma di una delle prin- 


*) CHASLRS, Discours d'inauguration du cours de géométrie supérieure, p. LXXV. 
“*) Si eccettui però l’università di Pavia, ove il chiarissimo prof. A. GABBA, mio maestro, 
insegna la geometria superiore già da parecchi anni. 
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cipali plaghe di cui si compone il vastissimo dominio della nostra scienza, e studiarmi 
di porgervi un’imagine dell’estensione, della ramificazione, della maestosa bellezza 
delle sue dottrine. In me non sento altra forza che l’amore alla scienza, ma quest’'amore 
è vivissimo, e me beato se esso mi darà potenza d’infondere in voi, o giovani, quella 
sete di studii senza la quale nulla si fa di bello e di grande! 


Oggetto de’ primi nostri studi saranno le proprietà projettive delle più semplici 
forme geometriche, quali sono: una serie di punti in linea retta o retta punteggiata ; 
una stella ossia fascio di rette poste in un piano e passanti per uno stesso punto; 
un fascio di piani passanti per una stessa retta. Ciascuna di queste forme è il com- 
plesso di più elementi in numero indefinito, soggetti ad una determinata legge: nella 
prima forma gli elementi sono punti allineati sopra una retta; nella seconda sono 
rette in un piano incrociantisi in uno stesso punto (centro della stella); nella terza sono 
piani vincolati dalla condizione di tagliarsi fra loro lungo una stessa retta (asse del 
fascio). 

Noi diremo che due forme sono projettive*) quando i loro elementi sono collegati 
da tal legge di corrispondenza, che a ciascun elemento dell’una corrisponda un solo 
elemento dell’altra ed a ciascun elemento di questa un solo di quella [*?]. Da questa 
semplice definizione si deduce che, fissati ad arbitrio in due forme tre elementi del- 
l'una e tre elementi dell’altra come corrispondenti, tutto il resto cessa d’essere arbi- 
trario, cioè ad ogni quarto elemento di una forma corrisponderà un determinato ele- 
mento dell’altra. E a questo proposito vi saranno apprese facilissime regole grafiche 
per costruire, dati elementi sufficienti, una forma projettiva ad una data. 

Trarremo dalla data definizione un altro corollario che è della più grande importanza. 
Supponiamo di avere una retta finita e in essa o sul suo prolungamento sia fissato 
un punto; le distanze di questo dai termini della retta data, prese con opportuni segni, 
rispondenti al senso di lor direzione, dirannosi i segmenti in cui la retta è divisa da 
quel punto. Imaginate ora quattro punti in linea retta, considerati in un certo ordine; 
il rapporto de’ segmenti che il terzo punto determina sulla retta avente gli estremi 
ne’ primi due, diviso pel rapporto de’ segmenti individuati nella stessa retta dal quarto 
punto, è quella espressione che MoBIUS chiamò dapprima rapporto di doppia sezione 
de’ quattro punti dati (ratio bissectionalis)**), poi STEINER più brevemente doppio- 


*) STEINER, Systematische Entwicklung der Abhéingigkeit geometrischer Gestalten von einan- 
der, Berlin 1832. 


**) Mò6BIUS, Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, p. 244. 
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rapporto *) e CHASLES rapporto anarmonico **): denominazione seguìta ora dai più. 

Se invece di quattro punti in linea retta assumete quattro rette in un piano in- 
crociantisi in un punto, ovvero quattro piani passanti per una stessa retta, e se invece 
de’ segmenti compresi fra punti ponete i seni degli angoli compresi da rette o da 
piani, voi avrete ciò che si chiama rapporto anarmonico di quattro rette 0 di quattro 
piani. 

Or bene: in due forme geometriche projettive il rapporto anarmonico di quattro ele- 
menti quali sì vogliono dell'una è eguale al rapporto anarmonico de’ quattro elementi 
omologhi nell'altra. Questa interessante proprietà è suscettibile di mirabili conseguenze 
in tutto il campo della geometria e serve sopra tutto a dedurre le proprietà metriche 
delle figure dalle loro proprietà descrittive o viceversa. Noi daremo un’attenzione spe- 
ciale al caso che il rapporto anarmonico di quattro elementi sia eguale all’ unità 
negativa; allora essi costituiscono un sistema armonico. La divisione armonica era 
nota anche agli antichi; anzi in PAPPO ALESSANDRINO troviamo parecchie proposizioni 
differenti solo per l’enunciato da certi teoremi che oggidì si fanno dipendere dalla 
considerazione del rapporto anarmonico. 

Lo studio delle forme projettive dà luogo a molte ed importanti proprietà, pa- 
recchie delle quali si connettono colla giacitura relativa delle forme. Di sommo inte- 
resse sono quelle che nascono dal considerare due forme dello stesso genere sovrapposte 
luna all'altra, cioè due serie di punti sulla stessa retta, o due stelle concentriche [5], 
o due fasci di piani collo stesso asse. Due forme projettive sovrapposte presentano 
due elementi doppi, cioè due elementi che coincidono coi rispettivi corrispondenti : 
elementi che ponno però anche essere imaginari, ovvero in casi particolari ridursi ad 
uno solo, appunto come avviene delle radici di un’equazione quadratica. Le forme 
projettive sovrapposte ci condurranno a quella mirabile teoria che è l’involuzione. Il 
celebre DesARGUES chiamò pel primo con questo vocabolo la proprietà segmentaria de’ 
sel punti in cui una sezione conica ed i lati di un quadrangolo inscritto sono segati 
da una trasversale qualunque. CHASLES però, questo principe de’ moderni geometri 
francesi, al quale è dovuta tanta parte de’ recenti progressi della geometria, ha fondato 
la dottrina dell’involuzione sopra nozioni assai più semplici. Se voi imaginate sovrap- 
poste l’una all’altra due forme geometriche dello stesso genere, un elemento qualunque 
potrà indifferentemente considerarsi come spettante all’una o all’altra forma, onde ad 
esso corrisponderanno in generale due elementi distinti, cioè l’uno o l’altro secondo 


*) STEINER, Systematische Entwicklung wu. s. w. p. T. 
**) CHASLES, Apercu historique sur l'origine et le développement des méthodes en géometrie, 
Bruxelles 1837, p. 34. 
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che quel primo si attribuisca a questa o a quella forma. Ma la sovrapposizione può 
sempre essere fatta in modo che quei due elementi omologhi al primo imaginato coin- 
cidano fra loro, cioè a un dato elemento ne corrisponda un altro urico, qualunque sia 
la forma a cui quello si faccia appartenere. A questa speciale sovrapposizione di due 
forme projettive si dà appunto il nome d’involuzione. 

Queste teorie, improntate di tanta generalità, riescono nell’esposizione sì semplici 
e facili che ad intenderle basta anco la sola conoscenza degli elementi di EucLine. Ma 
è ancor più mirabile l'estensione e l’importanza delle loro applicazioni. Quelle teorie 
costituiscono un vero stromento per risolvere problemi e ricercare proprietà: stromento 
non meno sorprendente per la sua semplicità che per la sua potente efficacia. E perchè 
l’utilità di queste dottrine sia da voi sentita in tutta la sua pienezza, io tenterò di 
svolgervele non nel solo aspetto delle proprietà descrittive, ma anche in quello non 
meno importante delle relazioni metriche: nel quale cammino mi servirà di stella polare 
il metodo di CÒasres. Voi vedrete adunque, allato ai teoremi di posizione svilupparsi 
quelle serie di equazioni fra segmenti di rette, di cui il grande geometra francese 
ha fatto un uso veramente magico e che fecero dare alla sua geometria l’espressivo 
epiteto di segmentaria *). 

Ho parlato di applicazioni e vo’ citarvene alcuna. Le proprietà armoniche e in- 
volutorie del quadrilatero e del quadrangolo completo, le relazioni fra i segmenti de- 
terminati da un poligono qualunque su di una trasversale, molti teoremi analoghi ai 
celebri porismi di EucLIipe e di Pappo e relativi ad un poligono che si deformi sotto 
condizioni date, il teorema di DesARGUES su due triangoli che abbiano i vertici a due 
a due per diritto con uno stesso punto dato, una serie di teoremi sui triangoli inscritti 
gli uni negli altri ed analoghe proposizioni per la geometria nello spazio: tutto ciò 
voi vedrete emergere come ovvie conseguenze, quasi senza bisogno di dimostrazioni 
apposite, dalle premesse teorie. Queste medesime offrono immediatamente le più sem- 
plici e generali soluzioni di tre problemi famosi appo gli antichi, per ciascun de’ quali 
ApoLLonio PERGEO aveva scritto un trattato ad hoc, cioè i problemi della sezione de- 
terminata, della sezion di ragione e della sezion di spazio. La soluzione di questi pro- 
blemi riducesi alla costruzione de’ punti doppi di due punteggiate proJjettive sovrap- 
poste, e rientra in un metodo che ha molta analogia colla regola di falsa posizione 
in aritmetica: metodo che è suscettibile d’essere applicato ad un gran numero di 
quistioni diversissime, e fra le altre alla seguente: dati due poligoni d’ egual numero 
di lati, costruirne un terzo che sia inscritto nel primo e circoscritto al secondo **). 





*) TERQUEM, Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XVIII, p. 445. 
**) CHASLES, Traité de Géomeétrie supérieure, Paris 1852, p. 212. 
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Finalmente, quelle stesse teorie danno la chiave per isciogliere il famoso enimma de’ 
porismi d’ EucLipe, che per tanti secoli ha eccitato invano la curiosità de’ geometri: 
enimma che ora ha cessato di esser tale, mercè la stupenda divinazione fattane da 
MicHELE CHASLES *). 

Nè qui lo studio delle forme geometriche più semplici sarà finito per noi; anzi 
ci resterà a svilupparne la parte più bella e più attraente. Concepite in un piano due 
punteggiate o due stelle projettive; subito vi balenerà al pensiero questo problema, 
quale è la curva inviluppata dalla retta che unisce due punti omologhi delle due pun- 
teggiate, e quale è il luogo del punto ove s’intersecano due raggi corrispondenti delle 
due stelle? In entrambi i quesiti la curva richiesta è una sezione conica che nel primo 
caso tocca le due rette punteggiate e nel secondo passa pei centri dei due fasci. Recipro- 
camente: prendete una conica qualunque e due sue tangenti fisse, scelte ad arbitrio ; 
quindi una tangente mobile scorra intorno alla curva pigliando tutte le posizioni pos- 
sibili di una retta toccante; ebbene, i punti di successiva intersezione della tangente 
mobile colle tangenti fisse formeranno, su di queste, due punteggiate projettive. Ovvero 
imaginate sulla conica due punti fissi ed un punto mobile che percorra la curva: le 
rette congiungenti i due punti fissi al punto mobile genereranno due fasci proiettivi. 

Nulla v'ha di più fecondo, per la teoria delle coniche, di questi due meravigliosi 
teoremi, trovati, io credo, simultaneamente da CHasLes e da STEINER. Il segreto della 
grande fecondità de’ due teoremi sta in.ciò che il primo di essi esprime una proprietà 
di sei tangenti e l’altro una proprietà di sei punti di una conica. Dico sei: perchè 
fissate quattro posizioni dell’elemento mobile, e queste vi daranno insieme coi due 
elementi fissi due sistemi di quattro punti o di quattro rette; scrivete l’ eguaglianza 
de’ rapporti anarmonici ed avrete espressa la proprietà di cui si tratta. 

Immediate conseguenze delle suenunciate proposizioni sono i due famosi teoremi 
di PascaL e di BRIANCHON esprimenti quello che i punti d’incontro de’ lati opposti 
di un esagono inscritto in una conica sono in linea retta, e questo che le rette con- 
-giungenti i vertici opposti di un esagono circoscritto concorrono in uno stesso punto. 
Il secondo teorema si ricava dal primo in virtù del principio di dualità. Questo prin- 
cipio, in quanto si applichi alle sole proprietà descrittive, è un semplice assioma, cioè 
non ha bisogno di alcuna dimostrazione o preparazione, e consiste in ciò che ogni 
teorema di geometria piana dà luogo ad un altro che si ricava dal primo permutando 
le parole punto e retta; ed analogamente per la geometria nello spazio scambiando 
punto e piano. Fin dalle prime lezioni della scienza di cui qui v’intrattengo, voi ve- 
drete sorgere spontaneo, naturale il concetto di questa dualità delle proprietà geo- 





") CHASLES, Les trois livres de porismes d’ Euclide, Paris 1860. 


PROLUSIONE AD UN CORSO DI GEOMETRIA SUPERIORE. 245 





metriche: dualità per la quale, di due teoremi correlativi basta provarne un solo, 
perchè anche l’altro ne risulti irresistibilmente dimostrato. Così le proprietà delle 
stelle e dei fasci di piani si deducono da quelle delle punteggiate e viceversa; i due 
teoremi di STEINER l’uno dall’altro; il teorema di BRIANcoN da quello di PASCAL 0 
questo da quello. Nulla di più facile che effettuare questa deduzione di teoremi, la 
quale si riduce ad un mero meccanismo. 

Il principio di dualità, invece d’essere assunto come verità intuitiva e primordiale, 
può fondarsi su di un'importante proprietà delle coniche e delle superficie di secon- 
d’ordine. Supponiamo d’avere una conica e nel suo piano un punto fisso pel quale si 
conduca una trasversale a segare la curva in due punti; cerchiamo su questa retta 
il quarto punto coniugato armonico di quello fisso rispetto alle due intersezioni. Ora, 
se si fa ruotare la trasversale intorno al punto fisso, il quarto punto cambiando di 
posizione genererà una retta. Consideriamo poi questa retta e da ogni suo punto guidinsi 
due tangenti alla conica, indi trovisi la coniugata armonica della retta stessa ri- 
spetto alle due tangenti; or bene, questa coniugata armonica passerà costantemente per 
quel punto fisso, assunto da principio. Dunque ad ogni punto nel piano della conica 
corrisponde una certa retta individuata, e viceversa a questa retta corrisponde quel 
punto. Il punto chiamasi polo della retta e la retta polare del punto. Se il polo si 
muove generando una retta, la polare ruota intorno ad un punto che è il polo di questa. 
Se il polo varia descrivendo una conica, la polare si muove inviluppando un’altra 
conica, i punti della quale sono i poli delle tangenti della prima. In generale, se il 
polo percorre una curva dell’ordine » (cioè tale che una retta arbitraria la seghi in 
n punti), la polare invilupperà una curva della classe n (cioè tale che da un punto 
qualunque le possano esser condotte » tangenti). Così ogni figura dà luogo ad un’altra 
nella quale i punti sono i poli delle rette nella prima e le rette sono le polari dei 
punti nella stessa. A tali due figure si dà il nome di polari reciproche *). Noi le ve- 
dremo poi riapparire come caso particolare di una teoria più generale. 

Voi vedete che le polari reciproche dipendono da una conica assunta come diret- 
trice. Si può farne senza ove si tratti di proprietà meramente descrittive, poichè per 
queste il principio di dualità è primordiale e assoluto. Ma all’incontro le relazioni 
metriche e le angolari vogliono che si abbia a fissare la natura e la posizione della 
conica direttrice. Allora ciò che si perde in semplicità, si guadagna in fecondità; 
poichè per ogni conica direttrice si hanno speciali teoremi che servono alla trasfor- 
mazione di tali relazioni; epperò, data una proposizione involgente lunghezze di rette 
o aree di figure o funzioni goniometriche, si potranno in generale derivare tante pro- 





*) PoNcELET, Mémoire surlathéoriegénérale des polaires réciproques; giornale di CRELLE, t. IV. 
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posizioni polari reciproche della data, più o meno diverse fra loro, quante sono le 
differenti coniche che si ponno assumere come direttrici. 

La teoria delle polari reciproche si estende allo spazio, pigliando a considerare 
una superficie di second’ordine. Se per un punto fisso sì conduce una trasversale arbitraria 
che incontri la superficie in due punti e si cerca il coniugato armonico di quello fisso, 
il luogo di questo quarto punto è un piano che chiamasi piano polare del punto dato (polo). 

La superficie sferica poi presenta, nelle figure supplementari, un genere di dualità 
che non ha riscontro nella geometria piana. La dualità supplementare sferica è cer- 
tamente la più perfetta, la più semplice e la più elegante che s’incontri nella scienza 
dell’estensione; la reciprocità vi è assoluta, senz’alcun bisogno di ricorrere a curve 
direttrici, e la trasformazione si applica colla stessa facilità alle proprietà descrittive, 
metriche ed angolari. 3 

I due teoremi di STEINER e CHASLES, che vi ho dianzi enunciati, hanno i loro analoghi 
nella geometria solida, benchè questi non presentino, sotto un certo aspetto, la stessa 
generalità di quelli. Siano date due punteggiate projettive non situate nello stesso 
piano: quale è la superficie luogo della retta che unisce due punti omologhi? Ovvero 
siano dati due fasci projettivi di piani: qual è la superficie luogo della retta inter- 
sezione di due piani corrispondenti? In entrambi i problemi la superficie richiesta è 
di second’ordine, cioè un iperboloide ad una falda in generale, ma in casì speciali un 
paraboloide iperbolico o un cono o un cilindro. Questi teoremi somministrano imme- 
diatamente i due sistemi di generatrici rettilinee delle superficie gobbe di second’ordine. 
Viceversa due generatrici, dello stesso sistema, di una superficie gobba di second’ordine 
sono divise projettivamente dalle generatrici dell’ altro sistema, e con queste danno 
luogo anche a due fasci projettivi di piani. 

L’illustre ChasLes ha trovato inoltre che la linea luogo geometrico del punto in- 
tersezione di tre piani omologhi in tre fasci projettivi è del terz’ ordine a doppia cur- 
vatura *), cioè è l'intersezione di due coni di second’ordine aventi una generatrice 
rettilinea comune. In virtù del principio di dualità, da questo teorema si conclude 
quest'altro che il piano determinato da tre punti omologhi in tre punteggiate projettive 
nello spazio inviluppa una superficie sviluppabile della terza classe (e del quart’ordine), 
epperò per un altro teorema dello stesso autore, è osculatore di una linea a doppia 
curvatura del terz’ordine. 

Da questi teoremi fondamentali discende immediatamente tutta la teoria delle su- 
perficie rigate di second’ordine e delle curve gobbe del terzo. 


*) Compte Rendu, 10 agosto 1857. 
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Sin qui non abbiamo considerato che le più semplici forme geometriche : rette pun- 
teggiate, stelle e fasci di piani. Ora saliamo allo studio di forme più complesse. 

Un piano può considerarsi come luogo di punti e rette, cioè come una forma 
geometrica, gli elementi della quale siano punti e rette. Due piani si diranno projettivi 
quando ad ogni punto e ad ogni retta in ciascun di essi corrisponda nell’ altro un 
punto ed una retta, ovvero una retta ed un punto rispettivamente. Nel primo caso i 
piani projettivi diconsi omograficì 0 collineari, nel secondo correlativi. In due piani 
projettivi, ad una curva dell’ordine » corrisponde un’altra curva che è dell’ ordine 
pur essa se le due forme sono omografiche, e invece è della classe » se le due forme 
sono correlative. Per quanto sia generale la definizione di due piani projettivi omo- 
grafici, pure ha luogo questa interessante proprietà: i due piani si ponno sempre 
(in infiniti modi) talmente situare che le rette congiungenti a due a due i punti omologhi 
concorrano in uno stesso punto; nella qual giacitura le due forme sono l’una la prospet- 
tiva dell’altra. 

Se due piani projettivi omografici non giacciono prospettivamente ma comunque, due 
rette omologhe non sono in generale nello stesso piano; pure vi sono infinite coppie 
di rette omologhe che hanno tale proprietà, e i piani da esse individuati sono tutti 
osculatori di una curva gobba del terz’ordine *). 

Se si sovrappongono i piani di due figure omografiche, in modo affatto arbitrario, 
sempre avverrà che almeno uno e in generale al più tre punti coincidano coi rispettivi 
corrispondenti. Questi tre punti formano un triangolo i cui lati sono rette sovrapposte 
alle loro omologhe. È interessante il tener dietro alle successive variazioni che su- 
bisce questo triangolo quando si faccia scorrere l’un piano sull’altro. Ma la sovrap- 
posizione de’ due piani può sempre essere fatta in modo che le rette congiungenti i punti 
omologhi concorrano in uno stesso punto; allora i punti d’intersezione delle rette 
omologhe cadono su di una stessa retta. Tale disposizione delle due figure o de’ due 
piani omografici, che ha la più perfetta analogia colla prospettiva, dicesi omologia ; 
quel punto e quella retta appellansi centro e asse d’omologia. Se l’asse d’omologia è 
a distanza infinita, si ha l’omotetia. Se invece è il centro di omologia a distanza infinita, 
le due figure sono derivabili l’ una dall’altra mediante una deformazione consistente 
in un aumento 0 decremento proporzionale delle ordinate relative ad un asse fisso. 

‘Quando due piani omografici sono sovrapposti, ossia quando due forme omografiche 
sono in uno stesso piano, ad un punto qualunque di questo piano corrispondono due 
punti distinti, uno o l’altro cioè secondo che quello si risguardi come appartenente 
alla prima o alla seconda forma. Ma v’ha un caso speciale e interessantissimo, com- 


*) SevpewITz, Grunert’s Archiv, t. X. — SCHROTER, giornale di CRELLE, t. 56. 
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preso nell’omologia, nel quale que’ due punti coincidono, cioè ad ogni punto del piano 
ne corrisponde un’altro urico, a qualunque forma venga quello attribuito. Questo caso 
dicesi omologia armonica (BELLAVITIS) od involuzione nel piano (MOBIUS). 

Voi avrete frequenti occasioni d’incontrare quest’ incontestabile verità, la quale a 
primo aspetto sembra un paradosso : che tutti punti dello spazio i quali siano a distanza 
infinita si ponno risguardare come appartenenti ad un unico piano, e per conseguenza 
i punti a distanza infinita di un dato piano giacciono in linea retta. In due forme 
omografiche, questa verità emerge confermata dal fatto che ad un sistema di rette 
parallele nell’una forma corrisponde nell’altra un sistema di rette concorrenti in un 
punto; il qual punto, ove si muti la direzione di quelle rette parallele, genera una 
linea retta, che corrisponde per conseguenza all'infinito della prima forma. Ciascuna 
forma ha dunque in generale una retta a distanza finita, i punti della quale corrispon- 
dono ai punti a distanza infinita nell’altra. Ma vi ha un caso particolare dell’ omografia 
nel quale all'infinito dell'una forma corrisponde l'infinito nell’altra, cioè a rette pa- 
rallele corrispondono rette parallele. Tale specie di omografia chiamasi affinità (EULERO), 
e per essa ha luogo la proprietà che il rapporto delle aree di due porzioni corrispon- 
denti delle date forme è costante. Quando questo rapporto sia l’unità, si ha l’equi- 
valenza. 

Si considerino ora due piani proJettivi correlativi e si suppongano sovrapposti 
l’uno all’altro in modo del tutto arbitrario. Allora, se si ricerca il luogo dei punti 
che vengono a cadere nelle rispettive rette omologhe, si trova che quei punti sono 
in una conica e che le rette ad essi corrispondenti inviluppano un’altra conica. Le 
due coniche hanno doppio contatto (reale o imaginario), e i due punti di contatto col 
punto di segamento delle tangenti comuni sono i soli che, considerati come apparte- 
nenti all’una o all’altra forma, abbiano in entrambi i casi la stessa retta corrispondente. 
Quei due punti poi che corrispondono alla retta all'infinito, attribuita questa or alla 
prima ed ora alla seconda forma, chiamansi centrè delle due forme e danno luogo a 
importanti considerazioni. Noi avremo a studiare l’ alterarsi di forma e di posizione 
delle due coniche fondamentali, quando i due piani correlativi si facciano scorrere 
l’uno sull’altro. Se la sovrapposizione è tale che i due centri coincidano in un punto 
solo, questo riesce il centro comune delle due coniche che sono in tal caso anche omo- 
tetiche. Messi i piani in tal posizione l’uno sull’altro, se mantenendo fisso il primo, 
si fa ruotare il secondo intorno al centro comune, le due coniche si vanno deformando 
pur mantenendosi sempre concentriche ed omotetiche ; ma la rotazione può esser fatta 
di tale ampiezza che le due coniche vengano a ridursi ad una sola. Allora un punto 
qualunque avrà per corrispondente un’unica retta, sia esso aggiudicato all’uno o al- 
l’altro piano; e questa retta non sarà altro che la polare del punto relativamente alla 
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conica suaccennata. Dunque due sistemi piani correlativi ponno sempre essere sovrap- 
posti in guisa da riuscire polari reciproci *). 


Passeremo poi a studiare le forme geometriche più generali, composte di punti, rette 
e piani disposti nello spazio secondo leggi quali si vogliano. Due tali forme (o sistemi) 
diconsi projettive quando ad un punto, ad una retta, ad un piano in ciascuna d’esse 
corrispondano nell’ altra rispettivamente un punto, una retta ed un piano (omografia 
o collimeazione), ovvero. un piano, una retta ed un punto (correlazione). 

L’omografia comprende un caso interessantissimo ed è la così detta omologia 0 
prospettiva in rilievo che ha luogo quando due punti corrispondenti sono costantemente 
in linea retta con un punto fisso (centro d’omologia), e due piani corrispondenti si segano 
in una retta posta in un piano invariabile (piano d'omologia). Nell’omologia, in generale, 
a ciascun punto dello spazio ne corrispondono due distinti, secondo il sistema a cui 
quel punto si riferisce. Ma, come caso particolare, se si suppongono coincidenti i due 
piani che corrispondono all’infinito, allora ad ogni punto e ad ogni piano non corri- 
sponde che un punto od un piano, a qualunque sistema si faccia appartenere quel 
punto o quel piano. Questa omologia speciale dicesi armonica od involutoria. Dicesi 
armonica perchè la retta congiungente due punti coniugati è divisa armonicamente dal 
centro e dal piano di omologia, e l’angolo di due piani coniugati è diviso armonica- 
mente dal piano d’omologia e dal piano condotto pel centro d’omologia e per la retta 
comune ai due piani anzidetti. La denominazione involutoria poi esprime il concetto 
che un punto qualunque, sia riferito all'uno o all’altro sistema, ha sempre lo stesso 
corrispondente. 

V'ha un’altra specie di omografia involutoria nello spazio, che non è compresa nel- 
l’omologia, e che il signor M6BIUS **) denomina involuzione di seconda specie, per di- 
stinguerla dall’omologia armonica ch’ei chiama involuzione di prima specie. Mentre 
nell’involuzione di prima specie i punti doppi, cioè i punti che coincidono coi loro 
coniugati, sono, oltre il centro d’omologia, tutti quelli del piano d’omologia; invece 
nell’involuzione di seconda specie i punti doppi sono in due rette (reali o imaginarie) 
non situate in uno stesso piano. Ogni retta congiungente due punti coniugati è in- 
contrata dalle due rette doppie, e da esse divisa armonicamente; e così pure ogni 
retta intersezione di due piani coniugati incontra le rette doppie e con esse determina 
due piani che dividono armonicamente l’angolo de’ due piani coniugati. 





*) PLUCKER, System der analyt. Geometrie, Berlin, 1835; p. 78 e seg. 
**) Berichte iber die Verhandlungen der {. Scichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Leipzig; Mathematisch-physische Classe. 1856, Heft 2. 
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Dati nello spazio due sistemi correlativi, d’una costruzione affatto generale, ad un 
punto qualunque corrispondono due piani diversi, secondo che quello si risguardi ap- 
partenente al primo o al secondo sistema. Ricercando se ed ove siano i punti situati 
nei loro propri piani omologhi, sì trova il luogo di tali punti essere una superficie di 
second’ordine, mentre i piani corrispondenti ai punti stessi inviluppano un’altra su- 
perficie dello stesso ordine. Le due superficie hanno in comune quattro rette, formanti 
un quadrilatero gobbo, le quali hanno sè stesse per rispettive rette corrispondenti. 
In un caso speciale di sistemi correlativi le due superficie menzionate ponno coinci- 
dere in una sola; allora i due sistemi sono polari reciproci: ad ogni punto dello spazio, 
a qualunque sistema si riferisca, corrisponde un solo piano, il quale è precisamente 
il piano polare del punto rispetto a quell’unica superficie di second’ordine. 

Oltre le polari reciproche, vha un altro genere interessantissimo di sistemi cor- 
relativi reciproci, tali cioè che ogni punto abbia un solo piano corrispondente. Questi 
altri sistemi correlativi che primo M6BIus *) fece scopo di sue ricerche, e che CAyLEY **) 
denominò reciproci gobbi, hanno questo carattere distintivo che ogni punto giace nel 
piano che gli corrisponde. La meccanica razionale e la geometria offrono parecchie e 
diverse costruzioni di tali sistemi. 


Nel discorso che or qui vi tengo non ho fatto allusione che alle proprietà descrittive 
de’ sistemi projettivi nel piano e nello spazio come quelle che si lasciano enunciare 
assai facilmente, senza bisogno di ricorrere a simboli algebrici. Ma nelle lezioni a cui 
preludo avrò un riguardo ancor maggiore alle relazioni metriche, essendo io convinto 
della verità di queste parole del grande geometra di Francia: “ in generale, le rela- 
“ zioni metriche delle figure sono ancora più importanti e più utili a conoscersi che 
“le loro relazioni puramente descrittive, perchè quelle sono suscettibili di più estese 
applicazioni, e del resto esse bastano quasi sempre da sè sole per arrivare alla sco- 
perta delle proprietà descrittive ***) ,. E le relazioni metriche, mentre sono inesau- 
ribilmente feconde di importantissimi risultati, sono pur facilissime a trovarsi, e tutte, 
in sostanza, si deducono da quest’unico teorema: 


“ 


“ 


Dati due sistemi projettivi, il rapporto anarmonico di quattro punti în linea retta 
o di quattro raggi di una stella 0 di quattro piani di un fascio in un sistema è eguale 
al rapporto anarmonico de’ quattro elementi corrispondenti nell'altro sistema. 





*) Giornale di CrELLE, t. X, p. 817. 
**) Giornale di CraLLE, t. XXXVIII. 
***) CHasLms, Mémoire sur deux principes généraux de la science, la dualité et l’homographie 
(che fa seguito all’ Apercu historique), p. 775. 
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Questo teorema, così semplice, eppure così universalmente fecondo, è la base, è 
il tipo di tutte le relazioni metriche trasformabili projettivamente ed è ad un tempo 
l’anello di congiunzione fra le proprietà metriche e le descrittive. 

La teoria delle figure correlative contiene in sè un principio generale di trasfor- 
mazione delle figure — è principio di dualità — principio che è un vero stromento 
di ricerche, potentemente efficace in tutta l’estensione dello scibile geometrico. Dato 
un teorema risguardante un certo sistema di enti geometrici, applicategli un metodo 
di trasformazione e voi n’avrete un altro teorema, in generale non meno importante. 
In questo modo dalle proprietà dei sistemi di punti voi potrete dedurre quelle de’ 
sistemi di rette o di piani; dalla teoria delle curve e delle superficie, considerate come 
luoghi di punti, si ricava la dottrina delle curve e delle superficie risguardate come 
inviluppi di rette o di piani; e i teoremi concernenti le linee a doppia curvatura som- 
ministrano teoremi relativi alle superficie sviluppabili; e reciprocamente. 

L’omografia è lo sviluppo di un principio assai generale di deformazione delle figure, 
il quale è un altro potentissimo mezzo d’invenzioni geometriche. Mentre il principio 
di dualità serve a trovare proprietà affatto differenti da quelle che sono proposte, 
invece l’omografia è un metodo di generalizzazione delle proprietà dell’estensione. Sì 
fatta generalizzazione può esser fatta in due maniere distinte che danno luogo a questi 
due enunciati : 

“ Conoscendo le proprietà di una certa figura, concluderne le analoghe proprietà 
“ di un’altra figura dello stesso genere ma di una costruzione più generale. 

“ Conoscendo alcuni casi particolari di una certa proprietà generale incognita di 
una figura, concluderne questa proprietà generale *) ,. 

La straordinaria potenza di questi due stromenti d’ invenzione, la dualità e l’omo- 
grafia, apparirà luminosamente dimostrata dalle applicazioni che ne faremo alla teoria 
delle coniche e delle superficie di second’ordine. Vedremo come i due principi di 
trasformazione e di deformazione servono a generalizzare le note proprietà de’ fuochi 
e dei diametri coniugati e conducano alla fecondissima teoria degli assi coniugati re- 
lativi ad un punto, teoria dovuta per intero all’illustre CHasLes. Le proprietà delle 
coniche, che si connettono alle rette coniugate, ai triangoli coniugati, alle rette di sintosi, 
al centri di omologia; la teoria delle coniche omofocali, e delle coniche circoscritte ad 
uno stesso quadrangolo o inscritte in uno stesso quadrilatero ; la teoria degli archi di 
sezione conica a differenza rettificabile; le proprietà de’ poligoni inscritti o circoscritti ; 
la teoria delle superficie di second’ordine omologiche; quella delle coniche focali od 
eccentriche nelle superficie di second’ordine; le proprietà de’ coni di second’ordine e 


“ 


*) Apergu historique, p. 262. 


[9] 
un 
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delle coniche sferiche; la traslazione delle proprietà della sfera allo sferoide schiac- 
ciato; la costruzione de’ bassorilievi: eccovi una magnifica serie di studi che tutti si 
presentano non altrimenti che quali applicazioni de’ due grandi principii di dualità 
e d’omografia *). 

Voi avete così un programma che abbraccia una grande divisione della geometria 
superiore. In ulteriori corsi di lezioni vi potranno essere svolte altre parti della scienza : 
quali sono la teoria generale delle trasformazioni geometriche, delle quali l’omografia 
e la correlazione sono due semplici esempi; la teoria generale delle curve piane ed 
in ispecie di quelle del terz’ordine; le proprietà delle linee a doppia curvatura e delle 
superficie di terz’ordine; ecc. 

Io m’avviso che scopo della istituzione di questa cattedra sia quello non pur di 
sviluppare alcune serie di proprietà di curve e di superficie, ma sì anche d’ammae- 
strare l'italiana gioventù in que’ meravigliosi metodi puramente geometrici che sinora 
non si esposero mai nelle nostre università, eppure sono una delle più belle glorie 
della scienza odierna. I metodi algoritmici vennero coltivati sinora esclusivamente, ed 
è necessario che si continui ad insegnarli, perchè in quell’immenso campo di ricerche, 
per le quali è propria l’analisi algebrica, null'altro vale ad emularne la potenza e !a 
rapidità. Ma, la Dio mercè, anche la geometria comincierà pur una volta ad essere 
studiata non solo per isbieco nelle applicazioni del calcolo, ma con metodi suoi proprî, 
coi metodi che costituiscono l’essenza delle grandiose scoperte del nostro secolo. Di 
questi metodi geometrici io farò uso nell’ insegnamento giovandomi di quanto scrissero 
i grandi maestri STEINER, CHÒasLes e MoBIUS, i quali ai nostri tempi hanno rinnovato 
i miracoli de’ più famosi antichi, EUcLIDE, ARCHIMEDE, APOLLONIO. 


Giovani alunni, che v’accingete a seguirmi in questo corso di geometria moderna, 
non v'accostate che con saldo proposito di studi pertinaci. Senza un’incrollabile co- 
stanza nella fatica non si giunge a possedere una scienza. Se questo nobile proposito 
è in voi, io vi dico che la scienza vi apparirà bella e ammiranda, e voi l’ amerete 
così fortemente che d’allora in poi gli studi intensi vi riusciranno una dolce necessità 
della vita. Me fortunato se potessi raggiungere lo splendido risultato d’ invogliare 
questa generosa gioventù allo studio ed al culto di una grande scienza che ha già 
procacciato tanta gloria agli stranieri e che fra noi non ha che rarissimi e solitari cultori! 


#) Veggansi le Note 4°, 282, 312 e 32° dell’ Apercu e la Memoria che vi fa seguito, indi due 
Memorie del medesimo autore, sui coni e sulle coniche sferiche, nel tomo VI des Nouwveaux 
Mémoires de l’ Académie royale des sciences et belles-lettres, Bruxelles 1830. Inoltre si legga 
l’aureo libro del sig. JONQUIÈRES: Mélanges de Geéométrie pure, Paris 1856, 
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Respingete da voi, o giovani, le malevole parole di coloro che a conforto della 
propria ignoranza o a sfogo d’irosi pregiudizi vi chiederanno con ironico sorriso a 
che giovino questi ed altri studi, e vi parleranno dell’impotenza pratica di quegli 
uomini che si consacrano esclusivamente al progresso di una scienza prediletta. Quan- 
d’anclìoe la geometria non rendesse, come rende, immediati servigi alle arti belle, al- 
l'industria, alla meccanica, all’astronomia, alla fisica; quand’anche un’esperienza secolare 
non ci ammonisse che le più astratte teorie matematiche sortono in un tempo più 0 
meno vicino applicazioni prima neppur sospettate; quand’anche non ci stesse innanzi 
al pensiero la storia dì tanti illustri che senza mai desistere dal coltivare la scienza 
pura, furono i più efficaci promotori della presente civiltà — ancora io vi direi: questa 
scienza è degna che voi l’amiate; tante sono e così sublimi le sue bellezze ch’essa 
non può non esercitare sulle generose e intatte anime dei giovani un’alta influenza 
educativa, elevandole alla serena e inimitabile poesia della verità! I sapientissimi antichi 
non vollero mai scompagnata la filosofia, che allora era la scienza della vita, dallo 
studio della geometria, e PLATONE scriveva sul portico della sua accademia: Nessuno 
entri qui se non è geometra. Lungi dunque.da voi questi apostoli delle tenebre; amate 
la verità e la luce, abbiate fede ne’ servigi che la scienza rende presto o tardi alla 
causa della civiltà e della libertà. Credete all’ avvenire! questa è la religione del 
nostro secolo. 

O giovani felici, cui fortuna concesse di assistere ne’ più begli anni della vita alla 
risurrezione della patria vostra, svegliatevi e sorgete a contemplare il novello sole 
che fiammeggia sull’orizzonte! Se la doppia tirannide dello seherro austriaco e del 
livido gesuita vi teneva oziosi e imbelli, la libertà invece vi vuole operosi e vigili. 
Nelle armi e ne’ militari esercizi rinvigorite il corpo; negli studî severi e costanti 
spogliate ogni ruggine di servitù e alla luce della scienza imparate ad esser degni 
di libertà. Se la voce della patria vi chiama al campo, e voi accorrete, pugnate, trionfate 
o cadete, certi sempre di vincere: le battaglie della nostra indipendenza non si per- 
dono più. Ma se le armi posano, tornate agli studî perocchè anche con questi servite 
e glorificate l’Italia. L’avvenir suo è nelle vostre mani; il valore de’ suoi prodi la 
strapperà tutta dalle ugne dello straniero, ma ella non durerebbe felice e signora di 
sè ove non la rendesse onoranda e temuta il senno de’ suoi cittadini. Ancora una 
volta dunque, o giovani, io vi dico: non la turpe inerzia che sfibra anima e corpo, 
ma i militari e li scientifici studi vi faranno ajutatori alla grandezza di questa nostra 
Italia, che sta per rientrare, al cospetto dell’attonita Europa, nel consorzio delle po- 
tenti e libere nazioni, con una sola capitale, RomA, con un solo re, VITTORIO EMANUELE, 
con un solo e massimo eroe, GARIBALDI. 


Bologna, novembre 1860. 
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TRATTATO DI PROSPETTIVA - RILIEVO. 
TRAITÉ DE PERSPECTIVE - RELIEF 


Par M. POUDRA, OFFICIER SUPÉRIEUR D’ÉTAT MAJOR ETO. (avec atlas). 


Paris, J. Corréard, 1860. 


Il Politecnico, volame XI (1861), pp. 103-108. 


Annunziamo con piacere un'importante publicazione del signor PoupRA, valente 
cultore della geometria moderna, ben noto ai lettori del giornale matematico redatto 
dal signor TERQUEM. 

“Tutte le arti d’imitazione hanno per fine di rappresentare l'apparenza offerta 
da un soggetto, per un punto di vista convenientemente scelto; è dunque ovvio che 
una rappresentazione qualsiasi deve sottostare, al pari di un disegno o di un quadro, 
a regole analoghe a quelle della prospettiva... 

Quando si vuol fare la rappresentazione di una o più cose prese in natura e co- 
stituenti un soggetto, si può procedere in diverse maniere: 

1. Si rappresenta l'apparenza che il soggetto offre da un punto di vista scelto ac- 
conciamente, sopra una superficie che chiamasi quadro, secondo l’ ordinario metodo 
de’ pittori, dietro le regole della prospettiva. Il quadro è in generale una superficie 
piana; tuttavia può essere cilindrico, come ne’ panorami, ovvero sferico, come nelle 
volte. In questa maniera di rappresentazione, gli oggetti, che in natura hanno tre 
dimensioni, sono rappresentati da figure che ne hanno due sole; lo sfondo o rilievo 
non è figurato che per mezzo di effetti di prospettiva. 

2. Quando gli scultori vogliono rappresentare un oggetto qualsiasi, come un per- 
sonaggio o un soggetto di poca estensione, essi impiegano d’ordinario l’intero rilievo. 


x 


Esso altro non è che la fedele imitazione del modello nelle sue tre dimensioni, ossia 
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è ciò che in geometria appellasi una figura simile; tale rappresentazione porge, per 
un punto di vista qualunque, la stessa apparenza che il soggetto guardato dal punto 
corrispondente. Così si fanno le statue, che ponno divenire statuette o conservare 
le dimensioni naturali, ovvero in alcuni casi avere proporzioni più ragguardevoli. 
Ma quando l’artista vuol rappresentare un soggetto alquanto esteso, specialmente 
in profondità, quali sono per lo più i soggetti figurati dai pittori nei loro quadri, è 
manifesto ch'egli, per venirne a capo, dovrà rinserrare il suo lavoro entro uno spazio 
limitato, in guisa da farvi entrare l’imagine di oggetti spesso assai lontani. Così 
egli non può ritrarre che l’ aspetto offerto dal modello considerato da un punto di vista 
scelto convenientemente; ma ha il vantaggio di poter diminuire lo sfondo nel senso 
de’ raggi prospettivi, senza tuttavia alterare l'apparenza: egli fa allora ciò che chia- 
masi basso rilievo. 

I bassi rilievi sono dunque imitazioni della natura, rinchiuse in uno spazio che ha 
minore sfondo del soggetto. 

Noi diciamo che queste costruzioni devono essere assoggettate a regole geometriche 
analoghe a quelle che governano la prospettiva piana; per dimostrar ciò risaliamo al 
principio generale su cui riposa la visione. 

Tutt'i corpi illuminati in un modo qualunque diventano alla loro volta corpi ri- 
schiaranti, cioè corpi che rimandano luce in tutte le direzioni. Fra tutti i raggi che 
partono da un oggetto illuminato, ve n’ha un fascio che arriva all’ occhio dell’ osserva- 
tore e gli fa discernere l’ oggetto. Questi raggi formano un cono il cui vertice è nel- 
l'occhio, e la cui base altro non è che la superficie visibile dell’ oggetto: formano, cioè, 
il così detto cono prospettivo. Se sopra ciascun raggio di questo cono sì prende un 
punto che tenga luogo di quello da cui il raggio si parte, e produca sull'occhio la 
medesima sensazione, è evidente che l'insieme di tutti i punti analoghi, terrà luogo 
dell’ apparenza dell’oggetto proposto. Se tutti quei punti saran presi in una superficie 
piana, quali riuscirebbero intersecando il cono prospettivo con un piano, si avrà la 
prospettiva piana del modello, ed aggiungendovi i colori secondo le norme della pro- 
spettiva aerea, si avrà un quadro che potrà produrre una completa illusione. 

3. Se in luogo di prendere que’ punti intermedi sopra una medesima superficie 
piana o curva, si determinano secondo una qualsivoglia legge di continuità, e si estende 
la costruzione non solo ai punti visibili del soggetto, ma anche a quelli che non lo 
sono, cioè a quelli che sono mascherati da altri punti più vicini all’ occhio, è ovvio 
che si potrà formare, colla loro riunione, una figura in rilievo, cioè dotata di tre di- 
mensioni come il modello, tale però che potrà avere assai meno di sfondo che que- 
st’ ultimo, e che tuttavia osservata dal punto di vista prescelto avrà l’identica appa- 
renza. La figura così costruita è ciò che diciamo la prospettiva in rilievo del soggetto. 
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Se di questa figura non conserviamo che le parti visibili, tralasciando il rimanente, 
o meglio collegando fra loro le diverse parti, in modo da dare solidità all’ insieme della 
costruzione, si avrà un basso rilievo. Il risultato così ottenuto non farà forse illusione 
come un dipinto, perchè d’ ordinario non vi si aggiungono i colori; ma esso avrà altri 
preziosi vantaggi, quale è quello di poter essere costruito in materiali inalterabili al 
sole, alla pioggia; e d’essere perciò acconcio a servire d’ ornamento all’ esterno o nel- 
l'interno dei monumenti. 

Dietro quanto s'è detto, se bastasse prendere ad arbitrio su ciascun raggio un 
punto, senz’ obbligo d’osservare altra regola, vi sarebbe un'infinità di figure che po- 
trebbero essere prospettive in rilievo di uno stesso soggetto. Ma la cosa è altrimenti. 
Ciò che si vuole rappresentare è bensì l'apparenza del soggetto guardato da un punto 
di vista unico; e se il punto da cui si ha a considerare la prospettiva fosse rigoro- 
samente limitato, come sarebbe una piccolissima apertura praticata in sottile parete, 
potrebbesi a rigore, con una costruzione arbitraria, avere una figura che, per quel- 
l’unico punto, avrebbe la stessa apparenza del soggetto; onde una retta potrebbe es- 
sere sostituita da una curva essenzialmente piana, contenuta nel piano prospettivo della 
retta. Ma allora è evidente che se l’osservatore si scostasse dal punto di vista, la 
curva non rappresenterebbe più per lui una retta, e così dicasi del resto; epperò la 
figura costruita a quel modo non esprimerebbe il soggetto dato, ma sarebbe un’ ana- 
morfosi, cioè una figura che non offrirebbe l’imagine d’oggetti distinti, se non collo- 
cando l’ occhio in una determinata posizione. Siccome effettivamente il punto di vista 
non può essere circoscritto in maniera sì assoluta; e l’ occhio può ad ogni istante sco- 
starsene, ed in sostanza un basso rilievo, del pari che un quadro, deve bensì rap- 
presentare l’ apparenza offerta dal modello per un unico punto di vista, ma con questa 
condizione essenziale, non mai bene dichiarata nei trattati di prospettiva, che tale 
rappresentazione sia anche sodisfacente per tutte le posizioni ove l’ occhio possa na- 
turalmente arrestarsi ad esaminarla; così ne risulta essere necessario non solo che ad 
un punto del modello corrisponda un punto della prospettiva in rilievo, ma inoltre 
che ad ogni retta compresa nel modello corrisponda sempre una retta, e per conse- 
guenza che ad un piano corrisponda un altro piano. 

Per conseguenza, se il soggetto da ritrarsi ed il punto di vista sono appieno de- 
terminati: se ì piani che devono limitare la rappresentazione sono conosciuti pel loro 
sito, riguardo al soggetto ed al punto di vista; non vi potrà essere assolutamente che 
una sola figura, la quale sodisfaccia alle diverse condizioni suenumerate, epperò sia 
la prospettiva in rilievo del dato soggetto ,. 

Esistono già per la costruzione dei bassi rilievi regole geometriche che guidino 
l'artista nella sua composizione, come ve ne ha nella pittura? Se tali regole non sono 
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osservate nella statuaria, è egli bene prescriverne, e saranno esse accettate, ovvero 
si reputeranno incompatibili col fine cui si mira ne] basso rilievo e contrarie all’ in- 
dipendenza reclamata dal genio dell'artista ? 

Queste domande si propose il signor CHasLes nel rapporto ch'egli fece all’Acca- 
demia di Francia, intorno all’ opera del Poupra. Alle quali egli assai saviamente seppe 
rispondere, interrogando la storia dell’arte. 

“ Basso rilievo è una costruzione poco sporgente da un fondo piano o curvo, de- 
stinata a rappresentare l'insieme di più oggetti formanti una scena, che può occupare, 
sopratutto in profondità, un'estensione più o meno grande. Le dimensioni di questa 
scena ponno trovarsi singolarmente diminuite di sfondo nel basso rilievo; e l’arte dello 
scultore consiste nello inspirare allo spettatore, come fa la pittura in un semplice quadro, 
non solo il sentimento delle forme particolari delle varie parti della scena, ma anche 
il sentimento delle loro posizioni rispettive e delle vere distanze de’ diversi piani in 
cui esse si trovano. Queste due condizioni riunite offriranno all'occhio e all’ intelletto 
l'apparenza e l’imagine perfetta del soggetto, come esso esiste realmente e natural- 
mente; e tale è il più elevato fine che possa proporsi l’arte del basso rilievo. 

Le decorazioni teatrali, benchè vi si faccia uso della pittura e di tutti i suoi spe- 
dienti per produrre illusione all’ occhio, partecipano essenzialmente all’ arte del basso 
rilievo e dipendono dalle stesse regole di costruzione, perchè la prospettiva vi si fa 
sopra piani differenti e diversamente spazieggiati. 

Lo stesso vale dell’ architettura de’ grandi edifizi, ove si ha a determinare, dietro 
quelle regole, la disposizione delle diverse parti del monumento, e le forme e pro- 
porzioni de’ suoi ornamenti, come colonne, statue, volte, ecc., avuto riguardo al loro 
allontanamento in isfondo ed in elevazione. 

La composizione de’ giardini, uno de’ rami dell’architettura ove ha la più gran 
parte l’effetto prospettivo, desume anch’ essa i suoi principj dall’arte del basso rilievo. 

La scienza de’ bassi rilievi non è dunque circoscritta all'arte plastica, propriamente 
detta, ma è anzi suscettibile d’applicazioni svariate, aventi tutte per fine principale 
l'imitazione e l'illusione. 

Ciò dovrebbe autorizzarci a sperare di rinvenire nell’ antichità alcune tracce delle 
regole che hanno potuto guidare gli artisti nelle loro composizioni. Imperocchè è noto 
il gusto de’ Greci e de’ Romani pei templi e pei teatri, e si sa ch’essi avevano scritto 
sulla scenografia, la quale divenne un’arte particolare fondata sui principj della pro- 
spettiva. 

La perfezione delle loro opere in tutto rilievo, comprovata dalle testimonianze di 
ammirazione che molti storici contemporanei ci hanno trasmesse e dai modelli che a 
noi sono pervenuti, sarebbe un altro argomento per pensare ch’essi abbiano coltivato 
con buon esito anche l’arte del basso rilievo. 


Cremona, tomo I, Dari 
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Tuttavia i loro numerosi lavori in questo genere non rispondono all'idea che ab- 
biamo enunciato sulla destinazione e sul carattere de’ bassi rilievi, considerati nella 
maggior perfezione, e, sotto questo aspetto, hanno dato luogo a vive critiche..... “ Se 
“ben si esamina la maggior parte de’ bassi rilievi antichi, si troverà ch’ essi non sono 
veri bassi rilievi, ma opere di tutto rilievo, tagliate in due d’alto in basso, di cui una 
metà è stata applicata e fissata sopra un fondo tutto unito *) ,,. 


(14 


“ 


CD) . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 


Non prima del quindicesimo secolo l’arte del basso rilievo ha assunto presso i moderni 
il suo carattere d’imitazione. L'importante innovazione è dovuta a LoRENZO GHIBERTI 
che nelle porte del paradiso applicò tutti gli aiuti della prospettiva lineare, di cui egli 
aveva già fatto uso con grande successo nella pittura. 

“La buona prova fatta da GrHIsErtTI fu l'origine della nuova scuola fondata sulla 
pratica della prospettiva. Questo genere s’ incontra nella maggior parte de’ bassi rilievi 
degli scultori celebri del quindicesimo e del sedicesimo secolo... Nel secolo decimo- 
settimo il basso rilievo fece un nuovo progresso che gli permise di emulare la pittura 
ne’ quadri storici in grande. Fu un altro italiano, il celebre scultore ALGARDI, che con- 
cepì e mandò ad effetto questa estensione dell’arte, componendo in basso rilievo un 
vasto quadro di storia. La riuscita fu prodigiosa, e d'allora in poi il basso rilievo 
divenne una nuova maniera di dipingere, i cui principj si identificarono con quelli della 
pittura propriamente detta. 

Bisogna dunque distinguere, nell’arte del basso rilievo, la scuola antica e la moderna; 
gli spedienti di questa, sconosciuti alla prima o almeno da essa raramente e lievemente 
usati, sono dovuti alla pratica della prospettiva nella rappresentazione delle varie 
parti del soggetto e nel degradamento delle loro distanze. 

Questa conclusione risolve la quistione che ci eravamo proposta e ci autorizza a 
dire, insieme coi grandi maestri e coi più giudiziosi apprezzatori delle loro opere, che 
per dare all’arte del basso rilievo tutta l’ estensione e l’eccellenza di esecuzione di 
cui è suscettibile, è d’uopo assoggettarla alle leggi rigorose della prospettiva, nel 
modo che la pittura sì felicemente vi si è sottomessa, verso la stessa epoca del quin- 
dicesimo secolo. 

Ma quali sono queste leggi rigorose desunte dai principj della prospettiva, che i mo- 
derni scultori hanno applicato con successo sì grande, da doverle risguardare come il 
vero fondamento dell’arte del basso rilievo? Ossia, per dare al quesito una forma più 
scientifica, diremo: dato un soggetto o modello, in qual modo si costruirà una nuova 
figura che offra in tutti sensi quelle degradazioni di distanze, quali si osservano nella 
semplice prospettiva sopra un piano? 





*) PERRAULT, Parallèle des anciens et des modernes. 
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Questa domanda costituisce un bel problema di geometria, indipendentemente dalle 
sue applicazioni all’ arte del basso rilievo. Sarebbe assai interessante il poter rinvenire, 
in qualche scritto de’ celebri scultori che hanno seguìto GHIBERTI nella sua felice inno- 
vazione, almeno un cenno delle regole ch’ essi osservavano per isciogliere praticamente 
il problema. Ma sgraziatamente essi non ne fanno parola. GHIBERTI aveva scritto un 
trattato sulla scultura, ov è verosimile ch’ ei dichiarasse alcune regole pratiche; ma 
quell’ opera rimase manoscritta. Si dice che ne esista ancora una copia in una biblio- 
teca di Firenze. Facciamo voti perch’ essa richiami a sè l’attenzione del governo o 
di alcuno zelante cultore delle arti e della scienza..., 

Il primo scritto in cui troviamo alcune regole per la costruzione de’ bassi rilievi 
è di Bosse (1648), il quale le aveva probabilmente ricevute dal celebre DESARGUES. 
Un altro scritto sui bassi rilievi fu publicato un secolo più tardi da PeTIToT a Parma. 
Ma le regole succinte di Bosse e di PeTITOT erano incomplete ne’ principj e nell’appli- 
cazione, e non formavano una teoria de’ bassi rilievi. Il primo libro, a nostra saputa, 
nel quale la cosa sia stata considerata sotto l'aspetto geometrico, benchè ancora esclu- 
sivamente pratico, è il Saggio sulla prospettiva dei rilievi di BREYSIG (1792). 

“ In seguito, il problema de’ bassi rilievi è stato trattato, sebbene per incidenza 
e con brevità, in un’opera di pura geometria, con quella precisione e con quella chia- 
rezza che sono proprie delle teorie matematiche considerate in tutta la loro genera- 
lità e in quel grado d’astrazione che loro spetta. Alludiamo al Traité des propriétés 
projectives des figures dell’illustre PoncELET (1822). L’autore mirando ad applicare alle 
figure a tre dimensioni il metodo desunto dai principj della prospettiva lineare per la 
dimostrazione delle proprietà delle figure piane, imaginò un processo analogo di de- 
formazione delle figure a tre dimensioni, ch'egli chiamò teoria delle figure omologiche 
o prospettiva in rilievo. 

In queste figure i punti si corrispondono a due a due, e sono su rette concorrenti 
in uno stesso punto, chiamato centro di omologia; a rette corrispondono rette, e per 
conseguenza piani a piani; due rette o due piani corrispondenti si intersecano mu- 
tuamente sopra un piano invariabile, detto piano d’omologia. 

Dopo aver fatto uso assai esteso di questo metodo, come mezzo di prova e di 
ricerca in geometria razionale, il signor PoNCELET mette in chiaro che due figure omo- 
logiche riuniscono tutte le condizioni da osservarsi nella costruzione de’ bassi rilievi 
e nelle decorazioni teatrali. E l’autore finisce con queste parole: “ nous laisserons aux 
“ artistes instruits le soin de développer ces idées de la manière convenable, pour les 
“ mettre à la portée du grand nombre de ceux qui exécutent ,. 

Tuttavia non era quest’ opera riserbata agli artisti propriamente detti, qualunque 
fosse il loro merito, poichè essa esigeva necessariamente il geometra abituato alle 
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speculazioni della scienza, il solo a cui appartenga di trattare le quistioni matema- 
tiche colla precisione e la lucidità che ne spianano tutti gl’ impedimenti ,. 

Il signor PoupRA, antico allievo della scuola politecnica di Francia, si è proposto 
di dar seguito alle idee di PoNcELET, e ciò lo ha condotto a comporre un’ opera (or qui 
annunziata), che presentata all’ accademia delle scienze ne fu approvata. 

L’opera è divisa in due parti; nella prima l’autore tratta, da un punto di vista 
generale, la costruzione delle figure omologiche ossia la prospettiva in rilievo; e nella 
seconda tratta delle applicazioni particolari di quella teoria alla costruzione de’ bassi 
rilievi propriamente detti, alle decorazioni teatrali ed all’ architettura dei grandi 
edifici. 

Termineremo colle parole del signor CHASLES: 

“ Senz° avere il pensiero di prescrivere agli artisti l’uso esclusivo delle regole rigo- 
rose, basate sulla teoria geometrica sviluppata dal PouDRA, noi esprimeremo però il 
convincimento che, in tutti i lavori d’arte ove si miri all’imitazione, per mezzo d’effetti 
d’ apparenza e d’ illusione, si potrà sempre consultare con frutto questo libro, ove allato 
di regole sicure e precise quanto quelle della prospettiva piana, di cui la pittura fa 
un sì felice uso, trovansi acute osservazioni e giudizi motivati che si cercherebbero 
forse invano in altri scritti composti in un intento puramente artistico ,. 


20. 


SULLE SUPERFICIE GOBBE DEL TERZ’ ORDINE. 


Atti del Reale Istituto Lombardo, volume II (1861), pp. 291-302. 


1. Io mi propongo, in questa Memoria, d’investigare coi metodi della pura geome- 
tria, alcune interessanti proprietà delle superficie gobbe del terz’ordine. Non so se 
altri siasi già occupato di questo argomento. 

Avrò a far uso della seguente proposizione, dovuta all’ illustre CnasLes: Se sopra 
una data retta si ha una serie di punti 7», ed una serie di segmenti m'wm'" in invo- 
luzione, e se le due serie sono projettive (cioè si corrispondono anarmonicamente), vi 
sono in generale tre punti m, ciascuno de’ quali coincide coll’uno o coll’altro de’ suoi 
corrispondenti w', nm". Infatti, presa un’origine o sulla data retta, s' indichi con 2 il 
segmento 0m, e con x l’uno o l’altro de’ segmenti 0m', om"; la projettività delle due 
serie sarà generalmente espressa da un’equazione della forma: 


xc°(az +5) +x(0'2 +5) 4+(a’2+405")=0, 


ove, posto x="2, l’equazione risultante è del terzo grado in #; da cui si conclude la 
verità dell’enunciato teorema. I tre punti accennati si ottengono geometricamente, 
mediante le eleganti costruzioni date dallo stesso signor CHASLES *). 

2. Devesi al celebre matematico inglese CAayLey l'importante osservazione, che 
in una superficie gobba l’ordine è eguale alla classe. Infatti, il numero delle generatrici 
rettilinee incontrate da una retta arbitraria è evidentemente eguale al numero dei 
punti comuni a questa retta ed alla superficie, ed anche al numero de’ piani tangenti 
che per la retta stessa si possono condurre. Segue da ciò, che alle superficie gobbe, 
di qualsivoglia ordine, compete quella dualità di proprietà geometriche che si riscontra 


*) Comptes rendus de l’ Académie de Paris, tom. XLI, pag. 677. Veggansi anche i Mélanges 
de géométrie pure del signor JONQUIERES, pag. 162. 
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nelle superficie del second’ordine, appunto perchè esse sono in pari tempo della se- 
conda classe. 

Per esprimere con una sola parola il doppio concetto dell'ordine e della classe, 
dirò che una superficie gobba è del grado », quando una retta arbitraria incontra n 
sue generatrici rettilinee. 

3. Sia proposta una superficie gobba X del terzo grado; assunte ad arbitrio quattro 
generatrici G, H, K, L, siano D, E le due rette che le incontrano tutt'e quattro. Cia- 
scuna delle rette D, E ha quattro punti in comune colla superficie data, epperò giace 
per intero in essa. 

Considero ora il piano EG, il quale contenendo già, oltre la retta E, la genera- 
trice G, segherà la superficie in una nuova generatrice G', poichè la sezione fatta da 
un piano qualsivoglia è una linea d’ordine eguale a quello della superficie. Le tre 
rette E, G, G costituiscono la completa intersezione di quel piano colla superficie; 
dunque il piano medesimo sega tutte le generatrici in punti appartenenti alla retta 
E; ossia, tutte le generatrici della superficie Y incontrano la retta E. Per la stessa 
ragione, esse incontrano la retta D; dunque D, E sono due direttrici rettilinee della 
proposta superficie. È evidente che non vi può essere una terza direttrice rettilinea; 
epperò: 

Ogni superficie gobba del terzo grado ammette due direttrici rettilinee. 

Considerando di nuovo il piano EGG', e ritenendo che le generatrici G, G' incon- 
trino la direttrice E in due punti distinti, esse andranno necessariamente ad incon- 
trare l’altra direttrice D in uno stesso punto, là, cioè, dove questa attraversa il piano 
EGG. In questo punto la direttrice è incontrata da due generatrici, epperò ivi la 
superficie Y ammette due piani tangenti, DG e DG'; dunque, quello è un punto doppio. 
Analogamente è un punto doppio quello in cui la direttrice D è incontrata da qualunque 
altra generatrice: il che significa essere D una retta doppia sulla superficie XY. Da 
ogni punto di D partono due generatrici, situate in un piano passante per E. Ogni 
piano passante per D contiene una sola generatrice: la retta D conta per due nel 
grado della sezione. Ossia: 

Ogni superficie gobba del terzo grado ha una retta doppia, la quale è una delle 
due direttrici rettilinee. 

4. Una superficie gobba di terzo grado non può avere altra linea multipla. In 
fatti, un piano qualsivoglia sega la superficie in una linea del terz’ordine, e le linee 
multiple di quella in punti, che sono multipli per questa linea. Ora, una linea del 
terz’ordine non può avere più di un punto multiplo, senza degenerare nel sistema di 
una retta ed una conica, o nel sistema di tre rette; e d’altronde se un piano qualsi- 
voglia segasse la superficie secondo una retta ed una conica, ovvero secondo tre rette, 
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la superficie stessa sarebbe evidentemente il complesso di un piano e d’una super- 
ficie di second’ordine, ovvero di tre piani. 

Nè la retta singolare D può divenire cuspidale, in luogo d’essere puramente doppia. 
Perchè, se in ogni punto di Di due piani tangenti alla superficie coincidessero, coin- 
ciderebbero anco le due generatrici che partono da quello; epperò da ogni punto di 
D, come da ogni punto di E, partirebbe una sola generatrice. Dunque le rette D, E 
sarebbero dalle generatrici divise omograficamente, e la superficie diverrebbe un 
iperboloide. 

Se una superficie di terz’ordine ha una retta doppia, ogni piano passante per questa 
segherà la superficie in una retta; dunque: 

Ogni superficie di terz’ordine, nella quale sia una retta doppia, è rigata. 

5. Dal fatto che per ciascun punto della direttrice doppia D passano due genera- 
trici poste in un piano passante per la seconda direttrice E, risulta che: 

In ciascun punto della retta doppia di una superficie gobba di terzo grado, questa 
è toccata da due piani; tali coppie di piani formano un’involuzione. Ciascun piano pas- 
sante per l’altra direttrice rettilinea tocca la superficie in due punti; tali coppie di punti 
sono in involuzione. Le due involuzioni sono prospettive (cioè i piani della prima pas- 
sano pei punti della seconda). 

In altre parole: siccome le generatrici della superficie Y a due a due incontrano 
in uno stesso punto la retta doppia D, e sono in un piano passante per l’altra diret- 
trice E, così esse generatrici determinano coi loro punti d’appoggio una serie di seg- 
menti in involuzione sulla retta E, ed .una semplice serie di punti sulla retta D; e le 
due serie si corrispondono anarmonicamente. Se l’involuzione ha i punti doppj reali, 
e siano a’, d', da essi partiranno due generatrici A, B, che andranno ad incontrare la 
retta doppia D nei corrispondenti punti a, è. Questi due punti hanno dunque la speciale 
proprietà, che da ciascun d’essi parte una sola generatrice, cioè in ciascun d’essi i due 
piani tangenti coincidono. Per conseguenza, essi sono due punti cuspidali. I piani tangenti 
in questi punti incontrano la direttrice E in &' e d'. È del pari evidente che i due piani 
EA, EB hanno, fra tutti i piani passanti per E, l'esclusiva proprietà di contenere, ciascuno, 
una sola generatrice, che conta per due nel grado della sezione; epperò ciascuno di 
questi piani tocca la superficie lungo tutta la rispettiva generatrice. 

Le generatrici della superficie Y determinano a due a due una coppia di piani 
passanti per D, ed un solo piano passante per E; ossia determinano due fasci projet- 
tivi, l’ uno doppio involutorio di piani passanti per D, l’altro semplice di piani pas- 
santi per E. I piani DA, DB sono evidentemente i piani doppj dell’ involuzione anzi- 
detta. Dunque: 

I punti ne’ quali le generatrici di una superficie gobba di terzo grado sì appoggiano 
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alle due direttrici rettilinee, formano su queste due serie projettive; ed invero, una serie 
semplice di punti sulla retta doppia, ed una serie di segmenti in involuzione sull’ altra 
direttrice. I punti doppj di questa involuzione corrispondono ai punti cuspidali della retta 
doppia. 

I piani passanti per luna o per l’altra delle due direttrici rettilinee di una super- 
ficie gobba di terzo grado, formano due fascì projettivi; ed invero, un fascio doppio 
involutorio intorno alla retta doppia, ed un fascio semplice intorno alla seconda diret- 
trice. I piani doppj dell’'involuzione sono quelli che toccano la superficie nei punti 
cuspidali della retta doppia. 

6. Studiamo ora la questione inversa. Sian date due serie projettive di punti, 
l'una semplice su d’una retta D, l’altra doppia involutoria sopra un’altra retta E; 
le due rette non situate in uno stesso piano. Di qual grado è la superficie luogo 
delle rette che uniscono i punti corrispondenti delle due serie? Immagino una retta 
arbitraria T, e per essa un fascio di piani prospettivo alla serie di punti su D. Questo 
fascio determinerà sulla retta E una serie di punti omografica a quella data su D; 
epperò in E avremo due serie projettive di punti, luna semplice e l’altra doppia in 
involuzione. Tali serie sopra una stessa retta ammettono in generale tre punti doppj; 
dunque la retta arbitraria T incontra tre generatrici, ossia la superficie descritta è 
del terzo grado. Per essa la retta D è evidentemente la retta doppia, ed E è la 
seconda direttrice. Dunque: 

Data una serie di segmenti in involuzione sopra una retta ed una serie semplice 
di punti, projettiva alla prima serie, sopra un’altra retta, le rette che uniscono i punti 
corrispondenti delle due serie formano una superficie del terzo grado. 

Analogamente si dimostra che: 

Dato un fascio involutorio di piani passanti per una retta, ed un altro fascio sem- 
plice, projettivo al primo, di piani passanti per una seconda retta, le rette intersezioni 
de’ piani corrispondenti formano una superficie del terzo grado. 

A questi teoremi può anche darsi un’altra espressione. Sia o un punto fisso preso 
ad arbitrio nella retta doppia D; q.un punto fisso in E; sia m un punto qualunque 
in E; w' il punto che gli corrisponde in D. Allora la corrispondenza anarmonica delle 
due serie di punti in D, E sarà espressa da un’equazione della forma: 


(1) qm® (X.0m + p) + qm (v. om +7) + p.om' +s=0, 
ove À, .,v, x, p,6 sono costanti. Dunque: 

Se in due rette date si prendono due punti fissi 9, 0, e due punti variabili #2, #7, in 
modo che fra i segmenti qw, om' abbia luogo la relazione (1), la retta 1 genera una 
superficie del terzo grado. 


SULLE SUPERFICIE GOBBE DEL TERZ ORDINE. 265 


Un analogo enunciato si può dedurre dalla considerazione de’ due fasci di piani, di 
cui le rette D, E sono gli assi. 

7. Una superficie gobba di terzo grado è completamente individuata dalle due 
serie projettive di punti in D, E. Ciò posto, è ovvio come si risolverebbe il problema: 

Costruire le tre generatrici incontrate da una retta data. 

La soluzione di questo problema riducesi alla costruzione de’ tre punti doppj di 

due serie projettive, l’ una semplice e l’altra involutoria, sopra una medesima retta. 

È del pari facilissimo vedere come si risolvono questi altri problemi: 

Per quattro rette, a due a due, non situate in uno stesso piano, e per un punto 
dato, far passare una superficie gobba di terzo grado. (Due soluzioni, o nessuna). 

Costruire la superficie gobba di terzo grado di cui sian date la retta doppia e la 
seconda direttrice, ed inoltre cinque generatrici (ovvero cinque punti). (Una soluzione). 

8. Prendiamo ora a considerare un piano tangente qualsivoglia della superficie X, 
il quale non passi nè per D, nè per E. Esso, oltre al contenere una generatrice, 
segherà la superficie secondo una conica, la quale è incontrata dalla generatrice in 
due punti, e questi sono i due punti doppj in virtù de’ quali la sezione, che in ge- 
nerale è una curva del terz’ordine, si risolve qui in una retta ed una conica. Ma anche 
il punto in cui il piano dato sega la retta doppia, dev'essere un punto doppio per 
la sezione; dunque uno de’ punti in cui la generatrice incontra la conica, appartiene 
alla retta doppia. L’altro punto è quello in cui il piano tocca la superficie; ossia: 

Ogni piano tangente ad una superficie gobba del terzo grado, il quale non passi per 
una delle direttrici rettilinee, sega la superficie secondo una conica che è incontrata 
dalla generatrice posta nel piano stesso in due punti. Uno di questi è il punto di con- 
tatto del piano colla superficie; l’altro è il punto in cui la generatrice s' appoggia alla 
retta doppia. 

E per conseguenza: 

La retta doppia di una superficie gobba del terzo grado si appoggia a tutte le co- 
niche inscritte in questa. 

Ne risulta anche che nessuna di queste coniche incontra la seconda direttrice, e 
che nessuna conica posta in un piano tangente non passante per una direttrice si 
risolve in due rette. 

Osservo inoltre, che i piani EA, EB (reali o immaginarj), toccando la superficie X 
lungo tutta una generatrice per ciascheduno, toccano anche le coniche in essa in- 
scritte; ossia: 

I piani tangenti (reali 0 immaginarj) che per la direttrice non doppia di una su- 
perficie gobba del terzo grado si possono condurre ad una conica inscritta in questa, 
sono anche tangenti a tutte le altre coniche inscritte nella medesima superficie. I punti 
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di contatto sono situati nelle due generatrici, che incontrano la retta doppia ne’ punti 
cuspidali. 

9. Qual è il grado della superficie generata da una retta che si muova appog- 
giandosi costantemente ad una conica K e a due rette D, E, la prima delle quali 
incontri la conica in un punto? Immagino una retta arbitraria T; tutte le rette che 
simultaneamente incontrano le tre rette D, E, T, formano un iperboloide, il quale sega 
il piano delìa conica K secondo un’altra conica. Le due coniche passano emtrambe per la 
traccia di DD), epperò si segheranno generalmente in tre altri punti; ossia l’iperboloide 
ha tre generatrici appoggiate alla conica K; dunque tre sono le rette che incontrano 
a un tempo D, E, T e K, epperò: 

La superficie generata da una retta mobile che si appoggi costantemente ad una 
conica ed a due rette, una delle quali abbia un punto comune colla conica, è del terzo 
grado. La direttrice rettilinea che ha un punto comune colla conica, è la retta doppia 
della superficie. 

Viceversa, ogni superficie gobba del terzo grado ammette tale generazione. 

10. Se consideriamo la direttrice E ed una conica K inscritta nella superficie Y, ad 
ogni punto dell’una di esse corrisponde un punto nell’altra, e viceversa: i punti cor- 
rispondenti sono quelli per cui passa una stessa generatrice della superficie. Ossia: 

Le generatrici di una superficie gobba del terzo grado determinano sulla direttrice 
rettilinea non doppia, e sopra una qualsivoglia conica inscritta nella superficie, due serie 
projettive di punti. 

Io ho già dimostrato, nella Memoria Sur quelques propriétés des lignes gauches de 
troisibme ordre et classe *), il teorema inverso: 

Date due serie projettive di punti, l'una sopra una retta e l’altra sopra una conica, 
situate comunque nello spazio, le rette che uniscono è punti corrispondenti formano una 
superficie del terzo grado. 

11. In virtù del principio di dualità, possiamo anche enunciare i seguenti teoremi, 
che si dimostrano colla stessa facilità de’ precedenti. 

Un punto qualunque di una superficie gobba del terzo grado, il quale non giaccia 
in una delle due direttrici rettilinee, è il vertice di un cono di secondo grado, circo- 
scritto a quella. De’ due piani tangenti a questo cono, che in generale ponno condursi 
per la generatrice passante per quel punto, Vuno passa per la direttrice non doppia, 
mentre l’altro è il piano tangente alla superficie data nel vertice del cono. 

Ogni cono di secondo grado, circoscritto ad una superficie gobba del terzo, ha un 
piano tangente passante per la direttrice non doppia di questa. 


*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 58, pag. 138. [Queste Opere, n. 24]. 
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La superficie generata da una retta mobile, la quale sì appoggi a due rette date, e sì 
trovi ad ogni istante in un piano tangente di un dato cono dì secondo grado, un piano 
tangente del quale passì per una di quelle due rette, è del terzo grado. 

La retta doppia di una superficie gobba di terzo grado incontra nella stessa coppia 
di punti (reali 0 immaginarj), cioè nei punti cuspidali, tutti è conì di secondo grado 
circoscritti alla superficie. 1 piani tangenti ai conì in quei punti passano per le due 
generatrici che s'appoggiano alla retta doppia nei punti medesimi. 

Dati due fasci projettivi, l’uno di piani tangenti ad un cono di secondo grado, 
l’altro di piani passanti per una retta, le rette intersezioni de’ piani corrispondenti 
formano una superficie del terso grado (per la quale la retta data è la direttrice 
doppia). 

12. Considero una generatrice G appoggiata alla retta doppia D nel punto 9g. Se 
intorno a quella generatrice si fa rotare un piano, esso sega la superficie Y secondo 
una conica che passa costantemente pel punto 9, ed ivi tocca un piano fisso, cioè quel 
piano DG che passa per la direttrice doppia, e per quella generatrice G' che appog- 
giasi pure in g alla retta D. Il polo della retta G rispetto a quella conica si troverà 
dunque nel piano DG. Ma siccome la generatrice G incontra anche l’altra direttrice E, 
così, se per questa s’immaginano condotti i piani tangenti alla conica, il piano EG 
ed inoltre il piano ET conjugato armonico di quest’ultimo rispetto ai due primi, è 
evidente che il piano ET deve pure passare per quel polo. Ora, i piani DG’, EI sono 
fissi, cioè non variano, comunque ruoti intorno a G il piano della conica; dunque, 
variando questo piano, il polo di (G rispetto alla conica variabile percorre la retta I 
comune ai piani DG, ET. Ossia: 

I poli di una stessa generatrice di una superficie gobba del terzo grado, relativi a 
tutte le coniche în essa inscritte e poste in piani passanti per quella generatrice, sono 
in una retta appoggiata alle due direttrici della superficie medesima. 

Variando la generatrice G, varia la corrispondente retta T°, che però rimane sempre 
appoggiata alle D, E; onde segue, che il luogo della retta I, è un’altra superficie 
gobba del terzo grado, che ha le rette direttrici in comune colla data: superficie, che 
è evidentemente polare reciproca della proposta Y. Ossia: 

Il luogo dei poli delle generatrici di una superficie gobba del terzo grado, rispetto 
alle coniche inscritte în questa e poste in piani rispettivamente passanti per le genera- 
trici medesime, è un’altra superficie gobba del terzo grado, polare reciproca della data. 

Da quanto precede segue inoltre : 

Se intorno ad una retta fissa sì fa girare un piano, e in questo si descriva una 
conica toccante un piano fisso nel punto in cuì esso è incontrato da quella retta; se nel 
movimento del piano, la conica sì deforma appoggiandosi costantemente ad una seconda 
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retta fissa, e in modo che il polo della prima retta rispetto alla conica scorra su d'una 
terza retta data nel piano fisso; la conica genererà una superficie gobba del terzo grado, 
per la quale le prime due rette date sono generatrici, mentre la retta che unisce è loro 
punti d’ incontro col piano fisso è la retta doppia. 

13. Ecco i teoremi correlativi: 

I piani polari di una stessa generatrice di una superficie gobba del terzo grudo, 
rispetto a tutti coni di secondo grado circoscritti a questa ed aventi i vertici în quella 
generatrice, passano per una retta appoggiata alle due direttrici della superficie gobba. 
Il luogo delle rette analoghe a questa, e corrispondenti alle diverse generatrici, è un’altra 
superficie gobba del terzo grado, polare reciproca della data (la stessa del numero pre- 
cedente). 

Se un cono di secondo grado, mobile, percorre col vertice una retta fissa, e passa 
per un punto fisso, nel quale sia toccato da un piano passante per quella retta; se 
inoltre il cono ha costantemente un piano tangente, passante per una seconda retta fissa, e 
se il piano polare della prima retta, rispetto al cono, ruota intorno ad una terza retta data, 
passante pel punto fisso; Vl’ inviluppo di quel cono sarà una superficie gobba del terzo 
grado, per la quale le prime due rette date sono generatrici, mentre la retta interse- 
zione de’ piani da esse determinati col punto fisso è la direttrice non doppia. 

14. Supponiamo che una superficie gobba X di terzo grado sia individuata per 
mezzo delle due direttrici e di cinque generatrici. Condotto un piano per una di 
queste, esso sarà un piano tangente della superficie. Si domanda il punto di contatto. 

Questo piano segherà la retta doppia in un punto 9g, situato sulla generatrice per 
cui passa, e segherà le altre generatrici ne’ punti 4, %, 2, m. La conica, intersezione 
della superficie col piano tangente, è determinata dai cinque punti 9, 4, £, 7, m; e si 
tratta di trovare il punto in cui la generatrice G passante per 9g la sega di nuovo. A 
tale intento, basta ricorrere al teorema di Pascar. Le rette G, m concorrono in un 
punto p; le 4g, km in g; la pq incontri 4 in 7; la vt segherà G nel punto cercato. 

Sia invece dato un punto sopra una delle cinque generatrici, e si domandi il piano 
che ivi tocca la superficie. Quel punto determina colla direttrice non doppia un piano 2, 
passante per la generatrice G, di cui si tratta, e colle altre quattro generatrici altret- 
tanti piani f, , d, =. Questi cinque piani determinano il cono di secondo grado, cir- 
coscritto alla superficie Y, ed avente il vertice nel punto dato. Si tratta dunque di 
trovare il secondo piano tangente a questo cono, passante per quella generatrice G 
per cui passa già x. Le rette G, è: determinato un piano #.; le 82, xs un altro piano y; 
le Bd, pv un terzo piano x; le rette 7, G individueranno il piano desiderato. 

Un piano qualsivoglia dato sega le sette rette, mediante le quali è individuata la 
superficie Y, in altrettanti punti appartenenti alla curva di terz’ordine, secondo la quale 
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il piano sega la superficie. Fra quei punti, quello che spetta alla direttrice doppia, 
è il punto doppio della sezione. Ora una curva del terz’ordine con punto doppio è 
completamente determinata da questo e da sei punti ordinarj, e si sa costruirla colle 
intersezioni di due fasci projettivi, l’uno di rette e l’altro di coniche *). 

Colla costruzione correlativa si otterrà il cono circoscritto alla superficie Y, ed 
avente il vertice in un punto dato arbitrariamente nello spazio. 

15. Considero ancora un piano che, passando per la generatrice G seghi la super- 
ficie XY in una conica, ed immagino il cono avente per base questa conica ed il vertice 
in un punto o, preso ad arbitrio sulla retta doppia D. Questo cono ha evidentemente 
per generatrici la retta D e quelle due generatrici di Y che passano per 0; inoltre 
lo stesso cono è toccato lungo D dal piano DG, ove G' sia la generatrice di X che in- 
contra la retta doppia insieme con G. 

È pure evidente che, comunque ruoti quel piano intorno a G, epperò varii il cono 
per mezzo del quale vedesi dal punto fisso o la conica, sezione della superficie 3, 
quelle tre generatrici e quel piano tangente restano invariabili; onde si ha un fascio 
di coni aventi in comune tre generatrici ed il piano tangente lungo una di queste. 
Siccome poi, ad ogni piano condotto per G corrisponde un determinato cono nel 
fascio, e reciprocamente, così i coni anzidetti ed i piani per G si corrispondono anar- 
monicamente, cioè formano due sistemi proiettivi. Dunque: 

I piani tangenti di una superficie gobba del terzo grado, passanti per una stessa 
generatrice, ed è conì per mezzo de’ quali si veggono da un punto fissato ad arbitrio sulla 
retta doppia le coniche inscritte nella superficie e poste in quei piani, formano due 
fasci projettivi. 

Osserviamo che quando il piano mobile intorno a G passa per D, la conica dege- 
nera nel sistema di due rette coincidenti colla stessa D; epperò il corrispondente 
cono è il sistema dei due piani che toccano la superficie X nel punto o. Questa os- 


servazione gioverà per ciò che segue. { Anche al piano GE corrisponde un cono riducen- 


tesi a due piani: il piano DG' ed il piano delle due generatrici per 0, cioè il piano oE. 


16. Sian dati due fasci projettivi, l’uno di piani passanti per una data retta G, 
l’altro di coni di secondo grado passanti per tre date generatrici O, O' (queste due 
reali o immaginarie) e D, e toccanti lungo quest’ ultima un piano dato. Supponiamo 
inoltre che le rette D, G siano in uno stesso piano, al quale corrisponda, nel secondo 
fascio, il sistema de’ due piani DO, DO'. Di qual natura è la superficie luogo delle 
coniche intersezioni dei piani del primo fascio coi coni corrispondenti del secondo ? 


*) JONQUIERES, Meélanges, etc., pag. 190. 
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Una retta arbitraria incontra il fascio di coni in una doppia serie di punti in 
involuzione, ed il fascio di piani in una semplice serie di punti, projettiva alla prima. 
Le due serie hanno in generale tre punti doppj, epperò la superficie richiesta è del 
terz'ordine. È evidente che essa conterrà le quattro rette date. Inoltre, siccome il 
piano DG sega il cono corrispondente, cioè il sistema de’ piani DO, DO' secondo una 
conica che riducesi al sistema di due rette coincidenti (DD), così la retta D è doppia 
sulla superficie, e per conseguenza questa è gobba. 

17. Il principio di dualità somministra poi queste altre proprietà: 

I punti di una generatrice di una superficie gobba del terzo grado, considerati come 
vertici d’altrettanti coni di secondo grado circoscritti a questa, e le coniche intersezioni 
di questi conì con uno stesso piano condotto ad arbitrio per la direttrice non doppia, 
formano due sistemi projettivi. 

Sian dati due sistemi projettivi, l'uno di punti sopra una retta G, l’altro di co- 
niche tangenti due rette date O, O' (reali o no), ed un’altra retta data E in un punto 
dato. Supponiamo inoltre che le rette E, G siano concorrenti in un punto, al quale 
corrisponda, nel secondo sistema, il complesso de’ due punti EO, EO' (risguardato 
come un inviluppo di seconda classe). La superficie inviluppata dai coni che passano 
per quelle coniche ed hanno i vertici ne’ corrispondenti punti di G, è gobba e del 
terzo grado; per essa la retta E è la direttrice non doppia, e G, O, O' sono tre 
generatrici. 

Dalle cose che precedono, consegue che: 

Una superficie gobba del terzo grado è individuata dalla retta doppia, da tre punti, 
e da tre generatrici, due delle quali (realì 0 immaginarie) si appoggino alla retta doppia 
in uno stesso punto. 

Una superficie gobba del terzo grado è individuata dalla retta doppia e da nove 
punti. 

Una superficie gobba del terzo grado è individuata dalla direttrice non doppia, da 
tre piani tangenti e da tre generatrici, due dalle quali (reali 0 no) siano în uno stesso 
piano colla direttrice. 

Una superficie gobba del terzo grado è individuata dalla direttrice non doppia e da 
nove piani tangenti. 

Ecc. ecc. 

18. Dato un punto qualunque o nello spazio, la sua prima superficie polare, ri- 
spetto alla superficie X, è, per la nota teoria delle curve e delle superficie polari, del 
second’ordine. Se per o conduciamo un piano x arbitrario, esso sega la superficie Y 
secondo una linea del terzo ordine, che ha un punto doppio nell’intersezione del piano x 
colla retta doppia D. Lo stesso piano x segherà la superficie prima polare di 0 secondo 
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una conica, la quale è la polare di o rispetto all’anzidetta linea del terz’ordine. Ma 
è d’altronde noto, che quando una linea del terz’ordine ha un punto doppio, tutte le 
prime polari passano per esso; dunque: 

La prima superficie polare di un punto arbitrario rispetto ad una superficie gobba 
del terzo grado è un iperboloide passante per la retta doppia *). 

Se quel piano segante x si facesse passare per uno de’ due punti cuspidali della 
retta doppia, la sezione avrebbe ivi un punto doppio con due tangenti coincidenti, 
cioè una cuspide o regresso; epperò, siccome è noto che una linea del terz’ ordine, 
avente una cuspide, è ivi toccata da tutte le coniche prime polari, così: 

I piani che toccano una superficie gobba del terzo grado ne° punti cuspidali della retta 
doppia, sono tangenti nei medesimi punti all’ iperboloide polare di un punto arbitrario **). 

Se immaginiamo ancora il piano segante 7, come sopra, è noto ***) che la retta 
tirata da o al punto doppio della linea di terz’ordine e la tangente in questo punto 
alla conica polare, sono conjugate armoniche rispetto alle due tangenti della linea di 
terz’ordine nel punto stesso; dunque: 

In un punto qualunque della retta doppia di una superficie gobba del terzo grado, 
l'angolo de’ due piani tangenti a questa superficie è diviso armonicamente dal piano che 
ivi tocca l’iperboloide polare e dal piano condotto al polo). 

Il piano oD condotto dalla retta doppia al polo, toccherà esso pure 1’ iperboloide 
polare in un punto o' (della retta D); epperò, in virtù del precedente teorema, nel 
punto o' il piano tangente all’ iperboloide è uno dei piani che nel punto stesso toccano 
la superficie Y. Per trovare il punto o‘, si conduca il piano oD che seghi la seconda 
direttrice E nel punto o"; il piano tangente alla superficie XY in 0", segherà eviden- 
temente la retta doppia nel punto desiderato. 


#) {La prima polare di un punto arbitrario rispetto ad una superficie gobba d’ ordine 
qualunque passa per la curva doppia di questa superficie.| 

##) {I piani che toccano una superficie gobba qualunque nei punti cuspidali della curva 
doppia sono tangenti nei medesimi punti alla prima polare di un punto arbitrario. | 

#**) Veggasi l’eccellente trattato On the higher plane curves dell’illustre geometra irlandese 

GIiorGIO SALMON (Dublin, 1852, pag. 61). 

i) {In un punto qualunque m della curva doppia di una superficie gobba d’ordine » 
(ha luogo la stessa proprietà per una superficie qualunque che abbia un punto biplanare m) 
l'angolo di due piani tangenti a questa superficie è diviso armonicamente dal piano che ivi 
tocca la prima polare di un punto arbitrario o e dal piano condotto al polo o (per la retta 
tangente in m alla curva doppia). Ne segue che la superficie data e la prima polare di o si 
toccheranno (oltre ai punti cuspidali) in quei punti della curva doppia dove la prima polare è 
toccata da piani passanti per 0, cioè ne’ punti ove la curva doppia è incontrata dalla seconda 
polare di o. } 


20 SULLE SUPERFICIE GOBBE DEL TERZ’ ORDINE. 





19. Immaginiamo il piano oE, condotto pel polo e per la direttrice non doppia; 
esso sega la superficie XY secondo il sistema di tre rette, cioè la direttrice E e due 
generatrici, le quali incontrino E in due punti v, v, e siano appoggiate alla retta 
doppia nel punto w. La conica polare di o, rispetto al triangolo uvw, è circoscritta 
al triangolo stesso, com’è notissimo; epperò i punti «, v sono quelli ne’ quali la retta 
E è incontrata dall’iperboloide polare. Ma i punti «,v sono anche quelli in cui il 
piano oE tocca la superficie ©, cioè sono due punti conjugati di quell’involuzione che 
le generatrici della superficie del terzo grado formano sulla direttrice E; dunque: 

La direttrice non doppia di una superficie gobba del terzo grado è divisa armonica 
mente dai piani tangenti ne’ punti cuspidali e dall’iperboloide polare di un punto ar- 
bitrario. 

E per conseguenza: 

La direttrice non doppia di una superficie gobba del terzo grado è tangente all’ iper- 
boloide polare di un punto qualunque, preso in uno dei due piani che passano per la 
direttrice medesima e per uno de’ punti cuspidali. 

Viceversa, perchè un iperboloide passante per la retta doppia, e tangente ne’ punti 
cuspidali alla superficie £, possa essere la superficie polare di alcun punto nello spazio, 
basta ch’esso passi per una coppia di punti conjugati dell’involuzione esistente sulla 
retta E. 

20. Vediamo ora come si possa costruire l’iperboloide polare di un dato punto o. 
La retta che partendo da o si appoggia alle direttrici D, E della superficie Y, incon- 
trerà, oltre D, un’altra generatrice, dello stesso sistema, dell’ iperboloide. Per trovare 
questa generatrice, considero le generatrici A, B passanti pei punti cuspidali (vedi 
il n.° 5). Sia g il piano conjugato armonico del piano o (AD)(BE) *) rispetto ai due 
AD, BE, e sia p'il coniugato di AD rispetto ai due p, BE. È facile vedere che il 
piano p' passa per la generatrice desiderata. Analogamente si trova un piano oc’ pas- 
sante per la retta intersezione de’ piani AE, BD; e la generatrice richiesta è la retta 
secondo cui si segano i piani p'’, o°. 

Ciò posto, l’iperboloide polare si può generare mediante l'intersezione de’ piani 
corrispondenti di due fasci omografici, gli assi de’ quali siano le rette D e p'o'; po- 
nendo come corrispondenti i piani AD e o'; BD e p'; oD ed o(0 0). 

La precedente costruzione mostra, che se il polo o si trova nel piano AD, l’iper- 
boloide degenera in un cono di secondo grado col vertice in a; e se o si trova nel 
piano BD, l’iperboloide diviene un cono col vertice in d; dunque: 


1 piani che toccano una superficie gobba del terzo grado ne’ suoi punti cuspidali, 





*) Cioè il piano passante per o e per la retta intersezione dei piani AD, BE. 
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sono il luogo de’ punti le cui prime superficie polari siano conì di secondo grado. I 
vertici di questi conì sono gli stessì punti cuspidali *). 

21. Abbiamo già veduto (n.° 6) come si può generare la superficie gobba del terzo 
grado mediante l’ intersezione de’ piani corrispondenti di due fasci projettivi, l’ uno 
semplice intorno ad E, l’altro doppio involutorio intorno a D. Quindi il luogo delle 
intersezioni de’ piani corrispondenti de’ tre fasci, i cui assi sono le rette D, E, p'o’, 
sarà la curva di quart’ordine **), secondo la quale si segano la superficie Y e l’iper- 
boloide polare. Ma possiamo considerare la cosa più generalmente, come segue. 

Sian dati tre fasci projettivi di piani, l'uno semplice intorno all’asse E; il secondo 
doppio involutorio intorno all’asse D; il terzo omografico al secondo e  coll’asse C. 
Quale è la curva luogo delle intersezioni de’ piani corrispondenti? Un piano qualsi- 
voglia sega i tre fasci di piani secondo altrettanti fasci di rette, de’ quali il primo 
ed il secondo generano, colle mutue intersezioni de’ raggi omologhi, una curva del 
terz’ordine con un punto doppio (l'intersezione di D); mentre il secondo ed il te.zo 
fascio generano una conica passante pei loro centri, epperò pel punto doppio della 
prima curva. Le due curve, avendo in comune un punto che è doppio per l’una di 
esse, si segheranno generalmente in altri quattro punti; dunque la curva generata 
dai tre fasci di piani è del quart ordine, poichè un piano qualunque la sega in 
quattro punti. 

I piani del secondo e del terzo fascio determinano sulla retta E due divisioni omo- 
grafiche, che in generale ammettono due punti doppj; dunque la curva in questione 
si appoggia alla retta E in due punti. 

Invece i piani del primo e del terzo fascio determinano sulla retta D due serie 
projettive, l’ una semplice e l’altra doppia involutoria; tali serie hanno tre punti doppj, 
i quali sono quelli in cui la curva si appoggia all’asse D. Così pure la curva mede- 
sima si appoggia in tre punti sulla retta C. 

Il primo e il secondo fascio generano una superficie gobba del terzo grado, mentre 
il secondo e il terzo fascio generano un iperboloide; D è la retta doppia della prima 
superficie, ed è anche una generatrice della seconda. La curva di cui si tratta è l’in- 
tersezione delle due superficie, astrazion fatta dalla retta D. Ora, ogni generatrice 


#) |Se il polo 0 è preso nel piano A che tocca una superficie gobba qualunque in un 
punto cuspidale a della curva doppia, o sarà un punto doppio della quadrica polare (A?) di a; 
dunque a sarà un punto doppio della prima polare di o. Cioè ogni punto del piano A ha la 
prima polare dotata di un punto doppio in a. Ne segue che i piani tangenti alla superficie 
gobba fondamentale ne’ punti cuspidali fanno parte della Steineriana.} 

#*) Dico del quart’ordine, perchè le due superficie hanno già in comune una retta che è 


doppia per l’una di esse. 


Cremona, tomo I. 18 
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dell’ iperboloide, del sistema a cui appartiene D, incontra la superficie del terzo grado, 
epperò anche la curva di quart’ordine, in tre punti. Invece, ogni generatrice dell’ iper- 
boloide, dell’altro sistema, essendo appoggiata alla retta doppia, incontra la superficie 
del terzo grado, e quindi la curva di quart’ordine, în un solo punto. Questa proprietà 
basta per mostrare quanto questa curva sia diversa dalla curva, dello stesso ordine, 
intersezione di due superficie del secondo. Dunque: 

11 luogo delle intersezioni dei piani corrispondenti di tre fasci projettivi, il primo 
semplice di piani passanti per una stessa retta, il secondo doppio involutorio di piani 
passanti per un’altra retta, il terzo, omografico al secondo, di piani passanti per una 
terza retta data, è una curva del quart’ordine, per la quale passa un’ unica superficie 
del second’ordine, l’ iperboloide, cioè, generato dall’intersezione degli ultimi due fasci. 
Ciascuna generatrice dell’iperboloide, del sistema a cui appartengono la seconda e la 
terza retta data, incontra quella curva in tre punti, mentre ogni generatrice dell'altro 
sistema non l’incontra che în un solo punto. 

Ciascuno riconoscerà qui le proprietà di quella curva che l’ illustre STEINER *) trovò 
come intersezione di una superficie (non rigata) del terz’ordine con un iperboloide 
passante per due rette situate in quella superficie, ma non nello stesso piano. Benchè 
nel teorema superiore, la superficie del terz’ordine non sia qualunque, ma rigata, e 
l’iperboloide abbia con essa in comune, non due rette distinte, ma la retta doppia, 
tuttavia la curva da me incontrata è generale quanto quella del sommo geometra ale- 
manno. In altra occasione mì propongo di dimostrare questa proprietà, ed anche che, 
data una curva di tale natura, epperò dato l’iperboloide che passa per essa, ogni 
generatrice dell’iperboloide, appoggiata alla curva in tre punti, può essere presa come 
retta doppia di una superficie gobba del terzo grado, passante per la curva, ed avente 
per seconda direttrice la retta congiungente due punti dati della curva medesima. 
Intanto proporrei che a questa si desse la denominazione di curva gobba del quart’or- 
dine e di seconda specie. 

22. Ritornando all’iperboloide polare del punto 0, rispetto alla superficie £, 
cerchiamo quali siano i tre punti in cui la curva intersezione delle attuali due su- 
perficie, si appoggia alla retta doppia D. Essi sono i punti doppj delle due serie 
projettive determinate su questa retta dai fasci che hanno per assi le rette E e 
po. Ma in questi fasci si corrispondono i piani AE e o'; BE e p'; 0E ed o(p'0o). 
Dunque: 

L'iperboloide polare di un punto qualunque, rispetto ad una superficie gobba del terzo 
grado, sega questa secondo una curva del quarl’ordine e di seconda specie, che passa 





*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 53. 
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pet tre punti della retta doppia, ove le due superficie sì toccano (cioè ne’ punti a, d, 0) *). 

23. La seconda superficie polare del punto o è il piano polare di o relativo al- 
l’iperboloide polare. È assai facile la costruzione di quel piano. Siccome un piano è 
determinato da tre punti, così se da o si tirano tre trasversali, ciascuna segante la 
superficie Y in tre punti, il piano cercato sarà il piano polare del punto o rispetto 
al triedro formato da tre piani condotti per quelle intersezioni (in modo però che ogni 
piano contenga un punto di ciascuna trasversale). Îl modo più semplice di ottenere 
un tale triedro è quello di prendere i piani 0'E, uD, vD, ove «, v sono i punti consi- 
derati al n.° 19. È ben noto come si costruisce il piano polare di un punto rispetto 
ad un triedro. Il vertice del triedro anzidetto è il punto 0’, epperò il piano polare di 
o passerà per 0, cioè: 

Il piano polare di un punto dato, rispetto ad una superficie gobba del terzo grado, 
incontra la retta doppia nel punto in cui questa superficie è toccata da un piano pas- 
sante pel polo. 

Siccome il punto o’ appartiene alla curva di quart’ordine, intersezione della super- 
ficie Y coll’iperboloide polare di o, così il piano polare incontrerà questa curva in 
altri tre punti r, s, t (de quali uno solo è reale quando i punti v, v sono reali; ed 
invece tutti sono reali quando questi ultimi sono immaginarj). 

24. Se il polo o appartiene alla superficie X, l’iperboloide polare contiene la ge- 
neratrice corrispondente, epperò la curva d’intersezione si decompone nel sistema di 
questa generatrice e di una cubica gobba (linea del terz’ordine a doppia curvatura). 
Dunque : 

Il sistema formato da una cubica gobba e da una retta appoggiata ad essa in un 
punto, è un caso particolare della curva di quart’ordine e seconda specie. 

Se il polo o cade sulla direttrice E, la curva d’ intersezione dell’ iperboloide polare 
colla superficie X si decompone in quattro rette, cioè la generatrice passante per 0, 
la direttrice E e le generatrici passanti pei punti cuspidali. 

Finalmente, se o appartiene alla retta doppia, l’iperboloide polare si decompone 
in due piani, cioè ne’ piani che in quel punto toccano la superficie X. 

25. Dalla teoria generale delle curve e delle superficie, risulta che la curva gobba 
del quart’ordine, intersezione della superficie ® coll’iperboloide polare di un punto 0, 


#) {Se una superficie gobba d’ordine » ha una curva doppia d’ordine db, la curva di con- 
tatto col cono circoscritto di vertice o è dell’ordine n (n—1) —2d ed incontra la curva doppia 
ne’ punti ove la superficie data è toccata dalla 1.2 polare di 0, cioè nei punti cuspidali e nei 
punti situati nella 2.% polare. Se la superficie data è di genere 0, si ha b=!/(n—-1)(n—-2); 
il numero de’ punti cuspidali è allora 2 (n —2), quello degli altri punti ‘/, (n—1) (n—2)? e l’or- 
dine della curva di contatto 2 (n—1).} 
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è anche il luogo dei punti di contatto de’ piani che ponno condursi da o a toccare È, 
cioè è la curva di contatto fra questa superficie e il cono ad essa circoscritto col 
vertice in o. Questo cono è della terza classe, poichè la classe del cono involvente è 
la stessa della superficie inscritta. Le generatrici cuspidali sono quelle che vanno ai 
punti », s, # (n.° 23). Il piano oE tocca il cono lungo le due rette 0, 0v (n.° 19); epperò 
il cono medesimo, avendo un piano tangente doppio, è del quart’ordine. 

26. Ometto per brevità di riportare qui i teoremi correlativi. In questi, alla curva 
di quart’ordine e seconda specie corrisponde una superficie sviluppabile della quarta 
classe, essenzialmente distinta da quella della stessa classe, sola conosciuta finora, che 
è formata dai piani tangenti comuni a due superficie del second’ordine. Tale super- 
ficie sviluppabile, che tocca la superficie gobba del terzo grado lungo la curva inter- 
sezione fatta da un piano arbitrario, è circoscritta ad un’ unica superficie del secon- 
d’ordine (un iperboloide). Per ogni generatrice di uno stesso sistema di questo iperbo- 
loide passano tre piani tangenti della sviluppabile, mentre per ogni generatrice 
dell'altro sistema passa un solo piano tangente. 

La sviluppabile medesima può essere con tutta generalità definita come l’invi- 
luppo de’ piani tangenti comuni ad una superficie gobba del terzo grado, e ad un 
iperboloide passante per la direttrice non doppia di quella. Per conseguenza, ecco 
come può costruirsi tale inviluppo: 

Date tre serie pro]ettive di punti, sopra tre rette situate comunque nello spazio ; 
la prima serie semplice, la seconda doppia involutoria, la terza omografica alla seconda; 
i piani determinati dalle terne di punti corrispondenti, inviluppano la sviluppabile 
richiesta. 


NOTA 


Si consideri una superficie gobba del terzo grado, come il luogo di una retta che 
si muova appoggiandosi ad una conica e a due rette D, E, la prima delle quali abbia 
un punto comune colla conica (vedi il n.° 9). Sia <=0 l’equazione del piano che passa 
per la retta D e per la traccia di E sul piano della conica, y="0 il piano che passa 
per E e per la traccia di D sul piano della conica medesima; #=0 il piano che 
passa per E e pel polo, relativo alla conica, della retta congiungente le traccie di 
D, E; w=0 il piano passante per D e tangente alla conica. Allora l’equazione della 
superficie può scriversi: 

Y( + kw) axzw=0, 
ove % è una costante, dal segno della quale dipende l’essere reali o immaginarj i 


punti cuspidali. Ciò dà luogo a due generi, essenzialmente distinti, di superficie gobbe 
del terzo grado. 
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Quando i punti cuspidali sono reali, si può, mediante un’ovvia trasformazione di 
coordinate, ridurre l’equazione della superficie alla forma semplicissima: 


ca—wy=0, 


ove x=0, w=0 sono i piani tangenti ne’ punti cuspidali, ed y="0, 2=0 sono i 
piani tangenti lungo le generatrici appoggiate alla retta doppia ne’ punti cuspidali. 

L’Hessiano della forma x°2 — w°y è, astrazione fatta da un coefficiente numerico, 
x°w°; da cui concludiamo che, onde una funzione omogenea cubica con quattro va- 
riabili, eguagliata a zero, rappresenti una superficie gobba, è necessario (sufficiente ?) che 
il suo Hessiano sia il quadrato perfetto di una forma quadratica, decomponibile in due 
fattori lineari. Secondo che i fattori lineari di questa forma quadratica siano reali o no, 
la superficie ha due punti cuspidali reali, o non ne ha. E gli stessi fattori lineari, 
ove sian reali, eguagliati separatamente a zero, rappresentano i piani tangenti alla 
superficie nei punti cuspidali. 

Il signor STEINER, nella sua Memoria già citata sulle superficie del terz’ordine ha 
enunciato una serie di mirabili teoremi connessi con una certa superficie del quar- 
t'ordine, ch’'ei chiama superficie nucleo (Kernfliche), e che è il luogo de’ punti dello 
spazio, pei quali la prima superficie polare, rispetto ad una data superficie qualsivo- 
glia del terz’ordine, è un cono di secondo grado. 

L'’abilissimo analista, signor CLEBSCH, professore a Carlsruhe, ha osservato *) che 
l'equazione della superficie nucleo non è altro che Il Hessiano dell'equazione della 
superficie data. Egli ha dimostrato analiticamente parecchi teoremi dello Steiner, ne 
ha trovati altri nuovi ed elegantissimi, e ne ha ricavato l'importante riduzione di una 
forma omogenea cubica con quattro variabili alla somma di cinque cubi. 

La maggior parte però di questi bei teoremi perde significato nell’ applicazione 
alle superficie gobbe. Qui mi limito ad osservare, che per queste la superficie 
nucleo si riduce al sistema de’ due piani che toccano la superficie data ne’ punti 
cuspidali (vedi il n.° 20). 

Da ultimo noterò che la condizione a cui devono soddisfare i parametri del 
piano 

ra + sytte+uw=0 
perchè sia tangente alla superficie 


da—-wy=0, 


(e-L 


rtt+us=0; 


*) Journal fiir die reine und ang. Mathematik, Band 58. 
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epperò l’equazione: 
d24-u°y=0 


rappresenta la polare reciproca della data, rispetto alla superficie: 


CHL ++ =0. 
Le superficie 
ce -wy=0, 22z+wy=0 


sono inoltre fra loro connesse dalle proprietà esposte nei numeri 12 e 13. 


Bologna, 1.° febbrajo 1861. 





Aggiunta del 9 maggio 1861. Dopo la presentazione di questo scritto, è venuto a mia 
conoscenza che, prima ancora dello STEINER, la curva di quart’ordine e seconda specie 
fu considerata dal signor SALMoN nella sua Memoria On the classification of curves of 
double curvature (Cambridge and Dublin Math. Journal, vol. V, 1850). 


25. 


INTORNO ALLA CURVA GOBBA DEL QUART' ORDINE 
PER LA QUALE PASSA 
UNA SOLA SUPERFICIE DI SECONDO GRADO. [84] 


Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, t. LV (1862), pp. 71-101. 


Una delle teorie più interessanti nell'alta geometria, e che da qualche tempo 
sembra aver attirato in modo speciale l’attenzione de’ geometri, è senza dubbio quella 
che risguarda le linee a doppia curvatura o curve gobbe. Il sig. CAYLEY, giovandosi 
di quanto aveva fatto PLùcKER per le linee piane *), diede, nel tomo X del giornale 
matematico di LrouviLLE (1845), formole generali ed importantissime, relative alle curve 
gobbe ed alle superficie sviluppabili: formole, che collegano insieme l’ordine di una 
data curva gobba, l'ordine e la classe della sua sviluppabile osculatrice, 1’ ordine 
della linea nodale di questa sviluppabile, la classe di un’altra sviluppabile che è dop- 
piamente tangente alla curva data, il numero de’ cuspidi di questa curva e quello 
de’ suoi piani osculatori stazionari, ecc. 

Non meno importante è la memoria del sig. Samon On the classification of curves 
of double curvature **), nella quale, superate felicemente alcune difficoltà che offre lo 
studio analitico di quelle curve gobbe che non sono la completa intersezione di due 
superficie, si stabiliscono le formole che danno tutte le curve gobbe di un dato ordine. 
Applicando queste formole a casi particolari, l’autore mostra che ogni curva gobba del 
quart’ ordine può essere risguardata come la parziale intersezione di due superficie, 
l’una del secondo, l’altra del terz’ ordine. Se le due superficie hanno in comune una 
conica piana (o come caso particolare un pajo di rette concorrenti), la rimanente inter- 





*) PLUCKER, Theorie der algeb. Curven, Bonn 1839; pag. 207 e seg. 
#5) Cambridge and Dublin Math. Journal, vol. V, 1850; pag. 23. 
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sezione è una curva gobba del quart’ ordine, per la quale passano infinite superficie del 
secondo grado. Invece, se le due superficie hanno in comune due rette non situate in 
uno stesso piano, ovvero anche una sola retta, che però sia doppia sulla superficie di 
terz’ordine, la rimanente intersezione è una curva gobba di quart’ordine, per la quale 
non passa alcuna superficie di secondo grado, oltre la data. 

Sonvi adunque due curve gobbe del quart’ ordine, essenzialmente diverse; l’una è 
l’intersezione di due (epperò d’infinite) superficie di secondo grado; l’altra non può 
altrimenti essere definita che la parziale intersezione di una superficie del secondo con 
una del terz’ ordine. 

Per lo avanti, la linea comune a due superficie di secondo grado era la sola curva 
gobba del quart’ ordine che si conoscesse. I signori SALMON e CAvYLEY primi notarono 
l’esistenza della seconda curva dello stesso ordine. Questa si è poi presentata anche 
al sig. STEINER, nella sua preziosa memoria Ueber die Fléichen dritten Grades, che è 
inserita nel tomo LIII del giornale matematico di Berlino (1857). 

Nella presente memoria, con semplici considerazioni di geometria pura, e senza 
presupporre la conoscenza delle formole date da CayLey e da SALMoN nelle memorie 
citate ed in altro ingegnosissimo lavoro di quest’ ultimo geometra (On the degree of 
the surface reciprocal to a given one *)), io mi propongo di esporre e dimostrare, non 
solo le proprietà della nuova curva già dichiarate da SALMoN e da STEINER, ma altre 
ancora che credo nuove, e segnatamente la costruzione geometrica (lineare) della curva, 
mediante intersezioni de’ piani omologhi di tre fasci projettivi. 

Solamente ammetterò come conosciute le formole di PLùcKER, relative alle linee 
piane, e perchè queste sono generalmente note, ed anche perchè spero di pubblicar 
fra poco una dimostrazione puramente geometrica delle medesime, in uno studio intorno 
alla teoria generale delle curve piane. 

Siano : 

m l'ordine di una data linea piana, ossia il numero de’ punti in cui è segata da una 
retta arbitraria; 

m' la classe della curva, cioè il numero delle tangenti che arrivano ad essa da uno 
stesso punto arbitrario ; 

d il numero de’ punti doppi; 

d' il numero delle tangenti doppie; 

s il numero de’ punti stazionari (cuspidi o punti di regresso). 

s° il numero delle tangenti stazionarie (tangenti ne’ flessi). 


*) Transactions of the R. Irish Academy vol. XXIII, Dublin 1857. 
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Le formole di PLÙCKER sono: 





m= m(m — 1) — 2d — 3s 
m= m'(m —1) — 2d' — 35 
s'=3m(m —2) — 64 — 8s 
s = 38m'(m' — 2) — 64 — 8s' 
=3(Mm_-m) 








2(d-d)=m(m— mi) (mm —9), 


le quali equivalgono a tre sole indipendenti. 


QUELL 


Due superficie di secondo grado si segano, in generale, lungo una linea a doppia 
curvatura C del quart’ ordine, per la quale passano infinite altre superficie di secondo 
grado. Una qualunque di queste è individuata, se debba contenere, oltre la curva C, 
un punto dato fuori della curva. Se questo punto si prende sulla linea retta che unisce 
due punti qualsivogliano della curva C, quella retta apparterrà per intero alla super- 
ficie che si vuol determinare. Questa superficie sarà dunque rigata, ossia, in generale, 
un iperboloide ad una falda. 

Dunque, per la curva C passano infiniti iperboloidi ad una falda. 

Considero la curva C, come l'intersezione di un iperboloide rigato e di un’altra 
superficie di secondo grado. Qualunque generatrice rettilinea dell’ iperboloide incontra 
l’altra superficie in due punti, i quali, essendo comuni alle due superficie, apparten- 
gono alla curva C. Dunque, una generatrice qualsivoglia di un iperboloide passante 
per la curva C incontra questa, al più, in due punti. 

La curva C non può avere più di due punti sopra una stessa retta; giacchè una 
retta, che incontrasse C in tre punti, dovrebbe giacere per intero su tutte le super- 
ficie che passano per C, cioè queste superficie avrebbero in comune una curva di 
quart’ ordine ed inoltre una retta; il che è assurdo. 

Per la curva C, intersezione di due superficie del secondo grado, si può far pas- 
sare, in infiniti modi, una superficie del terz’ ordine. A tal uopo, si assuma una retta 
arbitraria R, come asse d’un fascio di piani (P) proiettivo al fascio delle superficie 
di secondo grado (S) passanti per la curva C. Quale è il luogo delle coniche, inter- 
sezioni de’ piani P colle corrispondenti superficie S? Una retta qualsivoglia L incontra 
le superficie S in una serie di coppie di punti in involuzione, ed i piani P_in una 
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serie semplice di punti, proiettiva alla prima. È noto *) esservi tre punti della seconda 
serie, ciascun de’ quali coincide con uno de’ due punti che gli corrispondono nella prima 
serie. Cioè sulla retta L vi sono tre punti, ciascun de’ quali giace in un piano P e nella 
corrispondente superficie S. Il che torna a dire, che la retta qualsivoglia L incontra 
il luogo richiesto in tre punti, epperò questo luogo è una superficie del terz’ ordine. 
È evidente che essa passa per la curva C e per la retta R, perchè ogni punto di 
queste due linee sodisfà alla condizione di trovarsi simultaneamente in due superficie 
omologhe P, S. 

Reciprocamente: se una superficie di second’ordine ed una del terzo hanno in 
comune una conica piana, esse si segano inoltre lungo una curva gobba del quart’ordine, 
per la quale passano infinite altre superficie di secondo grado. Ciascuna di esse sega 
la superficie del terz’ ordine in una conica, ed i piani di tutte le coniche analoghe 
passano per una stessa retta situata per intero sulla superficie del terz’ ordine. 


UN 
[o 


Immaginiamo ora un iperboloide I ed una superficie di terz’ ordine, aventi in co- 
mune due rette A, A' non situate in un medesimo piano. La rimanente intersezione 
delle due superficie sarà una curva gobba K del quart’ ordine. Ogni generatrice del- 
l’iperboloide, del sistema a cui appartengono A, A', incontra la superficie di terz’ordine 
in tre punti, i quali, essendo comuni alle due superficie, senza essere situati sulle 
rette A, A', appartengono alla curva K. Invece, ogni generatrice dell’ iperboloide I, 
nell’ altro sistema, incontra le rette A, A', epperò sega la superficie di terz’ordine in 
un solo punto fuori di queste rette. Cioè ogni generatrice del secondo sistema sega 
la curva K in un solo punto. 

Ciascuna delle rette A, A' incontra la curva K in tre punti. Infatti: se si conduce 
un piano, per es. per À, esso segherà l’iperboloide lungo A ed una retta B generatrice 
del secondo sistema; e lo stesso piano segherà la curva K in quattro punti de’ quali 
uno solo appartiene a B. Dunque, gli altri tre giacciono nella retta A. 

Se una superficie del terz’ordine passa per due generatrici, d’uno stesso sistema, 
di un iperboloide, la rimanente intersezione delle due superficie è una curva gobba di 
quart’ordine, la quale sega in tre punti ciascuna generatrice di quel sistema ed in un 
solo punto ogni generatrice dell’altro sistema. 

Da ciò che la curva K ha i suoi punti allineati a tre a tre sulle generatrici del- 
l’iperboloide I, segue che per essa non passa alcun’ altra superficie di secondo grado. 


* CHASLES, Comptes rendus de l’ Acad. de Paris, tom. XLI (29 octobre 1855). 
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Infatti, se per K passasse, oltre I, un’ altra superficie S di secondo grado, ogni gene- 
ratrice di I (del primo sistema) avrebbe tre punti comuni con S, epperò giacerebbe 
per intero su questa superficie; il che è impossibile. 

Così è dimostrata l’esistenza di una curva gobba di quart’ordine, che non è l’ inter- 
sezione di due superficie di secondo grado. Noi la denomineremo curva gobba di 
quart’ordine e seconda specie, per distinguerla dalla curva gobba di quart’ordine e prima 
specie, cioè dalla curva per la quale passano infinite superficie di secondo grado. 

Lo studio della nuova curva è assai importante, principalmente perchè essa è, dopo 
la cubica gobba, la più semplice fra tutte le linee geometriche a doppia. curvatura. 
La ragione della sua maggior semplicità, in confronto dell’altra curva dello stesso or- 
dine, sta in ciò, che questa sega in due punti tutte le generatrici degli iperboloidi 
passanti per essa, e non è da alcuna retta incontrata in tre punti; mentre la curva 
di seconda specie ha i suoi punti distribuiti a tre a tre sulle generatrici del primo 
sistema, e ad uno ad uno sulle generatrici dell’ altro sistema dell’unico iperboloide pas- 
sante per la curva. Onde segue che la curva di seconda specie si può costruire linear- 
mente per punti; infatti, facendo girare un piano intorno ad una generatrice fissa del 
primo sistema, i punti della curva si ottengono, uno per volta. Il che evidentemente 
non può aver luogo per la curva di prima specie, almeno finchè questa non sia dotata 
di un punto doppio o di un cuspide *). 

Questa proprietà della curva di seconda specie può essere formulata in altro modo, 
che conduce a rimarchevoli conseguenze. Sia A una generatrice fissa (del primo sistema) 
dell’iperboloide I, su cui giace la curva, e siano @, @,, a. i punti, in cui quella gene- 
ratrice sega la curva. Un piano qualunque, condotto per !a retta A, incontra la curva 
gobba in un unico punto wm, oltre i detti a, a,, a». E reciprocamente, ogni punto m 
della curva determina un piano per A. Se #m viene a coincidere con uno de’ punti 
A, @,,,, per es. con a, il piano corrispondente sarà quello che tocca l’iperboloide I 
in a. Si assuma ora una retta arbitraria L ed in essa si formi una serie di punti 
proiettiva al fascio di piani condotti per A; come tale può assumersi, a cagion d’esempio, 
la serie de’ punti in cui L sega i piani suddetti. Sia p. il punto di L che corrisponde 
al piano Am; diremo che il punto » della retta L corrisponde al punto »m della curva 
gobba. 

Per tal modo, ad ogni punto della curva gobba corrisponde un punto nella retta L, 


*) La curva gobba di quart’ordine e seconda specie non può aver punti multipli, nè re- 
gressi. Perchè, se potesse averne uno, un piano condotto per tale punto e per una retta appog- 
giata alla curva in altri tre punti avrebbe in comune con questa più di quattro punti; il che, 
per una curva del quarto ordine, è assurdo. 
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e reciprocamente, ad ogni punto di L corrisponde un punto della curva. Cioè, ciascun 
punto della curva è rappresentato da un punto della retta; onde possiamo dire che 
la serie de’ punti di L è projettiva alla serie de’ punti sulla curva gobba *). 

Quindi, per rapporto anarmonico di quattro punti della curva intenderemo il rap- 
porto anarmonico de’ quattro punti corrispondenti nella retta L; ed in particolare, 
diremo che quattro punti della curva gobba sono armonici, quando lo siano i quattro 
punti corrispondenti di L. 

Il rapporto anarmonico de’ quattro piani condotti per quattro punti dati della curva 
gobba di quart’ordine e seconda specie e per una stessa retta appoggiata alla curva in 
tre altri punti è costante, qualunque sia questa retta. 

Ossia: 

Se intorno a due rette appoggiate alla curva gobba di quart’ordine e seconda specie 
in tre punti, sì fanno rotare due piani che si seghino sempre sulla curva, questi piani 


generano due fasci omografici. 


$ 3. 


Applicando alle cose suesposte il noto principio di dualità geometrica, si conclude, 
esservi due distinte superficie sviluppabili di quarta classe, cioè la sviluppabile formata 
dai piani tangenti comuni a due superficie di secondo grado, e la sviluppabile toccata 
dai piani tangenti comuni ad un iperboloide e ad una superficie di terza classe con- 
tenente due generatrici dell’ iperboloide, non situate in uno stesso piano. 

La prima di esse, che può chiamarsi sviluppadile di quarta classe e prima specie, 
è circoscritta ad infinite superficie di secondo grado, ed ogni generatrice rettilinea di 
queste superficie è l'intersezione di due piani tangenti della sviluppabile. Non v’ ha 
alcuna retta, per la quale passino tre piani tangenti. 

Invece l’altra, che diremo sviluppabile di quarta classe e seconda specie, è circo- 
scritta ad una sola superficie di secondo grado, che è un iperboloide. Tutte le gene- 
ratrici di questo iperboloide, di uno stesso sistema, sono intersezioni di tre piani 
tangenti della sviluppabile, mentre per ogni generatrice dell’ altro sistema passa un 
solo piano tangente della sviluppabile. 

Così se, data una sviluppabile di quarta classe, troviamo esservi una retta per 
la quale passano tre piani tangenti di quella, possiamo immediatamente concludere, 





*) Questo modo di rappresentare i punti di una curva gobba sopra una retta può essere 
applicato alle curve gobbe d’ordine qualsivoglia n, descritte sull’iperboloide, che seghino in 
n—1 punti le generatrici di un sistema ed in un solo punto quelle dell’ altro. 
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che vi sono infinite rette dotate della stessa proprietà; che queste formano un iper- 
boloide; che la sviluppabile è di seconda specie; e che i piani tangenti di questa deter- 
minano su due qualunque di quelle rette due divisioni omografiche. 

La sviluppabile di quarta classe e seconda specie si è presentata, la prima volta, 
al sig. CayLEy, nella sua Note sur les hyperdéterminants *), e poi fu considerata anche 
dal sig. SALMON **). 


I 
FS 


Data una qualsivoglia superficie del terz’ordine, fra le ventisette rette che in essa 
generalmente esistono ***), se ne scelgano quattro, A, B, C, D, formanti un quadrila- 
tero storto, tali cioè, che ciascuna d’esse sia incontrata dalla susseguente e l’ultima 
dalla prima. Il piano delle due rette AB segherà la superficie in una terza retta E; così 
i piani BC, CD, DA taglieranno la superficie medesima in altrettante rette F,G, H. 
Le rette EG sono in un piano, le FH in un secondo piano; e questi due piani si in- 
tersecano in una retta A' posta nella superficie. È evidente che la data superficie può 
essere considerata, come il luogo delle intersezioni degli elementi corrispondenti di 
due fasci proiettivi: l’uno di iperboloidi passanti pel quadrilatero ABCD, l’altro di 
piani condotti per la retta A’ e corrispondenti anarmonicamente agli iperboloidi sud- 
detti. Cioè la superficie del terz’ ordine si può risguardare come data mediante quelle 
cinque rette A, B, C, D, A', e tre punti p,g,r i quali serviranno a individuare tre 
coppie di elementi omologhi nei due fasci. E questi fasci, adottando la felice nota- 
zione del sig. JoNQUIÈRES #), si potranno indicare così: 


(ABCD)(p, g, r...), Aprg fase) 


Ora immaginiamo l’iperboloide I passante per le due rette A, A' e pei tre punti 
pP, 9g, v. Esso sarà generabile mediante i due fasci omografici di piani: 


AIR )e PAVIA E EA 


Le due superficie, quella di terz’ ordine e l’ iperboloide, avendo in comune le due 
rette A, A' (non situate in uno stesso piano), s'intersecheranno lungo una linea a 





*) Journal fiir die reine und ang. Mathematik, Bd. XXXIV, pag. 151. 
** Cambridge and Dublin Math. Journal, vol. III, pag. 171. 
*### Cambridge and Dub. Math. Journal, vol. IV, pag. 118 e 252. 

*) Essai sur la génération des courbes géométriques ete. Paris 1858. 
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doppia curvatura K, che è la curva gobba di quart’ ordine e seconda specie, nella sua 
più generale definizione. 
La curva K è dunque il luogo delle intersezioni degli elementi omologhi de’ tre 
fasci proiettivi: 
(ABOD) (07 dr) RA III) SA II 


La retta C incontri l’iperboloide I ne’ punti c, c'; le rette B, D, essendo appog- 
giate alla generatrice A, incontreranno la stessa superficie in due punti d, d: uno 
per ciascuna. Quindi, se si suppone dato l’iperboloide I, la curva K può risguardarsi 
come individuata da sette punti di esso: d,c,c,d,p,g,v. Ed è manifesto che, 
quando non sia dato a priori il sistema delle rette iperboloidiche che la curva dee 
segare tre volte, per sette punti qualisivogliano di un iperboloide, si possono in generale 
descrivere, su di esso, due curve gobbe di quart’ordine e seconda specie. 

Osservo ancora che una curva siffatta, essendo del quart’ordine, incontra una su- 
perficie di terz’ ordine, al più in dodici punti; dunque, se tredici punti della nostra 
curva appartengono ad una superficie del terz’ ordine, la curva giace per intero su 
questa superficie. 

Ciò premesso, ecco come può essere generata la curva di quart’ ordine e seconda 
specie, giacente sopra un dato iperboloide I e passante per sette punti dati di esso: 
b,c,c,d,p,q,r. Fra le rette (generatrici) iperboloidiche che la curva dee segar tre 
volte, scelgansene ad arbitrio due: A, A'. Sia C la retta che unisce c,c (due qua- 
lunque de’ punti dati); e siano B, D le rette appoggiate su A e C e passanti rispet- 
tivamente per d, d (altri due de’ punti dati). Il quadrilatero storto ABCD e la retta 
A’ si assumano come basi di due fasci proiettivi d’iperboloidi e di piani, determi- 
nando tre coppie di superficie corrispondenti mediante i punti p,g,7. Questi due 
fasci genereranno una superficie di terz’ ordine che passerà per la curva richiesta, 
giacchè contiene tredici de’ suoi punti: i sette dati ed i sei appartenenti alle rette 
A, A°. La curva richiesta sarà dunque l’intersezione di questa superficie del terz’ordine 
coll’iperboloide, astrazion fatta dalle rette A,A' comuni alle due superficie; ossia, 
essa sarà il luogo de’ punti in cui si segano, a tre a tre, le superficie corrispondenti 
ne’ tre fasci proiettivi: 


(ABCD) (pid) RARA 


Ma nella definizione e nella generazione della curva K di quart’ordine e seconda 
specie, ad una superficie generale di terz’ordine se ne può sostituire un’altra assai 
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più semplice, benchè dello stesso ordine. Ed in vero, assumiamo la retta A (cioè una 
qualunque delle rette iperboloidiche, che la curva dee segare tre volte) e la retta C 
(cioè la retta che unisce due de’ sette punti dati), come assi di due fasci proiettivi 
di piani, il primo doppio involutorio, il secondo semplice. Cioè, il primo fascio sia 
formato di coppie di piani in involuzione; ed i piani del secondo fascio corrispondano, 
ad uno ad uno, anarmonicamente alle coppie di piani del primo. Le cinque paia d’ele- 
menti omologhi (ciascun paio essendo costituito da un piano del secondo fascio e da 
uno de’ due corrispondenti piani del primo), necessarie per stabilire tale proiettività 
o corrispondenza anarmonica, si conducano per gli altri cinque punti dati della curva. 
Le rette intersezioni de’ piani corrispondenti ne’ due fasci formano una superficie gobba 
del terzo grado, per la quale la retta A è la direttrice doppia e C è la seconda direttrice *). 

Questa superficie passa pei sette punti dati della curva richiesta ed inoltre pei tre 
punti, in cui questa incontra la retta A: dieci punti in tutto. Ma ciascuno degli ultimi 
tre punti è doppio sulla superficie di terzo grado, epperò dee contare per due interse- 
zioni colla curva. I dieci punti equivalgono così a tredici intersezioni: dunque, la curva 
giace per intero sulla superficie anzidetta. Dunque: 

La curva gobba di quart’ ordine e seconda specie si può sempre considerare come 
l’intersezione d’un iperboloide con una superficie gobba di terzo grado, che abbia per 
direttrice doppia una retta appoggiata alla curva in tre punti **). 

Ossia: 

Per la curva gobba di quart’ ordine e seconda specie, per una retta che la incontri 
tre volte, e per un’altra retta appoggiata alla curva in due punti, si può far passare 
una superficie gobba di terzo grado. 

Se le due rette s'incontrano, la qual cosa non può avvenire che sulla curva (senza 
di che, esse determinerebbero un piano segante la curva in cinque punti), la super- 
ficie di terz’ ordine diviene un cono ($ 17). 

Ed ancora: 

Il luogo delle intersezioni de’ piani omologhi in tre fascì projettivi di piani, il primo 
semplice, il secondo doppio involutorio, il terzo omografico al secondo, è una curva gobba 
di quart’ ordine e seconda specie, che si appoggia in due punti sull’asse del primo fascio 
ed in tre punti sull’asse di ciascuno degli altri due fasci. 


*) Vedi la mia memoria Sulle superficie gobbe del terz’ordine (Atti del R. Istituto Lom- 
bardo, Milano 1861). [Queste Opere, n. 27]. 

** Analogamente, la sviluppabile di quarta classe e seconda specie può risguardarsi come 
l’inviluppo de’ piani tangenti comuni ad un iperboloide e ad una superficie gobba di terzo grado, 
che abbia per direttrice non doppia una generatrice dell’iperboloide, per la quale debbano 
passare tre piani tangenti della sviluppabile. 
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Infatti, il secondo ed il terzo fascio generano un iperboloide, mentre il primo ed 
il secondo (ovvero il primo ed il terzo) generano una superficie gobba di terzu grado, 
avente per retta doppia una generatrice dell’ iperboloide. 

Reciprocamente: ogni curva gobba di quart’ ordine e seconda, specie ammette tale 
modo di generazione. 


UE 


Suppongo ora che l’iperboloide I non sia dato a priori, e si domandi la curva gobba 
di quart’ordine e seconda specie che passi per sette punti a, d,c,d,e,f,g dati nello 
spazio e seghi tre volte una data retta A passante per 9g. Se si comincerà dal co- 
struire l’iperboloide, che passa per la retta A e pe’ sei punti a, d...f, il problema 
sarà ridotto a quello trattato precedentemente. Vediamo adunque, come si costruisca 
l’iperboloide I determinato da tali condizioni. 

Pei cinque punti a, d...e si può far passare una cubica gobba, che incontri due 
volte la retta A*). A tal uopo, si costituiscano i due fasci omografici di piani 


ANCORA abc nerit)o 


i quali generano un iperboloide passante per le rette A, «0 e pei punti c, d, e; questa 
superficie, avendo sette punti comuni colla cubica richiesta, passa per essa. 
Forminsi poi i due fasci omografici di piani: 


Abdia PAVIA 


i quali danno ]Juogo ad un secondo iperboloide che, analogamente al primo, passa 
per la cubica gobba di cui si tratta. Questa curva è dunque l'intersezione de’ due 
iperboloidi che hanno in comune la retta A, ossia essa è il luogo de’ punti comuni a 


tre piani corrispondenti ne’ tre fasci omografici: 
Ada: D.C A.C.) GIONE) RICO INEONO 


Qui si noti che ab(a) esprime il piano passante per ab e toccante la cubica gobba 
in a: piano, che si determina come corrispondente ad A(a). Così dicasi di «ad (b), 
ac(a), ecc. 

Notiamo pure, di passaggio, che i due punti (reali o immaginari), in cui la cubica 
gobba incontra la retta A, si costruiscono assai facilmente, essendo essi i punti 


*) CHASLES, Comptes rendus de l’Acad. des sciences tom. XLV (10 aoîìt 1857). 
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doppi delle due divisioni omografiche formate sopra A dai due fasci, i cui assi sono 
ab ed ac. 

Ora si consideri il punto f dato nello spazio, e si domandi la retta B, che parte 
da questo punto e va ad incontrar due volte la cubica gobba: retta che esiste sempre 
ed è unica, essendo essa la generatrice comune agli infiniti iperboloidi, che passano 
pel punto f e per la cubica. Se tale retta si suppone trovata, il fascio’ B (a, 0, c,d,e) 
riesce omografico al fascio A(a,d,c,d,e). S'immagini dunque il cono di secondo 
grado passante per le quattro rette f(a,d,c,d) e capace del rapporto anarmonico 
A(a,b,c,d); ed analogamente, s'immagini il cono avente per generatrici le quattro 
rette f(a, b, c,e) e capace del rapporto anarmonico A (a, d, c, e). È evidente che la 
retta richiesta B dee trovarsi sopra entrambi questi coni, essa sarà dunque la loro 
quarta generatrice comune, dopo le tre f(a,d,c). Questa retta si determina linear- 
mente, senza presupporre effettuata la costruzione de’ due coni. 

Trovata così la retta B, se si assumono i fasci proiettivi: 


ANMGROTGIO)O Biatib, 0%), 


essi generano l’iperboloide I, che dee contenere la retta A edi sei punti a, db, ... f. 

Allora, la richiesta curva K di quart’ordine e seconda specie si conseguirà, intro- 
ducendo un terzo fascio, per es. coll’ asse ef, il quale, insieme col fascio di piani per 
A, generi una superficie gobba di terzo grado. Ben inteso che la proiettività fra questi 
due fasci non sia la semplice omografia, ma bensì tale che i piani del secondo fascio 
vengano accoppiati in involuzione, ed a ciascuna coppia corrisponda un solo piano del 
primo fascio. 

La retta tangente in un punto qualunque m della curva K si ottiene costruendo 
il piano tangente, in w, all’iperboloide I ed il piano tangente, nel punto stesso, alla 
superficie gobba di terzo grado dianzi nominata *). 

Trovata la tangente in w, si assuma come direttrice non doppia di una superficie 
gobba di terzo grado passante per la curva K, e la cui direttrice doppia sia per es. 
la retta A. Tale superficie sarà generata da due fasci proiettivi di piani, l’uno sem- 
plice intorno alla tangente, l’altro doppio involutorio intorno ad A. È evidente che 
quel piano del primo fascio, che corrisponde al piano Am del secondo, è osculatore 
alla curva gobba in m. 





*) La costruzione del piano tangente in un punto dato d’una superficie gobba di terzo 
grado si trova nella mia memoria già citata Sulle superficie gobbe del terz’ordine. 


Cremona, tomo I, 19 
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Siano date sulla curva gobba K (di quart’ordine e seconda specie) e sopra una 
retta qualsivoglia R, due semplici serie proiettive di punti, tali cioè, che a ciascun 
punto dell’una corrisponda un punto nell'altra e reciprocamente. Cotali serie sì pos- 
sono ottenere così. Si assuma una retta A, appoggiata in tre punti alla curva K, come 
asse di un fascio di piani P, omografico ad una serie di punti data sulla retta R. 
Ogni piano P sega la curva gobba in un solo punto w, fuori dell'asse A; questo punto 
m della curva sarà il corrispondente di quel pnnto p. di KR, che è omologo al piano P. 

Di qual grado è la superficie gobba, luogo della retta mu, cioè della retta che 
unisce due punti corrispondenti nelle due date serie proiettive? Ossia, quante rette 
analoghe ad mp sono incontrate da una retta arbitraria L? 

Un punto qualunque w, preso nella retta R, ha il suo corrispondente » sulla curva 
gobba; e se per m e per la retta L si conduce un piano, questo sega R in un punto w'. 
Se invece si assume ad arbitrio il punto »' in R, il piano condotto per esso e per L 
sega K in quattro punti m, ai quali corrispondono altrettanti punti p. in R. Dunque, 
variando nella retta R simultaneamente p. e |, ad ogni punto p. corrisponde un solo w.', 
ma ad ogni »' corrispondono quattro punti v. Ossia, » genera un’involuzione di 
quart’ ordine *), mentre w' genera una semplice serie proiettiva all’involuzione me- 
desima. Vi saranno dunque cinque punti p' ciascuno de’ quali coincide con uno de’ cor- 
rispondenti ». Ma quando ha luogo tale coincidenza, la retta my è una generatrice 
della superficie di cui si tratta; dunque, la superficie richiesta è del quinto ordine 
je di genere zero Di 

Queste conclusioni stanno, comunque sia situata la retta R, rispetto alla curva 





*) Se in un piano si ha un fascio di curve d’ordine n, passanti per gli stessi n? punti, 
esse segano una retta arbitraria L in una serie di punti aggruppati ad n ad n: ogni gruppo 
essendo formato dalle intersezioni di L con una stessa curva del fascio. Tale serie di gruppi 
di punti denominasi involuzione d’ordine n. 

Un secondo fascio di curve d’ordine n' determina su L un’altra involuzione d’ordine n'. 
Se i due fasci sono projettivi, tali sono pure le due involuzioni, cioè i gruppi dell’una corri- 
spondono anarmonicamente ai gruppi dell’altra. Vi sono n+-7' punti di L, in ciascun de’ quali 
sono riuniti due punti appartenenti a due gruppi corrispondenti. Tali n+»' punti sono quelli 
in cui la retta L sega la curva d’ordine n-+7', luogo delle intersezioni. delle curve omologhe 
ne’ due fasci projettivi dati (JONQUIÈRES: Annali di Matematica, Roma 1859). [3°] 

Nella ricerca superiore si ha n=4, n'=1. 
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gobba K. Se queste linee non hanno alcun punto comune, ogni piano condotto per R 
sega K in quattro punti; e la sezione fatta da quel piano nella superficie di quint’ordine 
consta della retta (direttrice) R e delle quattro rette (generatrici) che uniscono quei 
quattro punti di K ai loro corrispondenti in R. Dunque, in tal caso, R è una retta 
semplice (non multipla) per la superficie di quint’ ordine. i Vi è una curva doppia del 
63 ordine |. 

Se R ha un punto a comune con K, ogni piano condotto per R sega la curva in 
altri tre punti, i quali, uniti al loro corrispondenti in RK, danno altrettante genera- 
trici della superficie di quint’ ordine. La quarta generatrice è la retta che unisce il 
punto a della curva K al corrispondente « di R, epperò coincide colla stessa R. In 
questo caso, adunque, la retta R è doppia sulla superficie di quint’ ordine. Ossia, in 
ogni punto ». di R, questa superficie ha due piani tangenti: l’uno è il piano deter- 
minato da R e dalla generatrice mp; l’altro, costante qualunque sia p., è il piano 
passante per R e per la retta tangente in a alla curva gobba K. 

Ma se il punto « coincide con a, cioè se nelle due serie proiettive date il punto a 
corrisponde a sè medesimo, allora è evidente che ogni retta condotta per @, nel piano 
che ivi tocca K e passa per R, soddisfà alla condizione di unire un punto di K col 
corrispondente di R; quindi la superficie di quint’ ordine si decomporrà nel piano an- 
zidetto ed in una superficie del quart’ ordine, per la quale R è una retta semplice. 
Ogni piano condotto per R sega la superficie secondo tre generatrici: i tre punti in 
cui queste si segano a due a due, sono punti doppi della superficie di quart’ ordine. 
Dunque, questa ha, per curva doppia, una cubica gobba incontrata due volte da cia- 
scuna generatrice. 

Suppongasi ora R appoggiata in due punti a, alla curva K e siano a, a' i cor- 
rispondenti punti di R. La retta R è tripla per la superficie di quint’ ordine, tenendo 
essa luogo di direttrice e di due generatrici aa, 0. 

Se a coincide con a, la superficie riducesi al quart’ ordine colla retta doppia R 
ed una conica doppia [®5]. Se anche a’ coincide con a’, si ottiene una superficie di 
terzo grado, avente R per direttrice semplice, ed inoltre un’ altra direttrice rettilinea 
che è doppia. 

Da ultimo, supponiamo R passante per tre punti &,a', a" della curva K; ed a 
questi punti della curva gobba corrispondano nella retta R i punti «,a', a". Se cia- 
scuno di questi tre punti è distinto dal suo corrispondente, R tien luogo di direttrice 
e di tre generatrici aa, a'a', d'a", epperò essa è una retta quadrupla per la superficie 
di quint’ ordine. 

Se a coincide con a, avremo una superficie di quart’ ordine colla retta tripla R. 
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Se inoltre a' coincide con a', la superficie è del terz’ ordine colla retta doppia R. 
In questo caso, la superficie non ha altra direttrice rettilinea, distinta da R. In ogni 
punto p. di R, la superficie è toccata da due piani; l'uno, variabile, è determinato da 
R e dalla generatrice pm; l’altro, costante, è il piano che passa per R e tocca in a" 
la carva gobba K *). 

Se anche a" coincide con a", abbiamo una superficie del second’ ordine, cioè 1’ iper- 
boloide I passante per la curva K. 

È ovvio che, eccettuato il caso nel quale R è una retta quadrupla, la superficie 
di quint’ ordine ha, oltre R, una linea doppia, la quale è del sesto o del terz’ ordine 
o una retta, secondo che R sia semplice, doppia o tripla sulla superficie [5°]. Tale linea 
doppia è il luogo de’ punti, in cui s'incontrano a due a due le generatrici che si 
ottengono segando la superficie con un piano mobile intorno ad R. 

Per tal guisa, un solo e semplice problema, ci ha condotti a varie superficie gobbe 
di quinto, quarto e terz’ ordine, passanti per la curva gobba di quart’ ordine e se- 
conda specie. 


$ 8. 


Data la curva gobba K e date due rette R,R', quale è il grado della superficie 
gobba, luogo di una retta che si muova appoggiandosi alle tre direttrici K, R, R'? 
Assunta una retta arbitraria L, cerchiamo quante generatrici della richiesta superficie 
siano incontrate da L, ossia quante rette vi abbiano che incontrino le quattro linee 
K, R, R, L. Le rette appoggiate alle tre linee R, R', L formano un iperboloide, il quale, 
se le date rette R, R° non hanno punti comuni colla curva gobba K, è da questa 
incontrato in otto punti. Dunque, la richiesta superficie è dell’ottavo grado. Per essa, 
la curva K è semplice, perchè da ogni punto di questa curva parte una sola retta 
che incontri R ed R'. Ma queste due direttrici rettilinee sono quadruple sulla super- 
ficie dell'ottavo grado, perchè il piano condotto, a cagion d’ esempio, per un punto di 
R e per la retta R' sega la curva gobba in quattro punti. 





*) In generale, una superficie gobba del terzo grado può risguardarsi, come il luogo delle 
rette che uniscono i punti omologhi di due semplici serie projettive, l’una di punti d’una 
retta R, l’altra di punti d’una conica C. Se R e C non hanno alcun punto comune, la super- 
ficie ha un’altra direttrice (doppia), che è una retta appoggiata in un punto alla conica C 
(vedi la mia memoria Sur quelques propriétés etc. nel tomo LVIII del giornale matematico 
di Berlino [Queste Opere, n. 24]). Ma se R e C hanno un punto comune, le due direttrici rettilinee 
coincidono in R, che è in tal caso la retta doppia. Veggasi, a questo proposito, la nota Sur 
les surfaces gauches du troisième ordre, che uscirà fra breve nello stesso giornale succitato. 
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Ogni punto comune alla curva K e ad una delle direttrici rettilinee diminuisce di 
un'unità il grado della superficie. Per es., se entrambe le rette R, R' incontrano K 
in due punti, la superficie è del quarto grado e per essa le rette date sono doppie. 

Invece, se R incontra K in tre punti, mentre R' non abbia con questa curva che 
due punti comuni, la superficie è, come si è già trovato altrimenti ($ 5), del terz’ ordine: 
R è la retta doppia, ed R' è la seconda direttrice. 

Se R ed R' sono entrambe appoggiate a K in tre punti, si ottiene una superficie 
di secondo grado, cioè quell’unico iperboloide che passa per la data curva gobba di 
quart’ ordine e seconda specie. 


$ 9, 


Cerchiamo di quale grado sia la superficie generata dal movimento di una retta, 
che debba incontrar due volte la curva gobba K ed una volta una data retta R. Da 
ogni punto di questa retta partono tre rette, che vanno ad incontrar due volte la curva 
gobba *), cioè tre generatrici della superficie di cui si tratta. Dunque, la retta R 
sarà tripla su questa superficie. Ogni piano menato per R incontra la curva gobba 
in quattro punti che uniti a due a due danno sei generatrici. La sezione fatta da 
quel piano, nella superficie, consta di queste sei generatrici e della retta tripla R; 
dunque, la superficie è del nono ordine. Per essa, la curva K è tripla, perchè il piano 
condotto per un punto qualunque #m di K e per R incontra la curva in altri tre punti 
Mi, Mz, #3, onde da m partono tre generatrici mw(m,, mm, #3) della superficie. Questa 
ha inoltre una curva doppia del terz’ ordine, che è il luogo dei punti in cui si segano 
le coppie di lati opposti del quadrangolo completo mm, ms 3. 

Se la retta R incontra la curva K in un punto o, la superficie di nono ordine si 
risolve nel cono di terz’ ordine che ha il vertice in o e passa per K ($ 17), ed in una 
superficie di sesto grado, per la quale la curva K è doppia e la retta R è tripla. 

Se R incontra K in due punti 0, 0’, la superficie di nono ordine si decompone 
ne’ due coni prospettivi alla curva gobba, i cui vertici sono 0, o, ed in una superficie 
di terzo grado per la quale R è la retta doppia. 

Finalmente, se R è appoggiata alla curva K in tre punti, la superficie di nono 
ordine consta de’ tre coni aventi i vertici in quei punti e passanti per la curva gobba. 

Nel caso che la retta R sia appoggiata in due punti o, o' alla curva K, il risultato 
può enunciarsi così: 

Se intorno ad una retta appoggiata alla curva gobba di quart’ordine e seconda specie 





#) Questa asserzione sarà dimostrata in seguito al $ 16. 
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in due punti, sì fa girare un piano che seghi la curva in altri due punti, la retta che 
unisce questi due punti ha per luogo una superficie di terzo grado, la cui direttrice doppia 
è la retta data. 

Le due generatrici dell’iperboloide I, passanti per 0, 0' ed appoggiate alla curva 
K in due altri punti formano, insieme con questa curva, la completa intersezione 
dell’iperboloide colla superficie gobba di terzo grado, di cui si tratta. 

Osserviamo che le coppie di punti, in cui la curva K è incontrata dalle singole 
generatrici di questa superficie di terzo grado, ossia dai piani condotti per la data 
retta R, sono in involuzione; vogliam dire, i piani determinati da quelle coppie di 
punti e da una retta fissa appoggiata alla curva K in tre punti, sono in involuzione. 

Reciprocamente: se sulla curva K sono date più coppie di punti in involuzione, 
le rette congiungenti i punti coniugati sono incontrate tutte da una medesima retta, 
appoggiata alla curva gobba in due punti, epperò formano una superficie di terzo 
grado. Siccome l’involuzione è determinata da due coppie di punti coniugati wm,m' 
ed n, n', così basterà dimostrare che le rette 7’, nn° sono incontrate da una me- 
desima retta appoggiata alla curva gobba in due punti. Se intorno alla retta mm' si 
fa girare un piano che seghi di nuovo la curva K in due punti, questi generano 
un’involuzione. Così pure, facendo girare intorno ad »»' un piano, si otterrà una 
seconda involuzione. Le due involuzioni hanno, com’ è noto, una coppia comune di 
punti coniugati (reali o immaginari), epperò la retta (reale) che li unisce è appog- 
giata ad entrambe le mm', n2'; c. d. d. 


$ 10. 


© 


Sia dato l’iperboloide I e su di esso la curva gobba K di quart’ ordine e seconda 
specie. Una retta A (generatrice dell’iperboloide) appoggiata in tre punti a questa 
curva, si assuma come direttrice doppia di una superficie gobba di terzo grado, del 
resto arbitraria. Essa segherà l’iperboloide, lungo un’altra curva gobba di quart’ordine 
e seconda specie, ed incontrerà la curva data in dodici punti; ma tre di essi sono 
nella retta doppia A, i quali contano come sei intersezioni; dunque: 

Quando due curve gobbe di quart’ordine e seconda specie, tracciate sullo stesso iper- 
boloide, incontrano, ciascuna în tre punti, una stessa generatrice di esso, le due curve si 
segano in sei punti. 

Ossia: 

Due superficie gobbe di terzo grado aventi la stessa retta doppia ed un iperboloide 
passante per questa retta hanno, all’infuori di essa, seì punti comuni. 
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Se, invece della retta A, prendiamo, come retta doppia della superficie di terzo 
grado, una generatrice dell’ iperboloide appoggiata alla curva K in un solo punto, 
avremo evidentemente: 

Quando due curve gobbe di quart’ ordine e seconda specie, tracciate sullo stesso iper- 
boloide, incontrano, luna in tre punti e l’altra in un solo punto, una medesima genera- 
trice di quello, le due curve si segano in dieci punti. 

Per la generatrice A dell’iperboloide I, appoggiata alla curva K in tre punti, 
s' immagini condotto un altro iperboloide; questo segherà il primo lungo una cubica 
gobba, ed incontrerà la curva data in otto punti, tre de’ quali sono nella retta A; 
dunque: 

Quando una cubica gobba, ed una curva gobba di quart’ ordine e seconda specie, 
tracciate sopra uno stesso iperboloide, incontrano, ciascuna in un punto solo, una mede- 
sima generatrice di quello, le due curve si segano in cinque punti. 

Ossia: 

Due iperboloidi aventi una generatrice comune, ed una superficie gobba di terzo grado, 
per la quale quella generatrice sia la retta doppia, hanno, all’infuorì di essa, cinque 
punti comuni. 

Invece, se il secondo iperboloide si fa passare per una generatrice del primo, ap- 
poggiata alla curva K in un punto solo, si avrà: 

Quando una cubica gobba ed una curva gobba di quart’ ordine e seconda specie, trac- 
ciate sullo stesso iperboloide, incontrano, l’una in due punti e l’altra în un solo, una 
medesima generatrice di quello, le due curve hanno sette punti comuni. 


Apre 


Le generatrici dell’iperboloide I, del primo sistema, segano la curva K in tre 
punti. Si può domandare, se vi sia alcuna di quelle generatrici, per la quale due di 
quei tre punti siano riuniti in un solo; cioè, se vi sia alcuna generatrice dell’iperbo- 
loide I, tangente alla curva gobba. A tal uopo, osserviamo che i punti della curva, 
essendo distribuiti a tre a tre in linea retta, formano un’involuzione del terz’ ordine. 
Una tale involuzione ha quattro punti doppi, cioè, vi sono quattro gruppi o terne in 
ciascuna delle quali due punti sono riuniti *); dunque: 


*) Vedi la nota a pag. 290. In un fascio di curve d’ordine n, ve ne sono in generale 
2(n—1) che toccano una data retta L. Dunque, un’involuzione d’ordine n» ha 2(n—1) ele- 
menti doppi. 
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Vi sono quattro generatrici dell’iperboloide I passante per la curva gobba di quart’or- 
dine e seconda specie, che sono tangenti alla curva stessa. 

In seguito, designeremo con T una qualunque di queste quattro generatrici tan- 
genti; con # il punto in cui essa è tangente alla curva gobba, e con #' il punto in cui 
è semplicemente segante. 

Ogni altra tangente della curva K, essendo anche tangente all’ iperboloide I, non 
incontra questa superficie in altri punti, oltre quello di contatto; dunque, la superficie 
sviluppabile V osculatrice della curva K, cioè il luogo delle tangenti alla curva data, 
ha in comune coll’ iperboloide esclusivamente la curva stessa e le quattro generatrici T. 
La curva K è semplice per l’iperboloide, ed è cuspidale per la sviluppabile; per la 
qual cosa dee contar due volte nell’intersezione delle due superficie. Questa interse- 
zione equivale dunque complessivamente ad una linea del dodicesimo ordine; quindi: 

La sviluppabile osculatrice della curva gobba di quart’ordine e seconda specie è del 
sesto ordine. 

Ossia: 

Una retta qualsivoglia incontra sei tangenti della curva gobba di quart’ordine e se- 
conda specie. 

Od anche: 

Per una retta arbitraria sì possono condurre sei piani tangenti alla curva gobba di 
quart’ordine e seconda specie. 

È evidente che in ciascuno de’ quattro punti # l’iperboloide e la sviluppabile V 
hanno un contatto di second’ ordine, onde ciascuno de’ quattro piani osculatori alla 
curva ne’ punti £ conterà per tre piani tangenti comuni alle due superficie. Ed è anche 
evidente che queste non possono avere altri piani tangenti comuni. Dunque, il numero 
de’ piani tangenti comuni alle due superficie, ossia il prodotto de’ numeri esprimenti 
le loro rispettive classi è dodici; epperò: 

La sviluppabile osculatrice della curva gobba di quart’ordine e seconda specie è della 
sesta classe. 

Ossia: 

Per un punto preso arbitrariamente nello spazio passano sei piani osculatori della 
curva gobba di quart’ordine e seconda specie. 

La sviluppabile osculatrice ha inoltre l'importante proprietà d’essere circoscritta 
ad una superficie di second’ordine. Per dimostrarlo, convien premettere alcune ri- 
cerche, che formeranno l’oggetto del seguente paragrafo. 
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$ 12. 


Lemma. Quattro punti in linea retta, «, 6, c, d, danno luogo a tre rapporti anar- 
monici fondamentali : 


ab ac 


ac, ad ad ab ae 
ds bale 


£ (acdb)=-+- : — , (adbe) = 


@bed= RAI 


gli altri tre rapporti anarmonici (abde), (cda), (aded), che si possono formare con 
que’ quattro punti, sono i reciproci de’ tre superiori. 

Quando due di quei tre rapporti anarmonici siano eguali, anche il terzo è eguale 
ai primi due. Ciò riesce evidente, osservando che, se si pone 


(abcd)=r, 
si ha 
l free] 
(acdb) = i (adbe) = 


ol Ti 








Ora suppongansi dati sopra una retta i tre punti «,d, c; ed assunto ad arbitrio 
(nella retta) un punto wm, si determini un punto #', per modo che il rapporto anar- 
monico (abem) sia eguale a quest’ altro (acm'd) 0, ciò che è lo stesso, a (cabm’). Va- 
riando insieme »,', questi punti generano due divisioni omografiche, nelle quali 
ad a,b,c,m corrispondono ordinatamente c, a, d,m. Se d è uno de’ due punti doppi 
di queste divisioni omografiche, il sistema de’ quattro punti a, d, c,d avrà i suoi tre 
rapporti anarmonici (fondamentali) eguali fra loro. 

Se itre punti dati sono tutti reali, i due punti doppi sono immaginari. Ma questi 
sono reali, quando due de’ tre punti dati siano immaginari coniugati. Inoltre è ovvio 
che, se due de’ punti dati coincidono in un solo, in questo coincidono anche i due 
punti doppi. 

In conseguenza delle cose esposte nel $ 2, quanto qui è detto per punti in linea 
retta, sussiste per punti della curva gobba K. 

Ciò premesso, domandiamo di qual classe sia la superficie, inviluppo di un piano 
segante la curva K in quattro punti (due de’ quali immaginari), i cui tre rapporti 
anarmonici siano eguali *). Quanti di tali piani passano per una retta qualunque, per 
es. per una retta appoggiata alla curva gobba in tre punti @,d,c? Secondo il lemma 
premesso, i tre punti a,b, c determinano due punti, ciascuno de’ quali forma con a, d, c 


* Ossia: i cui rapporti anarmonici siano le radici cubiche immaginarie dell’ unità cam- 
biate di segno. [3] 
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un sistema avente i rapporti anarmonici eguali. Dunque, la richiesta superficie è di 
seconda classe, epperò anche di second’ordine. E siccome, se due de’ quattro punti 
(in cui la curva K è segata da uno de’ piani che si considerano ) coincidono in un solo, 
ivi cade anche uno degli altri due, così i piani osculatori della curva gobba sodisfanno 
alla condizione richiesta pei piani, di cui abbiamo cercato l’inviluppo. Cioè: 

L’inviluppo di un piano segante la curva gobba di quart’ordine e seconda specie, in 
quattro punti aventi i tre rapporti anarmonici eguali, è una superficie di secondo grado, 
inscritta nella sviluppabile osculatrice della curva data. 

Quale è la classe della superficie, inviluppo di un piano che seghi la curva K in 
quattro punti armonici? Cerchiamo quanti di tali piani passino per una retta qua- 
lunque, per es. per una retta A appoggiata in tre punti a, d, c alla curva gobba. Sia d 
il punto della curva K coniugato armonico di @, rispetto ai due d,c; similmente sia e 
il coniugato di d, rispetto ai due c, a, e sia f il coniugato di c, rispetto ai due a, d. 
Evidentemente i soli piani che passino per la retta A e seghino armonicamente la 
curva data sono A(d, e, f). Dunque, l’inviluppo richiesto è della terza classe. 

Quando fra quattro punti armonici, due coniugati coincidono, ivi coincide anche 
uno degli altri due; dunque, fra i piani che segano armonicamente la curva gobba, 
sono da contarsi anche i suoi piani osculatori; ossia: 

L’inviluppo di un piano, che seghi la curva gobba di quart’ordine e seconda specie 
in quattro punti armonici, è una superficie di terza classe, inscritta nella sviluppabile 
osculatrice della curva data. 

Per tal modo, la sviluppabile osculatrice della curva K ci si presenta, come invi- 
luppo de’ piani tangenti comuni alla superficie di terza classe toccata dai piani che 
segano armonicamente la curva, ed alla superficie S di secondo grado inviluppata dai 
piani, ciascun de’ quali sega la curva in quattro punti aventi i tre rapporti anarmo- 
nici eguali. 

Per ogni generatrice rettilinea della superficie di secondo grado S, passano tre 
piani tangenti alla superficie di terza classe; questi tre piani, essendo tangenti ad 
entrambe le superficie, sono osculatori alla curva K. Reciprocamente, ogni retta, per 
la quale passino tre piani osculatori della curva K, dee giacere per intero sulla su- 
perficie S; dunque: 

La superficie di secondo grado, inviluppata dai piani che segano in quattro punti a 
rapporti anarmonici eguali la curva gobba di quart’ordine e seconda specie, è il luogo 
delle rette, per ciascuna delle quali passano tre piani osculatori della curva data. 

Ossia: 

Ogni piano segante la curva gobba di quart'ordine e seconda specie, in quattro punti 
a rapporti anarmonici eguali, contiene due rette, per ciascuna delle quali passano tre 
piani osculatori della curva. 
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Od anche: 

Se per una retta, che sia Vintersezione di tre piani osculatori della curva gobba di 
quart’ordine e seconda specie, sì conduce un piano arbitrario, questo sega la curva in 
quattro punti, è tre rapporti anarmonici de’ quali sono eguali fra loro. 

Siano M, M' le due generatrici rettilinee della superficie S, poste in un piano 
osculatore qualunque della curva K, e sia G la generatrice della sviluppabile V, posta 
nel piano medesimo. Siccome questo piano dee toccare in uno stesso punto le due 
superficie S e V, così il punto comune alle M, M' apparterrà a G. Questo punto ap- 
partiene anche alla curva di contatto fra le due superficie; e la tangente a questa 
curva in quel punto è, secondo il teorema di Dupin, coniugata a G, ossia è la coniu- 
gata armonica di G rispetto alle M, M.. 

La curva di contatto è, per la teorica di PoncELET, polare reciproca della svilup- 
pabile V, rispetto alla superficie di secondo grado S. Ne segue che la detta curva 
è del sesto ordine, che la sviluppabile formata dalle sue tangenti è pure del sesto 
ordine, ecc. 


$ 13. 


Immaginiamo segata la sviluppabile V osculatrice della curva gobba K da un piano 
qualsivoglia P. Questo sega le generatrici ed i piani tangenti della sviluppabile in 
punti e rette, che sono i punti e le tangenti della curva d’ intersezione della svilup- 
pabile medesima col piano. Quindi, questa curva sarà del sesto ordine e della sesta 
classe, appunto come la sviluppabile, ed avrà quattro cuspidi ne’ punti in cui il piano 
P incontra la curva cuspidale K. Se adunque, nella prima formola di PLUCKER, si 
pone m=m'=6 ed s=4, ne ricaviamo d=6. Ciò significa che: 

Un piano arbitrario contiene sei punti, ciascun de’ quali è l’intersezione di due rette 
tangenti alla curva gobba di quart’ordine e seconda specie. 

Ossia: 

I punti, în cui si segano a due a due le tangenti non consecutive della curva gobba 
di quart’ordine e seconda specie, formano sulla sviluppabile osculatrice una curva doppia 
o nodale D del sest’ ordine. 

Per n=d=6, s=4, la terza formola di PLùcKER dà s'=4, cioè la curva nel 
piano P ha quattro tangenti stazionarie. Una tangente stazionaria nella curva d’in- 
tersezione è la traccia, sul piano P, d’un piano tangente stazionario della sviluppa- 
bile, cioè d’un piano che ha colla curva K un contatto di terz’ ordine ed oscula la 
sviluppabile V lungo tutta una generatrice (d’inflessione). Dunque: 

La sviluppabile osculatrice della curva gobba di quart’'ordine e seconda specie ha quattro 





generatrici d’inflessione. 
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Ossia: 

La curva gobba di quart ordine e seconda specie ha quattro punti, ne’ quali i piani 
osculatori rispettivi hanno colla curva un contatto di terz’ ordine. 

Per m=wm' =6, s'=4, la seconda formola di PLUcKER dà d'=6, cioè la curva 
d’intersezione nel piano P ha sei tangenti doppie. Una tangente doppia è: o la traccia 
di un piano che tocchi la sviluppabile lungo due generatrici diverse; ovvero la inter- 
sezione di due piani tangenti distinti. Ora la nostra sviluppabile non può ammettere 
un piano tangente doppio: un tal piano osculerebbe la curva cuspidale K in due punti; 
il che equivale a segarla in sei punti: cosa impossibile per una curva del quart’ordine. 
Dunque: 

Un piano arbitrario contiene sei rette, ciascuna delle quali è l intersezione di due 
piani osculatori della curva gobba di quart'ordine e seconda specie. 

Supponiamo ora che il piano segante P sia condotto ad arbitrio per una genera- 
trice G della sviluppabile osculatrice; la sezione sarà composta di quella generatrice e 
di una curva di quint’ordine e sesta classe. Questa curva avrà due cuspidi, perchè il 
piano P, essendo tangente alla curva K, la sega in due soli punti fuori della retta G. 

Quindi, facendo m=5, mm =6, s==2, nelle formole di PLùcKER, avremo d=4, 
s=5, d'=5. Qui abbiamo un flesso di più che nel caso generale: esso è il punto 
in cui la retta G tocca la curva di quint’ ordine (ed anche la curva gobba K). 

I sei punti, in cui la curva doppia D è segata dal piano P, sono i quattro punti 
doppi della curva piana di quint’ ordine, ed i due punti in cui questa è intersecata 
dalla sua tangente stazionaria G. Di qui deduciamo che: 

Ogni retta tangente della curva cuspidale K incontra due volte la curva doppia D. 

Ossia: 

Ogni tangente della curva gobba di quart’ordine e seconda specie incontra due altre 





tangenti della stessa curva. 

Due tangenti della curva K, che s’ incontrino, determinano un piano che è doppia- 
mente tangente alla curva medesima. La sezione fatta da un tal piano, nella sviluppa- 
bile V, consterà delle due tangenti suddette e di una curva del quart’ ordine e della 
sesta classe. Questa curva non può avere cuspidi, perchè un piano tangente alla curva K 
in due punti diversi, non può incontrare questa curva in alcun altro punto. Dalle formule 
di PLuckeR deduciamo poi, che la curva d’intersezione ha sei flessi, tre punti doppi 
e quattro tangenti doppie. 

Consideriamo ora la sezione fatta nella sviluppabile osculatrice da un piano P che 
osculi la curva K in un punto 9g e la seghi in un punto g', epperò tocchi la svilup- 
pabile medesima lungo una retta G, tangente a K in g. Nella sezione, la generatrice G 
conterà due volte; quindi, il piano P segherà la sviluppabile secondo una curva di 
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quart’ ordine, avente un cuspide in g. Questa curva è della quinta classe, perchè per 
ogni punto d’un piano osculatore della curva K passano altri cinque piani osculatori. 

Facendo m=4, m'=5, s=1, nelle formole di PLùcKER, ne deduciamo d=2, 
addi 

Dunque, il piano P sega la curva doppia D in due soli punti fuori della retta G; 
e siccome la curva D è del sest’ ordine, così ne segue che quel piano tocca questa 
curva ne’ due punti, in cui è incontrata dalla retta G; cioè: 

Ogni piano osculatore alla curva K tocca în due punti distinti la curva doppia D. 

Ossia: 

La sviluppabile osculatrice della curva K è doppiamente tangente alla curva D. 

Dall’esser poi d' = 2, segue che in ogni piano osculatore della curva K vi sono due 
rette, ciascuna delle quali è l'intersezione di due altri piani osculatori. Queste rette sono 
generatrici della superficie di second’ ordine S, inscritta nella sviluppabile V ($ 12). 


8 14. 


Finalmente, suppongasi che il piano segante P sia uno de’ quattro piani stazionari. 
Siccome lungo la relativa generatrice G, il piano è osculatore alla superficie V, così 
la rimanente sezione è una curva del terz’ ordine; e questa è della quarta classe, 
perchè un piano stazionario rappresenta due piani osculatori coincidenti. La curva 
medesima non può aver regressi, giacchè i quattro punti d’incontro della curva K 
col piano stazionario sono tutti riuniti in un solo. Vi saranno dunque tre flessi ed un 
punto doppio. 

È notissimo che i tre flessi d’una curva piana di terz’ ordine e quarta classe sono 
in linea retta. Nel nostro caso, i tre flessi sono i punti in cui il piano stazionario, che 
si considera, sega le generatrici d’inflessione poste negli altri tre piani stazionari. 
Dunque, le generatrici d’inflessione sono incontrate tutte e quattro da quattro rette, 
rispettivamente situate nei quattro piani stazionari. Perciò: 

Le quattro tangenti della curva gobba di quart’ordine e seconda specie, situate ne’ suoi 
piani osculatori stazionari, giacciono sopra uno stesso iperboloide. 

Nel caso che consideriamo, la curva d’intersezione del piano P non ha tangenti 
doppie. Tuttavia questo piano, essendo tangente alla superficie S ($ 12), contiene due 
generatrici della medesima. Ma, siccome de’ tre piani osculatori passanti per ciascuna 
di esse, due coincidono nel piano stazionario, così esse non sono tangenti doppie, ma 
tangenti ordinarie della curva d’ intersezione. 

Il punto g, ove la curva K ha un contatto del terz’ Sedie col piano stazionario 
P, è anche un punto della curva doppia D. Ed invero: nel punto g tre tangenti suc- 
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cessive della curva K sono sovrapposte; quindi il punto 9, come intersezione della 
prima colla terza tangente, appartiene alla curva doppia. 

La generatrice d’inflessione G, dopo aver toccata la curva del terz’ ordine, sezione 
fatta dal piano P nella sviluppabile V, va a segarla in un altro punto %; è questo il 
secondo punto, ove la curva D è incontrata dalla generatrice medesima; HG in esso 
la curva D sarà osculata dal piano P; perchè, siccome G conta come tre rette nella 
sezione completa, così il punto % conterà come tre punti doppi della sezione completa 
medesima (. 

Nel caso generale d’un piano osculatore qualsivoglia ($ 13), questo sega la curva 
D in due punti situati nella generatrice posta in quel piano. Ma quando il piano oscu- 
latore è lo stazionario P, uno di que’ due punti va a riunirsi con g; cioè il piano 
stazionario oscula la curva doppia in %, la tocca semplicemente in g, e la sega inoltre 
in un terzo punto, fuori della retta G. È quest’ultimo l’unico punto doppio, che ab- 
biamo superiormente trovato nella curva di terz’ ordine, sezione della sviluppabile V. 

Dunque: 

I punti in cui la curva K è toccata dai suoi quattro piani osculatori stazionari sono 
anche punti della curva D. In essi, i piani stazionari della curva K sono tangenti alla 
curva D. [3°] 

È poi facilissimo persuadersi che i quattro punti anzidetti sono anche quelli, ove 
i piani stazionari toccano la superficie di secondo grado S e quella superficie di terza 


x 


classe che è inviluppata dai piani seganti armonicamente la curva K. 


(VIA) 
ben 
[ubi | 


Oltre i punti di contatto de’ quattro piani stazionari, le curve K e D hanno in 
comune i quattro punti #, ove la prima curva è segata dalle quattro tangenti T ge- 
neratrici dell’iperboloide I ($ 11). Anzi, questi ultimi sono punti stazionari della curva 
D. Infatti: in # concorrono tre tangenti di K, cioè la tangente in #, la tangente nel 
punto successivo (infinitamente vicino) a # e la tangente (T) in #. I punti, in cui le 
prime due tangenti incontrano la terza appartengono alla curva D, in virtù della de- 
finizione di questa curva; dunque, # rappresenta due punti successivi della curva D, 
ossia è un punto stazionario della medesima. 

La curva D incontra l’iperboloide I ne’ quattro punti di contatto della curva K 
coi piani stazionari e nei quattro punti #. Ciascuno di questi ultimi conta come due 
intersezioni, perchè è un punto stazionario della curva doppia; dunque quegli otto 
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punti equivalgono a dodici intersezioni. Essendo la curva D del sest’ ordine, non può 
avere altri punti comuni coll’iperboloide, epperò le due curve K e D hanno in comune 
solamente gli otto punti accennati. 

Dunque: 

Le due curve K e D sì segano in otto punti; cioè ne punti di contatto della curva 
K co’ suoi piani stazionari e ne’ punti în cui questa curva è segata dalle sue quattro 
tangenti, situate sull’iperboloide I. Gli ultimi quattro punti sono stazionari per la 
curva D *). 

Un piano qualunque, condotto per uno de’ punti stazionari #, sega la curva D 
soltanto in altri quattro punti: dunque il cono, che ha il vertice in quel punto e passa 
per la curva D, è del quart’ ordine. Per esso, le rette che uniscono quel punto sta- 
zionario agli altri tre, sono generatrici stazionarie. Ora, un cono di quart’ ordine, 
dotato di tre generatrici stazionarie (cuspidali), non può avere alcun’ altra generatrice 
multipla; dunque, la curva D non può avere, oltre è suoi quattro punti stazionari, altri 
punti multipli. 


8 16. 


Passiamo ora a considerare i coni prospettivi alla data curva gobba K di quart’ordine 
e seconda specie. 

Un punto o, preso ad arbitrio nello spazio, sia il vertice di un cono passante per 
la curva K. Questo cono è del quart’ ordine, perchè ogni piano condotto per o, in- 
contrando la curva K in quattro punti, sega il cono lungo le quattro rette che con- 
giungono o a que’ quattro punti. 

Il cono è della sesta classe: infatti, ogni retta passante per o giace in sei piani 
tangenti alla curva K, epperò tangenti al cono medesimo ($ 11). 

Il cono ha sei piani stazionari, tali essendo i sei piani osculatori, che da o si 
possono condurre alla curva data ($ 11). 

Quindi, facendo nelle formole di PLUuckeR (le quali sussistono pei coni come per 
le linee piane) m=4, m'=6, se ne ricava d=3, s=0, d'=4. Che dovesse essere 
s="0, si poteva prevedere dalla mancanza di cuspidi nella curva K. 

Dall’essere d4=3 segue, che il nostro cono ha tre generatrici doppie; e siccome 
le curva K non ha punti doppi, così: 

Per un punto qualunque dello spazio passano tre rette, ciascuna delle quali incontra 
la curva gobba di quart' ordine e seconda specie în due punti. 


*) Nei quattro punti #, le curve K e D hanno comuni i piani osculatori. 
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Essendo d'=4, il cono ha quattro piani tangenti doppi, ossia: 

Per un punto qualunque dello spazio passano quattro piani, ciascuno de’ quali con- 
tiene due rette tangenti della curva gobba di quart ordine e seconda specie. 

Se il cono prospettivo vien segato da un piano qualunque non passante per o, si ha: 

Posto l'occhio in un punto qualunque dello spazio, la prospettiva della curva K è 
una linea piana del quart’ordine e della sesta classe con tre punti doppi, quattro tan- 
genti doppie e sei flessi. 

Dalla teorìa delle curve piane di quart’ordine dotate di tre punti doppi *) è noto: 
che le sei tangenti ne’ tre punti doppi toccano una stessa conica; che le sei rette, 
passanti pei punti doppi e toccanti altrove la curva sono tangenti di una seconda 
conica; che gli otto punti di contatto delle quattro tangenti doppie sono in una terza 
conica; e che i tre punti doppi sono le intersezioni delle coppie di lati opposti d’ un 
quadrangolo completo, circoscritto al quadrilatero completo formato dalle tangenti 
doppie. Dunque: 

Per un punto arbitrariamente dato nello spazio, passano tre rette, ciascuna ap- 
poggiata in due punti alla curva K. I piani tangenti alla curva ne’ sei punti d'appoggio, 
condotti dal punto dato, toccano uno stesso cono di secondo grado. Gli altri sei piani 
tangenti della curva, che passano per quelle tre rette medesime, due per ciascuna, toccano 
un altro cono di secondo grado. 

Per un punto dato ad arbitrio nello spazio, passano quattro piani, ciascuno de’ quali 
tocca la curva K in due punti distinti. Le rette, che congiungono il punto dato agli otto 
punti di contatto, giacciono sopra uno stesso cono di second’ordine. 

Le tre rette, che dal punto dato ponno condursi ad incontrar due volte la curva K, 
sono le intersezioni delle coppie di facce opposte di un angolo quadrispigolo completo, 
circoscritto all’angolo tetraedro completo formato dai quattro piani tangenti doppi. 


UNI 
(n 
ZI 


Se il punto o è preso sull’iperboloide I, le tre rette che incontrano due volte la 
curva gobba K riduconsi ad una sola, cioè alla generatrice dell’ iperboloide appog- 
giata alla curva in tre punti. Quindi, se si pone l’occhio in quel punto, la prospettiva 
della curva K è una linea piana del quart’ ordine dotata di un punto triplo. 

Il punto o sia preso sopra una retta G, tangente alla curva K in un punto g. 


*) CayLey, Cambridge and Dub. Math. Journal, vol. V, pag. 150. — Journal de M. Liou- 
ville, t. XV, pag. 352. — SALMON, Higher piane curves, Dublin 1852, pag. 201, 202. 
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Questa retta tien luogo di una delle tre, incontranti due volte la curva gobba; dunque, 
il cono prospettivo avrà due generatrici doppie ed una cuspidale. Il cono è ancora 
del quart’ ordine, ma della quinta classe, perchè una retta, condotta ad arbitrio per 0, 
incontra, oltre G, soltanto cinque tangenti della curva K. 

Le formole di PLUCKER danno poi s'=4 e d'=2; cioè, per o passano quattro piani 
osculatori e due piani doppiamente tangenti, oltre quelli che passano per la retta G. 

Se il punto o è l'intersezione di due tangenti della curva K, il cono prospettivo 
avrà due generatrici cuspidali ed una doppia, epperò un piano tangente doppio e due 
piani stazionari. E, segandolo con un piano arbitrario, la prospettiva della curva K 
sarà una linea di quart’ordine e quarta classe, avente un punto doppio, due cuspidi, 
una tangente doppia e due flessi. Ora è noto *) che, in una tal curva, la retta che 
unisce i due flessi, quella che passa pei due cuspidi e la tangente doppia concorrono 
in uno stesso punto. E, pel principio di dualità, il punto d’incontro delle tangenti 
ne’ cuspidi, quello comune alle due tangenti stazionarie ed il punto doppio sono in 
linea retta. Dunque: 

i Per un punto, che sia l’incontro di due tangenti della curva K passano: una retta 

appoggiata alla curva in due punti, due piani osculatori (oltre i due passanti per le 
tangenti date) ed un piano contenente due altre tangenti. Quest’ ultimo piano, quello 
delle due tangenti date ed il piano determinato dal punto dato e dai punti di contatto 
de’ due piani osculatori, passano per una medesima retta. La retta appoggiata alla curva 
in due punti, la retta intersezione de’ due piani osculatori che passano per le tangenti 
date e la retta comune agli altri due osculatorìi giacciono în uno stesso piano. 

Il punto o sia ora nella stessa curva K; il cono prospettivo sarà del terz’ ordine, 
perchè ogni piano, condotto pel punto o della curva, la sega in altri tre punti, epperò 
sega il cono lungo tre generatrici. La generatrice dell’iperboloide I passante per o 
ed appoggiata in altri due punti alla curva gobba, è una generatrice doppia del cono; 
questo è dunque della quarta classe. Cioè: 

La prospettiva della curva K, quando l’occhio sia collocato sulla curva stessa, è, in 
generale, una linea del terz’ ordine e della quarta classe. 

Una linea piana del terz’ ordine dotata di punto doppio ha, com’è notissimo, tre 
flessi in linea retta, e questa retta è la polare armonica del punto doppio, rispetto 
al triangolo formato dalle tangenti stazionarie. Dunque: 

Da un dato punto qualunque della curva gobba di quart’ ordine e seconda specie si 
possono condurre tre piani che la osculino in altri punti. Itre punti di contatto ed il 
punto dato sono în uno stesso piano, il quale è, rispetto al triedro formato dai piani 


*) SALMON, Higher plane curves, pag. 202. 


Cremona, tomo I. 20 
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osculatori, il polare armonico della retta che passa pel punto dato e sega in altri due 
punti la curva gobba. 

Se l’occhio si pone in uno de’ quattro punti # ($ 11), il cono prospettivo avrà una 
generatrice cuspidale T, in luogo della generatrice doppia, epperò sarà della terza 
classe. Dunque: 

Per la curva gobba di quart’ordine e seconda specie passano quattro coni di terz’ordine 
e terza classe. 


$ 18. 


Prima d’abbandonare l’argomento de’ conì prospettivi alla curva K, ricerchiamo di 
quali linee si componga la completa intersezione di due coni, passanti per la curva 
ed aventi i vertici in due punti qualunque 0, .0' della medesima. I due coni sono del 
terz' ordine, epperò la loro completa intersezione dev'essere del nono ordine. Essi 
hanno in comune la curva gobba K e la retta 00'; dunque si segheranno lungo un’altra 
curva del quart’ ordine. È pur questa una curva di seconda specie, ovvero è dessa 
l'intersezione di due superficie di secondo grado ? 

Per risolvere il quesito, immagino la retta A, che passa per o e s’ appoggia in 
altri due punti alla curva data, e per questa retta conduco un piano qualunque P, 
il quale incontrerà l’ intersezione completa de’ due coni in nove punti. La sezione fatta 
dal piano P, nel cono di vertice 0’, è una linea del terz’ ordine passante per 0; mentre 
l’altro cono è segato lungo la sua generatrice doppia A, e lungo un’altra retta uscente 
da o. Dunque, le sezioni de’ due coni hanno, all’ infuori della retta A, due soli punti 
comuni, uno de’ quali sarà il quarto punto di segamento della curva K col piano P. 

Da ciò segue che la seconda curva di quart’ ordine, comune ai due coni, è incon- 
trata da qualunque piano, passante per A, in un solo punto esterno a questa retta, 
cioè questa retta ha colla curva tre punti comuni. Dunque: 

Due conì di tere’ ordine, passanti per una curva gobba di quart’ ordine e seconda 
specie, ed aventi i vertici su di essa, hanno în comune un’ altra curva di quart’ordine 
e seconda specie, posta sopra un iperboloide, che passa per le due generatrici doppie 
dei coni. 

Tuttavia, se i vertici 0, 0' de’ due coni fossero situati sopra una retta A, incon- 
trante la curva K in un terzo punto 0", i coni avrebbero questa retta per generatrice 
doppia comune, il che equivale ad avere in comune una linea del quart’ordine. Inoltre, 
i due conì sono toccati lungo A da uno stesso piano, passante per la tangente in o" 
alla curva K; dunque, in questo caso i due coni non possono avere alcun punto co- 
mune all’infuori della curva K e della retta A. 
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$ 19. 


Il piano osculatore in un punto qualunque m della curva K. sega questa curva in 
un altro punto m,. E nel punto m, concorrono, oltre il piano osculatore in m, i piani 
osculatori in altri due punti ($ 17). Dunque, ad ogni punto m, corrispondono tre punti 
m. Variando simultaneamente i punti mm, sulla curva gobba, essi genereranno due 
serie projettive: l’una formata di terne in involuzione, l’altra semplice. 

Vi saranno dunque quattro punti mm, ciascun de’ quali coinciderà col corrispon- 
dente m,. Sono essi i quattro punti di contatto de’ quattro piani stazionari ($ 13). 

Vi saranno inoltre quattro punti »:,, a ciascun de’ quali corrisponderà un gruppo 
contenente due punti m coincidenti. I quattro punti doppi »m dell’involuzione cubica 
sono i contatti # delle tangenti T generatrici dell’iperboloide I. I corrispondenti punti 
m, sono i quattro punti #, ove le dette tangenti segano la curva K. 

Di qual grado è la superficie, luogo della retta mm,? Per questa superficie, la 
curva K è quadrupla, perchè dal punto » della curva, oltre mm,, partono altre tre 
generatrici della superficie; esse sono mm', mm", mm", ove m',m",m" siano i punti 
di contatto de’ tre piani osculatori, seganti la curva in m. 

Sia A una retta qualunque, appoggiata alla curva K in tre punti; ogni piano, 
condotto per A, sega la nostra curva in un solo punto esterno a questa retta, quindi 
non può contenere alcuna generatrice della superficie, di cui si tratta, che non in- 
contri A in uno de’ suoi tre punti d'appoggio. Cioè, questi sono i soli punti in cui 
la superficie possa essere incontrata dalla retta A, e, siccome ciascuno d’essi è qua-. 
druplo, così la superficie richiesta è del dodicesimo grado. Essa contiene evidentemente 
le quattro tangenti T e le quattro tangenti situate ne’ piani stazionari. 

Analogamente si dimostra che la superficie, luogo delle rette m'"m", m"m', mm", 
è del sesto grado e che, per essa, la curva K è doppia. 

Abbiamo veduto altrove ($ 17) che i quattro punti w, m', m", m" sono in uno 
stesso piano. Quale è la classe della superficie, inviluppo di un tal piano? 

Questa superficie non passa per la curva K, perchè i piani tangenti di quella non 
sono tangenti alla curva. Laonde, per conoscere la classe della superficie, basterà 
sapere quanti piani tangenti le si possono condurre da un punto qualunque m della 
curva K. Evidentemente due. Infatti, 1.° da m si possono condurre tre piani ad oscu- 
lare la curva K in w, m'", m"; e questi tre punti determinano un piano, passante per 
m, che è tangente all’'inviluppo richiesto; 2.° il piano osculatore in m sega la curva 
in m,; da m, si ponno condurre altri due piani osculatori, i punti di contatto de’ quali 
sono, insieme con m ed m,, in un piano tangente all’inviluppo di cui si tratta. Da 
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m non si possono condurre altri piani tangenti; dunque l’inviluppo richiesto è della 
seconda classe, cioè: 

Da un punto qualunque della curva K. sì possono condurre tre piani ad oscularla 
in altri punti. I punti di contatto determinano un piano, l’inviluppo del quale è un cono 


di secondo grado. 


$ 20. 


Per un punto qualunque dello spazio passano quattro piani doppiamente tangenti 
alla curva K ($ 16); dunque, i piani doppiamente tangenti di questa curva formano 
una sviluppabile W di quarta classe. 

Siccome la curva K è situata nella sviluppabile W, così la generatrice di questa 
sviluppabile, posta in un suo piano tangente, dee passare pei punti in cui questo piano 
tocca la curva. Dunque, se # è un punto qualunque di K e se la tangente in m in- 
contra le tangenti ne’ punti m', m" della stessa curva ($ 13), le rette mm, mm" sono 
generatrici della sviluppabile W. E siccome, di tali generatrici, ne passano due per 
ogni punto della curva K, così questa è doppia per la sviluppabile anzidetta. Dunque: 

La retta congiungente due punti della curva K, ove questa sia toccata da due tan- 
genti situate in uno stesso piano, ha per luogo geometrico una sviluppabile W di quarta 
classe. Questa sviluppabile è doppiamente circoscritta alla curva K; e viceversa questa è 
la curva doppia della sviluppabile W. 

Le quattro tangenti T della curva K sono evidentemente generatrici della svilup- 
pabile W, epperò rette comuni a questa superficie e all’iperboloide I. Così i piani 
doppiamente tangenti alla curva K (in # e #) e passanti per le rette medesime, sono 
piani tangenti comuni alle superficie W ed I. Queste superficie, essendo l’ una della 
quarta classe e l’altra della seconda, devono avere otto piani tangenti comuni; ed 
infatti, ciascuno dei quattro suindicati conta per due, perchè in esso le due superficie 
hanno una generatrice comune. 

Siccome le generatrici della superficie W sono rette incontranti due volte la curva 
K, così esse non possono incontrare l’iperboloide I, fuori di questa curva. Dunque, la 
completa intersezione delle due superficie W ed I consta delle quattro generatrici 
T e della curva K, la quale è da contarsi due volte, perchè è doppia sulla sviluppa- 
bile W. Ne segue che la completa intersezione delle due superficie è del dodicesimo 
ordine, cioè: 

La sviluppabile W, doppiamente circoscritta alla curva K, è del sesto ordine. 

Tagliando la sviluppabile W con un piano arbitrario, la sezione sarà una linea 
del sest’ ordine e della quarta classe, con quattro punti doppi. Dunque, per le formole 
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di PLÙCKER, avrà sei cuspidi, nessun flesso, e tre tangenti doppie. Ossia, la curva 
cuspidale H della sviluppabile W è del sest’ordine; questa sviluppabile non ha gene- 
ratrici d’inflessione; ed un piano qualunque contiene tre rette, ciascuna delle quali 
è l'intersezione di due piani doppiamente tangenti alla curva K *). 

Se la superficie W vien segata da un suo piano tangente, la sezione è una linea 
di quart’ ordine e terza classe, dotata di una tangente doppia. Questa retta è dunque 
l’intersezione di tre piani tangenti. Cioè, vi sono infinite rette, per ciascuna delle 
quali passano tre piani tangenti di W, cioè tre piani doppiamente tangenti a K. Ciò 
basta per conchiudere ($ 3) che la sviluppabile di quarta classe W è di seconda specie, 
cioè che la sviluppabile W è circoscritta ad un unico iperboloide, avente per generatrici 
di un medesimo sistema le rette, per le quali passano tre piani doppiamente tangenti 
alla curva K. 

Da ciò consegue che le proprietà della sviluppabile W si possono, in virtù del 
principio di dualità, concludere immediatamente da quelle della curva K. 

Per esempio: come la sviluppabile V, osculatrice della curva K, è circoscritta ad 
una superficie di secondo grado, per ogni generatrice della quale passano tre piani 
tangenti di quella, così la curva H, cuspidale della superficie W, sarà situata sopra 
una superficie di second’ordine, ogni generatrice della quale (d’entrambi i sistemi) in- 
contrerà la curva in tre punti. 

La sviluppabile V ha quattro piani tangenti stazionari; dunque Za curva H ha 
quattro punti stazionari. 

Il piano, che sega la curva K in un suo punto qualunque w#w ed in altri tre punti, 
i cui piani osculatori concorrano in 7», inviluppa un cono di secondo grado ($ 19); 
dunque: \ 

Ogni piano doppiamente tangente alla curva K, epperò osculatore alla curva H, sega 
quest’ultima in tre punti. I piani osculatori ad H, in questi punti, concorrono in un punto 
del primo piano. Il luogo di quest’ ultimo punto è una curva di secondo grado. 

Ecc. ecc. 


8 21. 


In ogni punto della curva D ($ 13) goncorrono due rette tangenti della curva K, 
epperò anche due piani che ivi toccano la sviluppabile V. La tangente in quel punto, 
alla curva D, deve trovarsi in entrambi i piani, epperò è la loro intersezione; dunque: 


*) La sviluppabile W non può ammettere un piano tangente doppio, cioè un piano che 
la tocchi lungo due generatrici distinte: infatti, un tal piano toccherebbe la curva K in tre 
punti distinti, il che è impossibile. 
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Se m, m' sono due punti della curva K, ove questa sia toccata da due rette situate 
in uno stesso piano, la retta comune intersezione dei piani osculatori alla detta curva 
in m, m' è tangente alla curva D, nel punto ove s° incontrano le due tangenti di K. 

Per conoscere l’ordine e la classe della sviluppabile, formata dalle tangenti della 
curva D, ricordiamo che questa è del sest’ordine, ha quattro punti stazionari e nessun 
punto doppio ($ 15) ed è doppiamente toccata dai piani osculatori della curva K. Dunque, 
un cono prospettivo alla curva D, preso il vertice arbitrariamente nello spazio, sarà 
del sest' ordine ed avrà quattro generatrici cuspidali e sei piani tangenti doppi. Onde, 
fatto nelle formole di PLùcxer m=d'=6, s=4, ricaviamo m'=d=6, s=4. Cioè: 

La sviluppabile osculatrice della curva D è della quarta classe e del sest’ordine. 

Questa sviluppabile non può avere un piano doppiamente tangente. Se ne avesse 
uno, esso sarebbe anche un piano tangente alla sviluppabile V, cioè osculerebbe D 
in due punti e K in un punto: e questi tre punti sarebbero situati sopra una stessa 
retta, tangente a K. Quindi, quel piano segherebbe la sviluppabile V lungo una linea 
del quart’ordine, che avrebbe due punti multipli ed un punto ordinario sopra una 
stessa retta tangente nel punto ordinario; il che è manifestamente assurdo. 

Ciò premesso, se noi tagliamo la sviluppabile osculatrice della curva D con un suo 
piano tangente, la sezione sarà una curva di quart’ ordine e terza classe con tre cu- 
spidi; epperò vi sarà una tangente doppia. Questa, non potendo corrispondere ad un 
piano doppiamente tangente, sarà l’ intersezione di altri due piani tangenti, oltre quello 
che si considera. Vi sono pertanto infinite rette, ciascuna delle quali è l’ intersezione 
di tre piani osculatori della curva D; ossia, la sviluppabile osculatrice di questa curva è 
di quarta classe e seconda specie, epperò circoscritta ad un solo iperboloide, sul quale sono 
situate le rette per le quali passano tre piani osculatori di D. 

Perciò, anche la curva D è situata sopra una superficie di second’ordine, ciascuna 
generatrice della quale (in entrambi i sistemi) incontra la curva tre volte. 

Appare così manifesto che la curva D è affatto analoga alla curva H. 

Io non protrarrò oltre queste ricerche, cui sarà agevole allo studioso lettore conti- 
nuare quanto gli piaccia. Il quale avrà certamente notato le intime e scambievoli rela- 
zioni che esistono e si riproducono fra curve di quarto e sesto ordine e sviluppabili 
di quarta e sesta classe, i tipi delle quali sono K, D, W, V. Ciascuna di queste curve 
esiste sopra una sola superficie di secondo grado; e così pure ciascuna di quelle svi- 
luppabili è circoscritta ad una sola superficie dello stesso grado. Le altre curve e svi- 
luppabili che sì ricavano da quelle quattro riduconsi agli stessi tipi. Infatti: la curva 
cuspidale di W è analoga a D; la sviluppabile osculatrice di D è analoga a W, e per 
conseguenza ha una curva doppia analoga a K; ecc. 

Anzi, quei quattro tipi sono riducibili a due soli K e D; giacchè W e V corrispon- 
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dono a quelli, pel principio di dualità ossia di derivazione polare. Abbiamo già veduto 
qual sia la definizione della curva K. In quanto a D, siccome questa curva esiste sopra 
una superficie di second’ordine ed ha quattro punti stazionari, così potrà definirsi: 
la curva d’interserzione di una superficie di second’ordine e di una superficie del terzo, 
aventi fra loro un contatto stazionario in quattro punti *). 


*) Quando due superficie si toccano in un punto, questo è doppio per la curva d’interse- 
zione delle due superficie. Se le due tangenti alla curva nel punto doppio coincidono, cioè, 
se questo diviene un cuspide, il contatto delle due superficie dicesi stazionario (Camb. and 
Dublin Math. Journal, vol. V, pag. 30-31). 





INTRODUZIONE 


AD UNA 


TEORIA GEOMETRICA 


DELLE 


CURVE PIANE. 


PEL 


D.E LUIGI CREMONA, 


Professore di Geometria Superiore nella SP. Muiversità di Îoligna. 


BOLOGNA, 


TIPI GAMBERINI E PARMEGGIANI. 
1862. 


MEMORIA 


letta davanti all’ Accademia delle scienze dell’Istituto di Bologna nella sessione 
19 dicembre 1861, e pubblicata il 10 ottobre 1862 nel tomo XII (1.8 Serie) 
delle Memorie di detta Accademia — da pag. 305 a pag. 436. 


AL 
COMMENDATORE PROFESSORE 
FRANCESCO BRIOSCHI, 
AL QUALE È DOVUTA TANTA PARTE DI PROGRESSO 
DELLE SCIENZE MATEMATICHE 


IN ITALIA, 


QUEST’ OPUSCOLO È DEDICATO 
IN SEGNO DI AMMIRAZIONE, GRATITUDINE ED AMICIZIA 


DAL SUO ANTICO DISCEPOLO, 


L'AUTORE. 





29) 


INTRODUZIONE 
AD UNA TEORIA GEOMETRICA DELLE CURVE PIANE. [°°] 


<« Peut done qui voudra, dans l’état actuel de la science, 
généraliser et créer en géométrie: le génie n’est plus 
indispensable pour ajouter une pierre è l’édifice » 
(CHASLES, Apercu historique, p. 269). 


Il desiderio di trovare, coi metodi della pura geometria, le dimostrazioni degli 
importantissimi teoremi enunciati dall’illustre STEINER nella sua breve Memoria “ Allge- 
meine Eigenschaften der algebraischen Curven , (CRELLE, t. 47), mi ha condotto ad 
intraprendere alcune ricerche delle quali offro qui un saggio benchè incompleto. Da 
poche proprietà di un sistema di punti in linea retta ho dedotto la teoria delle curve 
polari relative ad una data curva d’ordine qualsivoglia, la qual teoria mi si è affacciata 
così spontanea e feconda di conseguenze, che ho dovuto persuadermi, risiedere vera- 
mente in essa il metodo più naturale per lo studio delle linee piane. Il lettore intel- 
ligente giudicherà se io mi sia apposto al vero. 

La parte che ora pubblico delle mie ricerche, è divisa in tre Sezioni. La prima 
delle quali non presenta per sè molta novità, ma ho creduto che, oltre alle dottrine 
fondamentali costituenti in sostanza il metodo di cui mi servo in seguito, fosse oppor- 
tuno raccogliervi le più essenziali proprietà relative all’ intersezione ed alla descrizione 
delle curve, affinchè il giovane lettore trovasse qui tutto ciò che è necessario alla intel- 
ligenza del mio lavoro. 

La teoria delle curve polari costituisce la seconda Sezione, nella quale svolgo e 
dimostro con metodo geometrico, semplice ed uniforme, non solo i teoremi di STEINER, 
ch'egli aveva enunciati senza prove, ma moltissimi altri ancora, in parte nuovi ed in 
parte già ottenuti dai celebri geometri PLucKER, CAYLEY, HESSE, CLEBSCH, SALMON,.... 
col soccorso dell'analisi algebrica. 
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Da ultimo applico la teoria generale alle curve del terz’ ordine. 

Oltre alle opere de’ geometri ora citati, mi hanno assai giovato quelle di MACLAURIN, 
CarnoT, PonceLET, CHASLES, BoBILLIER, MòBIUS, JONQUIÈRES, BISCHOFF ecc., allo studio 
delle quali è da attribuirsi quanto v’ ha di buono nel mio lavoro. Io sarò lietissimo 
se questo potrà contribuire a diffondere in Italia l’amore per le speculazioni di geo- 
metria razionale. 


SEZIONE I. 


PRINCIPII FONDAMENTALI 


Art. I. 


Del rapporto anarmonico. 


1. In una retta siano dati quattro punti a, d, c, d; i punti a, 6 determinano col 
punto c due segmenti, il cui rapporto è n 


. Il quoziente dei due rapporti, 


e col punto d due altri segmenti, il 


E Sentad 
rapporto de’ quali è db 


SO 
cb’ db 


dicesi rapporto anarmonico*) de’ quattro punti a, b, c, d e si indica col simbolo (abed) **), 
Mutando l’ ordine, nel quale i punti dati sono presi in considerazione, si hanno wventi- 
quattro rapporti anarmonici, quante sono le permutazioni di quattro cose. Ma siccome: 


ac dad _M, be_ ca, dd _ db, da 
cbtabo dat ca Cad ba be ac’ 
ossia : 
(abcd)= (bade) = (cdab) = (deba), 


così que’ ventiquattro rapporti anarmonici sono a quattro a quattro eguali fra loro. 


*) CHASLES, Apercu historique sur l’origine et le développement des méthodes en géométrie 
(présenté à l’Académie de Bruxelles en janvier 1830). Bruxelles 1837, pag. 34. 

##) M6BIUS, Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, pag. 244 e seg. — WITZSCHEL, Grund- 
linien der neueren Geometrie, Leipzig 1858, pag. 21 e seg. 
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Ossia, fra essi, sei soli sono essenzialmente diversi: tali sono ì seguenti: 


(abed), (acdb), (adbe), 
) (abde), (acba), (adeb). 


Si ha poi: 
CORRA CE 
si Uh 'alico/ Ali 


(abed) (abde)= 1, 


ossia: 


ed analogamente: 
(acdb) (acbd) = 


1, 
(adbc) (adeb) = 1, 


ossia i sei rapporti anarmonici 1) sono a due a due reciproci. Chiamati fondamentali 


i tre rapporti 
(abed), (acdb), (adbe), 


gli altri tre sono i valori reciproci de’ precedenti. 
Fra quattro punti a, d, c, d in linea retta ha luogo, com'è noto, la relazione: 


bc. ad + ca. ba + ab. cda=0, 


dalla quale si ricava: 
GR lo 
be ad | be È ad 
ossia: 
(abed) 4- (acbd) = 1, 
e così pure: 
(acdb) + (adeb)= 1, 
(adbc) + (abde)= 1; 


cioè i sei rapporti anarmonici 1), presi a due a due, danno una somma eguale all'unità 
(rapporti anarmonici complementari). 

Dalle precedenti relazioni segue che, dato uno de’ sei rapporti anarmonici 1), 
gli altri cinque sono determinati. Infatti, posto (abed) = >, il rapporto reciproco è 


1 È 210 : a 
(abde) = -. rapporti complementari di questi due sono (acbd)=1—), (adbe) = Sui 





Ed i rapporti reciproci degli ultimi due sono (acdb) = x : (ab) = È 3 
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2. Congiungansi i dati punti a, 6, c, d ad un arbitrario punto o situato fuori della 
retta ad (fig. 1.3), cioè formisi un fascio 0 (a, b, c, d) di quattro rette che passino rispet- 
tivamente per a, d, c, d e tutte concorrano nel centro o. I triangoli aoc, cob danno: 


ac ao sen aoc 
cb °° bo sen cod 


SI 
Da 


b c 


N 





Similmente dai triangoli @o0d, dob si ricava: 


ad a@0 sen aod 
db © bo sen dob’ 
epperò : 
ac ad sen aoc. senaod. 
cb’ db sen cob È sen dob” 


ovvero, indicando con A, B, C, D le quattro direzioni 0(a, db, c, d) e con AC, CB,... 
gli angoli da esse compresi: 


ac. ad sen AC, sen AD 
cb’ db sen CB‘ sen DB’ 


eguaglianza che scriveremo simbolicamente così: 
(abcd) = sen (ABCD). 


All’espressione del secondo membro di quest’equazione si dà il nome di rapporta 
anarmonico delle quattro rette A, B, C, D. Dunque: è rapporto anarmonico di quattro 
rette A, B, C, D concorrenti in un centro 0 è eguale al rapporto anarmonico de’ quattro 
punti a, b, c, d în cui esse sono incontrate da una trasversale. Per conseguenza, se le 
quattro rette A, B, C, D sono segate da un’altra trasversale in a’, d', c, d’, il rapporto 
anarmonico di questi nuovi punti sarà eguale a quello de’ primi a, d, c, dA. E così pure se 
i punti a, d, c, d vengono uniti ad un altro centro 0' mediante quattro rette A, B', C', D', 
il rapporto anarmonico di queste sarà eguale a quello delle quattro A, B, C, D. 

3. Dati quattro punti @, d, c, din linea retta e tre altri punti a’, 9’, e in un’altra 


Cremona, tomo I. 21 
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retta, esiste in questa un solo e determinato punto d', tale che sia: 
(ab'ed') = (abed). 


Ciò riesce evidente, osservando che il segmento a'd' dev’ esser diviso dal punto 
d' in modo che si abbia: 





ad __ (ad . ac a'c 
dee 


Donde segue che, se i punti a @a' coincidono (fig. 2.*), le rette 84, ce’, dd' concorre- 
ranno in uno stesso punto o. 








Analogamente: dati due fasci di quattro rette ABCD, A'B'C'D', i centri de’ quali 
siano 0, o, ed i rapporti anarmonici 


sen (ABCD), sen (A'B'C'D) 


siano eguali, se i raggi A A' coincidono in una retta unica (passante per o e per 0’), 
i tre punti BB, CC', DD', sono in linea retta. 

Dati quattro punti a, d, c, d in una retta ed altri quattro punti a’, d’, c', d' in una 
seconda retta (fig. 3.8), se i rapporti anarmonici (abed), (a'd'c’d') sono eguali, anche i 


dee) 
i 














due fasci di quattro rette a(a'd'e'd'), a'(abcd) avranno eguali rapporti anarmonici (2). 
Ma in questi due fasci i raggi corrispondenti aa’, a'a coincidono; dunque i tre punti 
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(ab', a'b), (ac', a'c), (ad', a'd) sono in linea retta. Questa proprietà offre una semplice 
regola per costruire il punto d', quando siano dati aded, a'de. 

Ed in modo somigliante si risolve l’analogo problema rispetto a due fasci di quattro 
rette. 

4. Quattro punti a, d, €, d in linea retta diconsi armonici quando sia: 

(abed)=— 1, 
epperò anche: 
(bade)= (cdab) = (deba) = (abde) = (bacd)= (cdba)=(deab)=— 1. 

I punti a, d e così pure c, d diconsi coniugati fra loro *). 


ad 


Se il punto d si allontana a distanza infinita, il rapporto — ha per limite — 1; 


db 
quindi dall’equazione (abed)=— 1 si ha =l, ossia c è il punto di mezzo del 
segmento ab. 
La relazione armonica (abced)=— 1, ossia 
acc ad 
d'a 0 


mostra che uno de’ punti c, d, per esempio c, è situato fra @ e 5, mentre l’altro punto 
d è fuori del segmento finito ab. Laonde, se @ coincide con d, anche c coincide con 
essi. E dalla stessa relazione segue che, se @ coincide con c, anche d coincide con a. 

La relazione armonica individua uno de’ quattro punti, quando sian dati gli altri 
tre. Ma se questi sono coincidenti, il quarto riesce indeterminato. 

Analogamente : quattro rette A, B, C, D, concorrenti in un punto, diconsi armoniche 
quando si abbia: 

sen (ABCD)=— 1. 

cioè quando esse siano incontrate da una trasversale qualunque in quattro punti armonici. 

5. Sia dato (fig. 4.*) un quadrilatero completo, ossia il sistema di quattro rette segan- 








#) Il punto d dicesi coniugato armonico di a rispetto ai due c, d, ecc. 
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tisi a due a due in sei punti a, bd, c, a’, d', c. Le tre diagonali aa', bb', cc formano un 
triangolo 28Y. Sia « il punto coniugato armonico di £ rispetto a c, c' e sia y il coniugato 
armonico di rispetto a d, d'. La retta coniugata armonica di aa' rispetto alle acb', acd 
ed anche la retta coniugata armonica di a'a rispetto alle a'de, a'd'e’ dovranno passare 
per x e per y. Dunque questi punti coincidono insieme con a, punto comune alle d8', cc. 
Donde segue che ciascuna diagonale è divisa armonicamente dalle altre due. 

Di qui una semplice regola per costruire uno de’ quattro punti armonici 4, ‘, db, 8’, 
quando siano dati gli altri tre. 

Una somigliante proprietà appartiene al quadrangolo completo (sistema di quattro 
punti situati a due a due in sei rette) e dà luogo alla costruzione di un fascio armo- 
nico di quattro rette. 

6. Quattro punti m,, #:, #23, #4, in linea retta, riferiti ad un punto o della retta 
medesima, siano rappresentati dall’equazione di quarto grado: 


2) A.om'-+4B. om? + 6C.0m° + 4D.om +-E=0, 


cioè siano 07,, 0M,, 00, om, le radici dell’ equazione medesima. 
Se il rapporto anarmonico (#,#73m,) è eguale a — 1, si avrà: 


MM3z. MM + Momz. mm, = 0, 


ovvero, sostituendo ai segmenti m2,23,... le differenze 0w3 — 0#,,... ed avendo riguardo 
alle note relazioni fra i coefficienti e le radici di un’equazione: 


A (om. om, | 0mz. om) — 2C0=0. 
Analogamente: le equazioni (m0,03m,m,) =—1, (Mmmm) =—1 danno: 

A (om. om + om,. om) — 2C=0, 

A (om. om + om,. om) — 2C0=0. 


Moltiplicando fra loro queste tre equazioni si otterrà la condizione necessaria e 
sufficiente, affinchè uno de’ tre sistemi (mM), (m1m3mms), (mmmymz) sia armo- 
nico. Il risultato è simmetrico rispetto ai segmenti 07m, 01, 013, 0m,, epperò si potrà 
esprimere coi soli coefficienti dell’ equazione 2). Si ottiene così: 


ACE-+2BCD—AD°— EB°— G*=0 


come condizione perchè i punti rappresentati dalla data equazione 2), presi in alcuno - 
degli ordini possibili, formino un sistema armonico *). 





*) SALMON, Lessons introductory to the modern higher algebra, Dublin 1859, p. 100. 
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Art. IIL 


Projettività delle punteggiate e delle stelle. 


7. Chiameremo punteggiata la serie de’ punti situati in una stessa retta, e fascio 
di rette o stella [*'] la serie delle rette (situate in un piano) passanti per uno stesso 
punto (centro della stella) *). Le punteggiate e le stelle si designeranno col nome 
comune di forme geometriche. Per elementi di una forma geometrica intendansi i punti 
o le rette costituenti la punteggiata o la stella che si considera. 

Due forme geometriche sì diranno protettive quando fra i loro elementi esista tale 
relazione, che a ciascun elemento della prima corrisponda un solo e determinato elemento 
della seconda ed a ciascun elemento di questa corrisponda un solo e determinato elemento 
della prima**).  [?] 

Per esempio: se una stella vien segata da una trasversale arbitraria, i punti d’inter- 
sezione formano una punteggiata projettiva alla stella. 

Dalla precedente definizione segue evidentemente che due forme projettive ad una 
terza sono projettive fra loro. 

8. Consideriamo due rette punteggiate. Se è è un punto fisso della prima retta, un 
punto qualunque m della medesima sarà individuato dal segmento îm; ed analogamente, 
un punto qualunque 7' della seconda retta sarà individuato dal segmento j'm', ove 
3 sia un punto fisso della stessa retta. Se le due punteggiate sono projettive e se 
m,m' sono punti corrispondenti, fra i segmenti în, j'm' avrà luogo una relazione, la 
quale, in virtù della definizione della projettività, non può essere che della forma 
seguente: 


1) x. im. fm +. im+tp.. fm 4+y=0, 


ove %, ). {., v sono coefficienti costanti. Quest’equazione può essere semplificata, deter- 
minando convenientemente le origini è, y. Sia è quel punto della prima punteggiata, 
il cui corrispondente è all'infinito nella seconda retta: ad im=0 dovrà corrispondere 
Îm =, quindi p=0. Così se supponiamo che )’ sia quel punto della seconda pun- 
teggiata, a cui corrisponde il punto all’ infinito della prima, sarà A=0. Perciò 1’ equa- 


*) BELLAVITIS, Geometria descrittiva, Padova 1851, p. 75. 

#* CHASLES, Principe de correspondance entre deux objets variables etc. (Comptes rendus 
de l’ Acad, de France, 24 décembre 1855). — BATTAGLINI, Sulla dipendenza scambievole delle 
figure (Memorie della R. Accademia delle scienze, vol. 2, Napoli 1857, p. XXI e p. 188). 
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zione 1) assume la forma: 
2) im. fm =k, 
ove % è una costante. 


Siano a, d, c, d quattro punti della prima retta; «@', 5’, c, d' i loro corrispondenti 
nella seconda. Dalla 2) abbiamo: 


quindi: 


HU k.ac 
ac=— ——. 
ia. ic 





Analoghe espressioni si ottengono per ed’, a'd', dd’, e per conseguenza: 


a'c ad ac. ad 
Cha aio 





cioè: 
(a bed) = (abed). 

Abbiansi ora una stella ed una punteggiata, projettive. Segando la stella con una 
trasversale arbitraria si ha una nuova punteggiata, che è projettiva alla stella, e quindi 
projettiva anche alla punteggiata data (7). Siano @, 6, c, d quattro punti della punteg- 
giata data, A,B,C,D i corrispondenti raggi della stella ed a’, 9‘, c, d' i punti in cui 
questi raggi sono incontrati dalla trasversale. Avremo: 

(a ded) = (abced). 
Ma si ha anche (2): 
(abc d')= sen (ABCD), 
dunque: 
(abcd) = sen (ABCD). 


Da ultimo, siano date due stelle proiettive: segandole con due trasversali (o anche 
con una sola) si avranno due punteggiate, rispettivamente projettive alle stelle, epperò 
projettive fra loro. Siano A, B, C, D quattro raggi della prima stella; A’, B’, C, D' i 
quattro corrispondenti raggi della seconda; a, d, c, d ed a’, d’, c, d'i quattro punti in 
cui questi raggi sono incontrati dalle rispettive trasversali. A cagione delle due pun- 
teggiate abbiamo: 

(a d'e'd')= (abed). 
Ma si ha inoltre (2): 
(a'b'e'd')=sen(AB'CD'), (abed)= sen (ABCD), 
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dunque: 
sen (AB'CD')=sen(ABCD). 


Concludiamo che: date due forme projettive, il rapporto anarmonico di quattro ele- 
menti quali si vogliano dell’una è uguale al rapporto anarmonico de’ quattro corrispon- 
denti elementi dell’ altra. 

Da ciò consegue che, nello stabilire la projettività fra due forme geometriche, si 
ponno assumere ad arbitrio tre coppie d’ elementi corrispondenti, per es. aa’, dd', cc. 
Allora, per ogni altro elemento m dell’una forma, il corrispondente elemento m' del- 
l’altra sarà individuato dalla condizione dell’ eguaglianza de’ rapporti anarmonici 
(ab'em’), (abem). 

9. Supponiamo che due rette punteggiate projettive vengano sovrapposte | una 
all’ altra; ossia imaginiamo due punteggiate projettive sopra una medesima retta, quali 
a cagion d'esempio si ottengono segando con una sola trasversale due stelle projet- 
tive. La projettività delle due punteggiate è rappresentata dall’equazione 2): 


. SIONI x 
mi. mk 


Per mezzo di essa cerchiamo se vi sia alcun punto m che coincida col suo corrispon- 
dente 7°. 

Se le due punteggiate s’imaginano generate dal movimento simultaneo de’ punti 
corrispondenti m, m', è evidente che questi due punti si moveranno nello stesso senso 
o in sensi opposti, secondo che la costante % sia negativa o positiva. 

Sia X>0. In questo caso è manifesto che si può prendere sul prolungamento del 
segmento Ji... un punto e tale che si abbia îe.je=%. E se si prenderà sul pro- 
lungamento di è}... un punto f, che sia distante da 7 quanto e da è, sarà if. jf=k. 
Cioè i punti e, f, considerati come appartenenti ad una delle due punteggiate, coin- 
cidono coi rispettivi corrispondenti. 





Ora sia k=—AÈ. I punti m, m' non potranno, in questo caso, coincidere che entro 
il segmento i). Si tratta adunque di dividere questo segmento in due parti im, mi, 
il rettangolo delle quali sia 4°. Quindi, se 22<ij'", vi saranno due punti e, f sodi- 
sfacenti alla questione: essi sono i piedi delle ordinate perpendicolari ad ij ed eguali 
ad %, del semicircolo che ha per diametro ij’. Se 22 = ij, non vi sarà che il punto 
medio di è che coincida col proprio corrispondente. Da ultimo, se 24>ij, la qui- 
stione non ammette soluzione reale. 

Concludiamo che due punteggiate projettive sovrapposte hanno due punti comuni ty, 
(reali, imaginari 0 coincidenti), equidistanti dal punto medio del segmento ij’. 


*) {O punti uniti.} 
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Che i punti comuni dovessero essere al più due si poteva prevedere anche da ciò 
che, se due punteggiate projettive hanno tre punti coincidenti coi rispettivi corrispon- 
denti, esse sono identiche. Infatti, se (abem) = (abem’), il punto m' coincide con m. 

Se e,f sono i punti comuni di due punteggiate projettive sovrapposte, nelle quali 
aa', bb siano due coppie di punti corrispondenti, si avrà l’ eguaglianza de’ rapporti 
anarmonici : 


(abef)= (aVef), 
che si può scrivere così: 


(aa'ef)= (bb'ef), 


donde si ricava che il rapporto anarmonico (aa'ef) è costante, qualunque sia la coppia aa'. 

10. Siano date due stelle projettive, aventi lo stesso centro. Segandole con una 
trasversale, otterremo in questa due punteggiate projettive: due punti corrispondenti 
m, m' sono le intersezioni della trasversale con due raggi corrispondenti M, M' delle 
due stelle. Siano e, f i punti comuni delle due punteggiate. Siccome i punti e, f della 
prima punteggiata coincidono coi loro corrispondenti e', f' della seconda, così anche 
i raggi E, F della prima stella coincideranno rispettivamente coi raggi E', F' che ad 
essi corrispondono nella seconda stella. Dunque, due stelle projettive concentriche hanno 
due raggi comuni (reali, imaginari o coincidenti), cioè due raggi, ciascun de’ quali è 
il corrispondente di sè stesso. 


Art. III. 


Teoria de’ centri armonici. 


11. Sopra una retta siano dati » punti 4,4,...0, ed un polo o. Sia poi m un 

È i . ma S 

punto della retta medesima, tale che la somma dei prodotti degli » rapporti Di presi 
ma 
0a 


ad » ad r, sia nulla. Esprimendo questa somma col simbolo DI , il punto m sarà 


r 


determinato per mezzo della equazione: 
a /ma 
1 (—)=0 
) 2 0a },, ; 
che per l'identità ma=0a —0m, può anche scriversi: 


1 1 
2 n i EE 
) Z (3 Di De 
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ossia sviluppando : 


ee 


ove il simbolo l) esprime il numero delle combinazioni di » cose prese ad r ad r. 


L'equazione 3), del grado r rispetto ad om, dà r posizioni pel punto m: tali 7 
punti #7 ..., si chiameranno *) centrì armonici, del grado r, del dato sistema 
di punti 4,4,...0, rispetto al polo 0. 

Quando r==1, si ha un solo punto #, che è stato considerato da PoNncELET sotto 
il nome di centro delle medie armoniche **). 

Se inoltre è #=2, il punto wm diviene il coniugato armonico di o rispetto ai due 
ara, (4) **). 

12. Se l'equazione 1) si moltiplica per 0a, . 003 ... 00, e si divide per ma, . ma» ... MA, 
essa si muta evidentemente in quest'altra: 


04 
4 y( | = 
Z (E) a bo 


donde si raccoglie: 
Se m è un centro armonico, del grado r, del dato sistema di punti rispetto al polo 0, vi- 
ceversa 0 è un centro armonico, del grado n—r, del medesimo sistema rispetto al polo m. 
13. Essendo wm, m:...#m, gli r punti che sodisfanno all’ equazione 3), sia ». il loro 
centro armonico di primo grado rispetto al polo 0; avremo l’ equazione: 


Enia ee 
ou om 


analoga alla 2), ossia sviluppando: 


Ma, in virtù della 3), è: 
1 SII 
omj, n 0a | 


*) JONQUIERES, Memoiîre sur la théorie des pòles et polaires ete. (Journal de M. LIOUVILLE, 
aoùt 1857, p. 266). 
**) Meémoire sur les centres des moyennes harmoniques (Giornale di CRELLE, t. 3, Berlino 
1828, p. 229). 
###) {Se n= 1, ossia se il dato sistema riducesi ad un punto unico, con questo coincide il 
centro armonico di 1.° grado di qualsivoglia polo. | 
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dunque: 


OS s) 
pubfves og /fE 


alia 


Sh 


ossia: 


Ciò significa che p. è il centro armonico, di primo grado, del dato sistema di punti 
a4,...a, rispetto al polo 0. | 

Indicando ora con w uno de’ due centri armonici, di secondo grado, del sistema 
MiMs...m, rispetto al polo 0, avremo l'equazione analoga alla 2): 


1 1 

î 

ZIE 
DG za) 
ossia, sviluppando: 


r(r—1)/1\? Liga 1 
ESD al (i INNI | ese AREE —|—0 
2 (3) ( Da «“\0M}, Z 0M/g 


Ma, in virtù della 3), si ha: 


af 1 r l 1 r—1) «(1 
Dic eee SA fl PATO 
da) n S[2) : (1) n(n_—-1) (2) i 








onde sostituendo ne verrà: 


n(n_1)(1)\? Lig a i 
SI RE ZIA, > VI ii — A — == 0) 3 
2 (3) nl) 0 Z (4) E Z 04], 


op 00), 
dunque y. è un centro armonico, di secondo grado, del sistema @,0,...a, rispetto al 
polo 0. I 


vale a dire: 


Lo stesso risultato si ottiene continuando a rappresentare con » un centro armo- 
nico, del terzo, quarto, ... (r— 1) grado, del sistema w, m;...w, rispetto al polo o. 
Dunque: 

Se mm,...m, sono è centri armonici, di grado r, del dato sistema aas...a, ri- 
spetto al polo 0, è centri armonici, di grado s(s<r), del sistema mmiy...m, rispetto 
al polo 0 sono anche è centri armonici, del grado s, del sistema dato rispetto allo stesso 
polo 0. 
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14. Se m è un centro armonico, del grado nr—1, del dato sistema @4,...0, ri- 
spetto al polo 0, si avrà l'equazione 4) nella quale sia posto r=n—1. Vi s’intro- 
duca un arbitrario punto è (della retta data) mediante le note identità oa=0ì +4- ia, 
ma=ia — îm, onde si avrà: 





(00 4 ia 
S——-)]=0, 
a_n), 
ossia, sviluppando: 


5) im tin. oi + Y ( ia) ){ im) (1—1)0i Via) +2 (ia).| 


+2} (0 — 2) i D.(ia):+-3 Ya): |...+(—1)°-'} ci L (0). + n D (a). = 0. 


Siano #,M>...#,-, i centri armonici, di grado n —1, del dato sistema rispetto 
al polo o, cioè i punti che sodisfanno alla 5); si avrà: 


Dm n. oi + Y (ia); 


Ora sia p. uno de’ centri armonici, del grado n —2, del sistema m2,#3...#,_, rispetto 
ad un punto o' (della retta data); avremo analogamente alla 5): 


Ton O (n—-1)o'i+ S (im), | e iu! (m—-2)o'i D(im) + 2 (im): | Da 
+ (—1)°° O d'i Dim), + (n 1) Y(im), Lig 


In questa equazione posto per Y (im), il valore antecedentemente scritto, si ottiene: 


oi . 0 | n 1)ip"=*—n—1)(Mm—2)iw"? Mia +(n—-2)M—3)it"* Y(ia).... 


_— 


+ (00-40 è) | (n 1)ip"=® Dia —2(n—2)ip" * Vla +3(m—3)ip"* N (ia... 


— — 


+|1.2ipt* D (ia —2.3700* Dlah +8. die Dax... |=0; 


il qual risultato, essendo simmetrico rispetto ad o, 0’, significa che: 

Se mM3z...Mn-, Sono i centri armonici, di grado n» — 1, del sistema @103...@, 
rispetto al polo 0, e se m,13...7,_, sono i centri armonici, di grado n —1, dello 
stesso sistema a,4:...@, rispetto ad un altro polo o'; i centri armonici, del grado 
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n—2, del sistema #,%;...,_, rispetto al polo o' coincidono coi centri armonici, 
del grado n—2, del sistema 72,#/...m,_, rispetto al polo 0. 

Questo teorema, ripetuto successivamente, può essere esteso ai centri armonici di 
grado qualunque, e allora s’enuncia così: 

Se mmz...m, sono i centri armonici, di grado r, del sistema dato a\a»...a, ri- 
spetto al polo 0, e se m',mz...m', sono è centri armonici, di grado r', dello stesso 
sistema dato rispetto ad un altro polo o', i centri armonici, di grado r4+r —n, del 
sistema mm, ... m, rispetto al polo o coincidono coi centri armonici, di grado r+r'—n, 
del sistema m',m'a...m', rispetto al polo 0. 

15. Se # e » sono rispettivamente i centri armonici, di primo grado, dei sistemi 
AA, +. +An ed @2043...An, rispetto al polo o, si avrà: 





Ae n 
om 00, 00 0a,” 

mn 1 PACO 1 
oW 00, | 04; 0a," 


Si supponga p. coincidente con a,: in tal caso le due equazioni precedenti, parago- 
nate fra loro, danno om=0p. Dunque: 

Se a, è il centro armonico, dì primo grado, del sistema dì punti asaz...a, rispetto 
al polo o, il punto a, è anche il centro armonico, dì primo grado, del sistema @,42..0n 
rispetto allo stesso polo. 

16. Fin qui abbiamo tacitamente supposto che i dati punti @,a,...@, fossero di- 
stinti, ciascuno dai restanti. Suppongasi ora che » punti @,4,-1...4n-r+ Coincidano 
in un solo, che denoteremo con a,. Allora, se nella equazione 5) si assume @ in luogo 
dell’origine arbitraria è, risulta evidentemente: 


Da =0 Sia) DADA 0 


onde l’ equazione 5) riesce divisibile per am, cioè » — 1 centri armonici del grado 
n-—1 cadono in @, e ciò qualunque sia il polo o. Ne segue inoltre, avuto riguardo 
al teorema (13), che in @, cadono » —2 centri armonici di grado n—2; r—3 centri 
armonici di grado n—3,... ed un centro armonico di grado n—r+ 1. 


17. L'equazione 3) moltiplicata per om” e per (— 1)" 04,.04,...00, diviene: 


n—r+2)(n—r+1) 





6) om” Y(0a), ,—(n—rt1) om N00), + | ON *Y(00)n,42 





1,2 
.Ma_-1)...(M—r+1)w Ve: 
JO) prora Nina =-0a 


— e — ——_——m—T—m@—@—’ 
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Suppongo ora che il polo o coincida, insieme con @,@n-,+.+%n-s41, in un unico 
punto. Allora si ha: 


Soda 0a 0 (000 


quindi l'equazione che precede riesce divisibile per 0m*, ossia il polo o tien luogo di s 
centri armonici di grado qualunque. Gli altri r—s centri armonici, di grado r, sono 
dati dall’ equazione : 


om" Y(00),, —(n—-r+1)0m"= Y (00)n, 


(n_-r+2) ea RPrS 
-- SATA 0m » (00)n-,42 sit , 


ove le somme (0a) contengono solamente i punti @,0% ...@,-s. Dunque, gli altri r — s 


punti m, che insieme ad o preso s volte costituiscono i centri armonici, di grado r, 
del sistema @,0,...0, rispetto al polo 0, sono i centri armonici, di grado y—s, del 
sistema @0»...@n_; rispetto allo stesso polo 0 *). 

Si noti poi che, per s=r +1, l’ultima equazione è sodisfatta identicamente, qua- 
lunque sia m. Cioè, se y+1 punti @ ed il polo o coincidono insieme, i centri armo- 
nici del grado y riescono indeterminati, onde potrà assumersi come tale un punto qua- 
lunque della retta @4,...**). 

18. Abbiasi, come sopra (11), in una retta R (fig. 5.8) un sistema di » punti @,43 ... @, 


LC, 


CASI 


7) 


(er 


ed un polo o; sia inoltre m un centro armonico di grado r, onde fra i segmenti ma, 


*) | Viceversa, se s centri armonici (di grado qualunque) coincidono nel polo 0, in questo 
coincideranno s punti del sistema fondamentale. } 

*#) | Viceversa, se i centri armonici di grado r rispetto ad un polo o sono indeterminati, 
i centri armonici di grado r +1 sono tutti riuniti in 0, e questo punto in tal caso assorbe 
anche r + 1 punti del sistema fondamentale. ‘ 
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oa sussisterà la relazione 1). Assunto un punto arbitrario c fuori di R e da esso ti- 
rate le rette ai punti 0, a, m, seghinsi queste con una trasversale qualunque R' nei 
punti 0,a',m'. Allora si avrà: 


ma ma' —sencma’ 


ca° ca' — sencma 


è) 


ed analogamente: 


0a | DIR sen co'a' 
ca' ca'  sencoa 





donde si ricava: 


ma ma  sencma’ sencma 


oa È da'  senco'a * sencoa 


Il secondo membro di questa equazione non varia, mutando i punti @, a', quindi 
avremo: 


IE 


Ma, Mas. Man Mar, mas. mal, 
Dar IS 0a (200,8 TR SRE O e SS DI oa 








Siccome poi la relazione 1) è omogenea rispetto alle quantità i , così se ne de- 
durrà: te 

Ata) 
cioè: 

Se m è un centro armonico, di grado », di un dato sistema di punti @,0,...4@, 
situati in linea retta, rispetto al polo o posto nella stessa retta, e se tutti questi punti 
si projettano, mediante raggi concorrenti in un punto arbitrario, sopra una trasver- 
sale qualunque, il punto #' (projezione di m) sarà un centro armonico, di grado r, 
del sistema di punti 4,0%..." (projezioni di @,4,...a,) rispetto al polo o' (pro- 
jezione di 0). 

Questo teorema ci abilita a trasportare ad un sistema di rette concorrenti in un 
punto le definizioni ed i teoremi superiormente stabiliti per un sistema di punti alli- 
neati sopra una retta. 

19. Sia dato un sistema di » rette A,A....A, ed un’altra retta O, tutte situate 
in uno stesso piano e passanti per un punto fisso c. Condotta una trasversale arbi- 
traria R che, senza passare per c, seghi le rette date in @10,...a, ed o, si imagi- 
nino gli » centri armonici m,#;...m,, di grado r, del sistema di punti 4,03. ..@, 
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rispetto al polo o. Le rette M,M....M, condotte da c ai punti m,s...m, sì chia- 
meranno assi armonici, di grado r, del dato sistema di rette A\A»...A, rispetto 
alla retta O. 

Considerando esclusivamente rette passanti per c, avranno luogo i seguenti teoremi, 
analoghi a quelli già dimostrati per un sistema di punti in linea retta. [4*| 

Se M è un asse armonico, di grado r, del dato sistema di rette AA: ...A, rispetto 
alla retta O, viceversa O è un asse armonico di grado n —r, del medesimo sistema, 
rispetto alla retta M. 

Se M,M,...M, sono gli assi armonici, di grado r, del dato sistema A;A:...A,, 
rispetto alla retta O, gli assi armonici, di grado s(s<7), del sistema MM....M,, 
rispetto ad O, sono anche gli assi armonici, del grado s, del sistema dato, rispetto 
alla stessa retta O. 

Se M,M....M, sono gli assi armonici, di grado r, del sistema dato A,A....A,n 
rispetto alla retta O e se M,M',...M',. sono gli assi armonici, di grado r', dello stesso 
sistema dato, rispetto ad un’altra retta O'; gli assi armonici, di grado r-+-r —n, del 
sistema M,M....M,, rispetto alla retta O', coincidono cogli assi armonici, di grado 
r+r —n, del sistema M,M,...M',., rispetto alla retta O. 

Qualunque sia la retta O, se r fra le rette date A,A;...A, coincidono in una 
sola, questa tien luogo di v—1 assi armonici di grado n—1, di y — 2 assi armonici 
di grado n— 2,... di un asse armonico di grado n—r +1. 

Se s rette A,A,_1...A,_s+, coincidono fra loro e colla retta O, questa tien luogo 
di s assi armonici di qualunque grado, e gli altri v — s assi armonici, di grado r, sono 
gli assi armonici, di grado y—s, del sistema A,A....A,_s rispetto ad O. 

20. Se al n.° 18 la trasversale R' vien condotta pel punto 0, ossia se la retta R 
si fa girare intorno ad o, il teorema ivi dimostrato può essere enunciato così: 

Siano date » rette A,A....A, concorrenti in un punto c. Se per un polo fisso 0 
si conduce una trasversale arbitraria R che seghi quelle » rette ne’ punti 4,03... a,, 
i centri armonici di grado r, del sistema @,4,...a,, rispetto al polo 0, generano, 
ruotando R intorno ad o, r rette M,M,...M, concorrenti in c. 

E dagli ultimi due teoremi (19) segue: 

Se s rette A,A,_1...An_;+ fra le date coincidono in una sola A, questa tien 
luogo di s—(n —r) delle rette M, M....M,. Se inoltre A, passa pel polo 0, essa tien 
luogo di s delle rette M,M....M,. Le rimanenti r—s, fra queste rette, sono il luogo 
de’ centri armonici di grado »—s (rispetto al polo 0) de’ punti, in cui R sega le 
PELLE SATA, RAS 
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Art. IV. 


Teoria dell’ involuzione. [44] 


21. Data una retta, sia o un punto fisso in essa, a un punto variabile; inoltre siano 
kn sko...h ho... quantità costanti ed © una quantità variabile. Ora abbiasi un’ equa- 
zione della forma: 


1) ln 0a oe deo Der ko + (0) h,, 00" te hi Data LU E ho = 0. 


Ogni valore di © dà x valori di 0a, cioè dà un gruppo di n punti a. Invece, se 
è dato uno di questi punti, sostituendo nella 1) il dato valore di 0a, se ne dedurrà 
il corrispondente valore di ©, e quindi, per mezzo dell’equazione medesima, si otter- 
ranno gli altri #—1 valori di 0a. Dunque, per ogni valore di ©, l'equazione 1) rap- 
presenta un gruppo di » punti così legati fra loro, che uno qualunque di essi determina 
tutti gli altri. Il sistema degli infiniti gruppi di » punti, corrispondenti agli infiniti 
valori di w, dicesi involuzione del grado n *). 

Una semplice punteggiata può considerarsi come un’involuzione di primo grado (7). 

Un’involuzione è determinata da due gruppi. Infatti, se le equazioni: 


ki 00%: 10077 = 0, hong he 


rappresentano i due gruppi dati, ogni altro gruppo dell’involuzione sarà rappresentato 
dalla: 


k,,00" + k,-100"* ..- + ©(#,00% + ln_,00"7 ...)=0, 


ove © sia una quantità arbitraria. 

22. Ogni qualvolta due punti a d’uno stesso gruppo coincidano in un solo, diremo 
che questo è un punto doppio dell’involuzione. Quanti punti doppi ha l’involuzione 
rappresentata dall’ equazione 1)? La condizione che quest’ equazione abbia due radici 
eguali si esprime eguagliando a zero il discriminante della medesima. Questo discrimi- 
nante è una funzione, del grado 2(n—1), de’ coefficienti dell'equazione; dunque, egua- 


#) JONQUIÈRES, Geénéralisation de la théorie de l’involution (Annali di Matematica, tomo 2.°, 
Roma 1859, pag. 86). 
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gliandolo a zero, si avrà un’ equazione del grado 2(n—1) in ©. Ciò significa esservi 
2(n—1) gruppi, ciascuno de’ quali contiene due punti coincidenti, ossia: 
Un’involuzione del grado n ha 2(n—1) punti doppi*). 
23. Siano @,03...@, gli » punti costituenti un dato gruppo. Il centro armonico w, 
di primo grado, di questi punti, rispetto ad un polo o preso ad arbitrio sulla retta 
data, è determinato dall’ equazione : 


CIS 1 
om “\0a}” 
donde, avuto riguardo alla 1), si trae: 


ko + ho 


OM Mariae 
k, L why 


Quindi, il segmento compreso fra due punti mm, 7, centri armonici di due gruppi 
diversi, si potrà esprimere così: 
n(hk— hk) (o è 
mm = om — om = MI . 


(+ 0%) (+ 0%) 


Siano ora 70,3, #3, i centri armonici (di primo grado e relativi al polo 0) di 
quattro gruppi, corrispondenti a quattro valori ©,,@©,03, 0, di ©; avremo: 
O} as (05 À ij psi Wq 4 


(10, Ma M3 Mm) = e 5 
Wo EE (OP Wo sa Wq 


questo risultato non si altera, se invece di o si assuma un altro punto; cioè il rap- 
porto anarmonico dei quattro centri è indipendente dal polo o. Ne segue che la serie 
de’ centri armonici (di primo grado) di tutt'i gruppi, rispetto ad un polo o, e la serie 
de’ centri armonici (dello stesso grado) de’ gruppi medesimi, rispetto ad un altro polo d', 
sono due punteggiate projettive. 

Per rapporto anarmonico di quattro gruppì di un’involuzione, intenderemo il rap- 
porto anarmonico de’ loro centri armonici di primo grado, relativi ad un polo arbi- 
trario. 


*) [Altra dimostrazione, ricorrendo ai n.' 23, 24] {I centri armonici di grado n — 1 dei gruppi 
dell’involuzione, rispetto a due poli 0,0’, formano due nuove involuzioni di grado n—-1, 
projettive alla data, epperò projettive fra loro. Queste due nuove involuzioni hanno 2(n—1) 
punti comuni, che sono i punti doppi della data |. 


Cremona, tomo I. 22 
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Sia m uno de’ centri armonici, di grado » (rispetto ad un polo o), di un dato gruppo 
dell’involuzione 1). L'equazione 6) del n. 17, avuto riguardo alla 1) del n. 21, ci darà: 





2) om” koh.) + (n_-r+1) om’? + 0h,_1).. 
Ta n(n—- o 5 a 1) (leo L- oh) = 0; 


dunque: i centri armonici, di grado r, de’ gruppi dell’involuzione 1) formano una nuova 
involuzione del grado r. Ogni valore di © dà un gruppo dell’involuzione 1) ed un 
gruppo dell’involuzione 2), cioè i gruppi delle due involuzioni si corrispondono tra loro 
ad uno ad uno. E siccome il rapporto anarmonico di quattro gruppi dipende esclu- 
sivamente dai quattro corrispondenti valori di ©, così il rapporto anarmonico di quattro 
gruppi dell’involuzione 2) è eguale al rapporto anarmonico de’ quattro corrispondenti 
gruppi dell’involuzione 1). La qual cosa risulta anche da ciò, che due gruppi corri- 
spondenti delle due involuzioni hanno, rispetto al polo 0, lo stesso centro armonico 
di primo grado (13) *). 

24. Due involuzioni date sopra una stessa retta o sopra due rette diverse si di- 
ranno projettive, quando i centri armonici, di primo grado, de’ gruppi dell’una, rispetto 
ad un polo qualunque, ed i centri armonici, di primo grado, de’ gruppi dell’ altra, 
rispetto ad un altro polo qualunque, formino due punteggiate projettive. Da questa 
definizione e da quella del rapporto anarmonico di quattro gruppi di un’involuzione 
sì raccoglie che: 

Date due involuzioni projettive, il rapporto anarmonico di quattro gruppi dell’una è 
eguale al rapporto anarmonico de’ quattro corrispondenti gruppi dell’ altra. 

Cioè il teorema enunciato alla fine del n. 8 comprende anche le involuzioni, purchè 
queste si risguardino quali forme geometriche, i cui elementi sono gruppi di punti. 

(a) Cerchiamo come si esprima la projettività di due involuzioni. 

La prima di esse si rappresenti coll’equazione 1) e la seconda con quest’ altra: 


3) Kg OA i KH 0A RE HD 


*) | I centri armonici di grado n —1 di un dato gruppo di n punti in linea retta, rispetto 
ai vari punti di questa retta presi successivamente come poli, costituiscono gruppi in involu- 
zione. (Per esempio, se i punti dati sono abe, i centri armonici di 2° grado, rispetto ai poli 
a, db, c, sono ac, bì, c, ove «, f, { siano i coniugati armonici di a, d, c rispetto alle coppie de, 
ca, ab. Dunque le coppie au, bf, cj sono in involuzione). 

In generale i punti doppi di quella involuzione costituiscono 1’ Hessiano del sistema dato. 
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ove A è un punto qualunque della retta, nella quale è data la seconda involuzione ; 
O è l’origine de’ segmenti in questa retta; H,,,K,,,... sono coefficienti costanti. 

Supponiamo, com’è evidentemente lecito, che ai gruppi 0=0, 0o= 0, ®=1 
della prima involuzione corrispondano nella seconda i gruppi 0=0, 6= x, 0=1. 
Allora, affinchè le equazioni 1) e 3) rappresentino due gruppi corrispondenti, è neces- 
sario e sufficiente che il rapporto anarmonico dei quattro gruppi © = (0,%0,1,0) della 
prima involuzione sia eguale a quello de’ gruppi 8=(0, c0,1,0) della seconda, cioè 
dev’ essere =. Dunque la seconda involuzione, a cagione della sua projettività colla 
prima, si potrà rappresentare così: 


4) Km. 0A” -+.--+K0+ ©{Hm. OA" 4 -.- + H}j=0. 


Le equazioni 1) e 4), per uno stesso valore di è, danno due gruppi corrispondenti 
delle due involuzioni projettive. Ed eliminando © fra le equazioni medesime si avrà 
la relazione che esprime il legame o la corrispondenza dei punti @, A. 

(b) Se le due involuzioni sono in una stessa retta, i punti a, A _ si possono riferire 
ad una sola e medesima origine: cioè al punto O può sostituirsi o. In questo caso, 
si può anche domandare quante volte il punto a coincida con uno de’ corrispondenti 
punti A. Eliminato è dalle 1), 4) e posto oa in luogo di OA, si ha la: 


5) REL HI) 
— (ky. 00% |-----Lhy) (Ky.00° |..- +K)=0, 


equazione del grado n-+m rispetto ad 0a. Dunque: 

In una retta, nella quale sian date due involuzioni projettive, Vuna di grado n, 
l’altra di grado m, esistono generalmente n-|-m punti, ciascun de’ quali considerato 
come appartenente alla prima involuzione, coincide con uno de’ punti corrispondenti nella 
seconda. 

Questi si chiameranno i punti comuni alle due involuzioni. 

(c) Se l'equazione 1) contenesse nel suo primo membro il fattore oa”, essa rap- 
presenterebbe un’involuzione del grado », i cui gruppi avrebbero y punti comuni, 
tutti riuniti in o; ossia rappresenterebbe sostanzialmente un’involuzione del grado 
n-—F, a ciascun gruppo della quale è aggiunto » volte il punto o. In tal caso è ma- 
nifesto che anche il primo membro dell’equazione 5) sarà divisibile per 0a”; cioè 
gli n4-m punti comuni alle due involuzioni proposte saranno costituiti dal punto 0 
preso r volte e dagli m--n—r punti comuni alla seconda involuzione (di grado m) 
eda quella di grado »—r, alla quale si riduce la prima, spogliandone i gruppi del 
punto o. 
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Se inoltre i gruppi della seconda involuzione contenessero s volte il punto 0, questo 
figurerebbe r--s volte fra i punti comuni alle due involuzioni. 

(d) Se un gruppo della prima involuzione (per es. quello che si ha ponendo ©=0) 
contiene r volte uno stesso punto o, e se il corrispondente gruppo della seconda invo- 
luzione contiene s volte lo stesso punto 0, ove sia s>r, è evidente che l’equazione 5) 
conterrà nel primo membro il fattore 0a”, cioè il punto o terrà il posto di r punti 
comuni alle due involuzioni. 

(e) È superfluo accennare che, per le rette concorrenti in uno stesso punto, si può 
stabilire una teoria dell’involuzione affatto analoga a quella suesposta pei punti di 
una retta. 

25. Merita speciale studio l’ involuzione di secondo grado o quadratica, per la quale, 
fatto #n=2 nella 1), si ha un'equazione della forma: 


6) ko ao (ha. DE hag h)=0. 


Qui ciascun gruppo è composto di due soli punti, i quali diconsi coniugati; e chia- 
masi punto centrale quello, il cui coniugato è a distanza infinita *). Posta l’origine o 
de’ segmenti nel punto centrale ed inoltre assunto il gruppo, al quale esso appartiene, 
come corrispondente ad = o, dovrà essere X,3=7%=0. Pertanto, se @,@' sono due 


punti coniugati qualunque, l’equazione 6) dà: 


I ho 
00.04 = = cost. 
ks 
Confrontando questa equazione con quella che esprime la projettività di due punteg- 
giate (9): 


Ro RZIONAN 


sì vede che l’involuzione quadratica nasce da due punteggiate projettive, le quali ven- 
gano sovrapposte in modo da far coincidere i punti è,’ corrispondenti ai punti al- 
l’infinito. Altrimenti possiam dire che due punteggiate projettive sovrapposte formano 
un’involuzione (quadratica), quando un punto a, considerato come appartenente all’una 
o all’altra punteggiata, ha per corrispondente un solo e medesimo punto «'. 

Da tale proprietà si conclude che nell’ involuzione quadratica, il rapporto anarmo- 
nico di quattro punti è eguale a quello de’ loro coniugati. 

(a) Siano e, f i due punti doppi (22) dell’involuzione, determinati dall’eguaglianza 





*) | L'involuzione (aa', bbd') ha i punti doppi reali o no, secondo che il rapporto anarmo- 
nico (aa'bb') è positivo o negativo. | 


INTRODUZIONE AD UNA TEORIA GEOMETRICA DELLE CURVE PIANE. 341 








oe = 0f*= cost.; avremo: 
(efaa') = (efa'a), 


cioè il rapporto anarmonico (efaa’) è eguale al suo reciproco, epperò è =—1, non 
potendo mai il rapporto anarmonico di quattro punti distint? essere eguale all’ unità 
positiva. Dunque: nell’involuzione quadratica, î due punti doppi e due punti coniugati 
qualunque formano un sistema armonico. 

Ne segue che un’involuzione di secondo grado si può considerare come la serie 
delle infinite coppie di punti «a' che dividono armonicamente un dato segmento ef. 

(b) Due involuzioni quadratiche situate in una stessa retta hanno un gruppo comune, 
cioè vi sono due punti @,a' tali, che il segmento aa’ è diviso armonicamente sì dai 
punti doppi e, f della prima, che dai punti doppi 9g, % della seconda involuzione. Infatti: 
sia preso un punto qualunque m nella retta data; siano #w' ed m,, i coniugati di m 
nelle due involuzioni. Variando »#m, i punti m',#m,, generano due punteggiate projet- 
tive, i punti comuni delle quali costituiscono evidentemente il gruppo comune alle due 
involuzioni proposte. 

È pure evidente che due involuzioni di grado eguale, ma superiore al secondo, 
situate in una stessa retta, non avranno in generale alcun gruppo comune. 

26. La teoria dell’involuzione quadratica ci servirà nel risolvere il problema che 
segue. 

Se abcd sono quattro punti in linea retta, abbiamo denominati fondamentali (1) 
i tre rapporti anarmonici: 








(abed)ì =, (acdb) = no , (adbe) = ‘T 


Se i primi due rapporti sono eguali fra loro, vale a dire, se: 


A 1 GONO 
7) \= 137 ossia X_X+1=0, 


si ha anche: 
A—1 
X P) 





ks 


cioè tutti e tre i rapporti anarmonici fondamentali sono eguali fra loro. 
Dati i punti ade in una retta, cerchiamo di determinare in questa un punto d, 
tale che sodisfaccia all’eguaglianza: 


(abed) = (acdb), 
ossia: 
(abed) = (cabd). 
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Assunto ad arbitrio nella retta data un punto mm, si determini un punto m' per 
modo che sia 


(abem) = (cabm'). 


Variando simultaneamente m,m' generano due punteggiate proiettive, nelle quali 
ai punti a, d, c, m corrispondono ordinatamente c, a, d, wm°. Se chiamansi d, e i punti 
comuni di queste punteggiate, si avrà: 


(abcd)= (cabd), (abce)= (cabe), 


cioè il proposto problema è risoluto da ciascuno de’ punti d, e. 

Ora siano «,£, i tre punti della retta data, che rendono armonici i tre sistemi 
(b,c,a, 2), (ca, b,f), (a,b,c,); i due sistemi (a, db, c, ), (a, c, 6, 8) saranno projet- 
tivi, e siccome al punto 5, considerato come appartenente all’ uno o all’altro sistema, 
corrisponde sempre c, così le tre coppie «a, de, ff sono in involuzione, cioè @ è un 
punto doppio dell’involuzione quadratica determinata dalle coppie dc, . L'altro punto 
doppio della stessa involuzione è 2, poichè il segmento de è diviso armonicamente dai 
punti a, 2. Dunque a, dividono armonicamente non solo de, ma anche By. Si ha 
perciò: 

(bcaa) = (Graaà= — 1, 


ossia i sistemi (0, c, @, 2), (3,Y,2, a) sono projettivi: la qual cosa torna a dire che 
le coppie aa, dB, e sono in involuzione *). [49] 

Da un punto o preso ad arbitrio fuori della retta data imagininsi condotti i raggi 
o(a,a,b,B,c,) e 0(d,e), i quali tutti si seghino con una trasversale parallela ad oc 
nei punti a’, x’, 9’, f,0,,d,e. Avremo: 

19 
= (ud) = (0 dv) = 4%, 
onde la 7) diverrà: 


8) dd — ad L'abiiab—0. 





Essendo (abe;)= — 1, si ha (9/0 20)=— 1, cioè x è il punto medio del segmento 
a'b'. Quindi, per le identità: a'd' =vd — va, abV=—2ya', la 8) diviene: 





9) xd DE ve” AR 3a! 3 b | 


*) SrAuDT, Geometrie der Lage, Niirnberg 1847, p. 121. 
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donde si ricava che ' è il punto medio del segmento de’, cioè si ha (d'e ox) =— 1, 
epperò (dex) = —1. Similmente si dimostra essere (def) = —1, (deaa)= — 1; 


vale a dire d,e sono i punti doppi dell’involuzione (aa, dB, ey) *). 

Il rapporto anarmonico ) è dato dall’ equazione 7), ossia è una radice cubica ima- 
ginaria di —1. Per conseguenza, i quattro punti abed od abce non possono essere 
tutti reali. L'equazione 9) ha il secondo membro negativo o positivo, secondo che ad’ 
siano punti reali o imaginari coniugati. Dunque, se i tre punti dati @,d,c sono tutti 
reali, i punti 4, e sono imaginari coniugati; ma se due de’ tre punti dati sono imaginari 
coniugati, i punti d,e sono reali. 

L'equazione 8) poi mostra che, se ad =0, anche a'd'=ae =0; cioè, se due 
de’ punti dati coincidono in un solo, in questo cadono riuniti anche i punti d, e. 

27. Chiameremo equianarmonico un sistema di quattro punti, i cui rapporti anar- 
monici fondamentali siano eguali, ossia un sistema di quattro punti aventi per rapporti 
anarmonici le radici cubiche imaginarie di — 1. 

Quattro punti 7,73, in linea retta siano rappresentati (6) dall’ equazione: 


10) A.om'+4B.om? + 6C.0m° + 4D.om +-E=0. 
Se il sistema di questi quattro punti è equianarmonico, si avrà: 


(10, ma mg my) = (Mi mM MI); 


ovvero, sostituendo ai segmenti 2,7, ... le differenze om, —0m,,...: 
omz) (om, — om, =0. 





(om, —0mz) (om. —0ms3) (om, — om) (om 4, —0ms3) + (0m» 

Sviluppando le operazioni indicate, quest’ equazione si manifesta simmetrica ri- 
spetto ai quattro segmenti 0m, onde si potrà esprimerla per mezzo dei soli coefficienti 
della 10). Ed invero, coll’ aiuto delle note relazioni fra i coefficienti e le radici di 
un'equazione, si trova senza difficoltà: 


AE—-4BD+3C°=0, 


come condizione necessaria e sufficiente affinchè i quattro punti rappresentati dalla 10) 
formino un sistema equianarmonico **). 





#) STAUDT, Beitrige zur Geometrie der Lage, Niirnberg 1856-57-60, p. 178. 
** PAINVIN, Équation des rapports anharmoniques etc. (Nouvelles Annales de Mathéma- 
tiques, t. 19. Paris 1860, p. 412). 
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Arr. V. 


Definizioni relative alle linee piane. 


28. Una linea piana può considerarsi generata dal movimento { continuo } di un 
punto o dal movimento di una retta: nel primo caso, essa è il luogo di tutte le posizioni 
del punto mobile; nel secondo, essa è l’ inviluppo delle posizioni della retta mobile *). 

Una retta, considerata come luogo de’ punti situati in essa, è il più semplice 
esempio della linea-luogo. 

Un punto, risguardato come inviluppo di tutte le rette incrociantisi in esso, è il 
caso più semplice della linea-inviluppo. 

Un luogo dicesi dell'ordine n, se una retta qualunque lo incontra in » punti (reali, 
imaginari, distinti o coincidenti). Il luogo di primo ordine è la retta. Un sistema di » 
rette è un luogo dell’ordine ». Due luoghi, i cui ordini siano rispettivamente x, w' 
formano insieme un luogo dell’ ordine n + x. 

Un luogo dell'ordine » non può, in virtù della sua definizione, essere incontrato 
da una retta in più di » punti. Dunque, se un tal luogo avesse con una retta più di 
punti comuni, questa sarebbe parte di quello, cioè tutti punti della retta apparter- 
rebbero al luogo. 

Una linea curva di dato ordine si dirà semplice, quando non sia composta di linee 
d’ ordine inferiore. 

Un inviluppo dicesi della classe n, se per un punto qualunque passano » posizioni 
della retta inviluppante, ossia 7 rette tangenti (reali, imaginarie, distinte o coincidenti). 
L’inviluppo di prima classe è il punto. Un sistema di » punti è un inviluppo della 
classe n. Due inviluppi, le cui classi siano », 2, costituiscono, presi insieme, un invi- 
luppo della classe n +4». 

Se ad un inviluppo della classe » arrivano più di » tangenti da uno stesso punto, 
questo appartiene necessariamente a quell’ inviluppo, cioè tutte le rette condotte pel 
punto sono tangenti dell’ inviluppo medesimo. 

Una curva-inviluppo di data classe sì dirà semplice, quando non sia composta di 
inviluppi di classe minore. 

29. Consideriamo una curva-luogo dell’ordine n. Se a è una posizione del punto 
generatore, ossia un punto della curva, la retta A che passa per a e per la successiva 
posizione del punto mobile è la tangente alla curva in quel punto. Cioè, la curva luogo 


* PLUCKER, Theorie der algebraischen Curven, Bonn 1839, p. 200. 
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delle posizioni di un punto mobile è anche l’inviluppo delle rette congiungenti fra loro 
le successive posizioni del punto medesimo. 

Nel punto di contatto a la curva ha colla tangente A due punti comuni (contatto 
bipunto); quindi le due linee avranno, in generale, altri w—2 punti d’intersecazione. 
Se due di questi n—2 punti coincidono in un solo 6, la retta A sarà tangente alla 
curva anche in d. In tal caso, la retta A dicesi tangente doppia; a e bd sono i due punti 
di contatto *). 

Invece, se una delle n-— 2 intersezioni s’ avvicina infinitamente ad a, la retta A 
avrà ivi un contatto tripunto colla curva. In tal caso, la retta A dicesi tangente sta- 
zionaria, perchè, se indichiamo con a, a, a" i tre punti infinitamente vicini che costi- 
tuiscono il contatto, essa rappresenta due tangenti successive ad’, a'a"; e può anche 
dirsi ch’essa sia una tangente doppia, i cui punti di contatto @,@' sono infinitamente 
vicini. Ovvero: se la curva sì suppone generata dal movimento di una retta, quando 
questa arriva nella posizione A cessa di ruotare in un senso, si arresta e poi comincia 
a ruotare nel senso opposto. Il punto di contatto a della curva colla tangente sta- 
zionaria chiamasi flesso, perchè ivi la retta A tocca e sega la curva, onde questa passa 
dall’una all'altra banda della retta medesima. 

30. Consideriamo ora una curva-inviluppo della classe m. Se A è una posizione 
della retta generatrice, cioè una tangente della curva, il punto a ove A è incontrata 
dalla tangente successiva, è il punto in cui la retta A tocca la curva. Quindi la curva 
inviluppo di una retta mobile è anche il luogo del punto comune i due successive 
posizioni della retta stessa. 

Per un punto qualunque si possono condurre, in generale, m tangenti alla curva. 
Ma se si considera un punto a della curva, due di quelle m tangenti sono successive, 
cioè coincidono nella tangente A. Quindi per a passeranno, inoltre, m —2 rette tan- 
genti alla curva in altri punti. 

Se due di queste m —2 tangenti coincidono in una sola retta B, la curva ha ina 
due tangenti A, B, cioè passa due volte per a, formando ivi un nodo; le rette A e B 
toccano in a ì due rami di curva che ivi s’incrociano. In questo caso, il punto a dicesi 
punto doppio **). 

Invece, se una delle m—2 tangenti coincide con A, questa retta rappresenta tre 


*) I due punti di contatto possono essere imaginari senza che la retta A cessi d’ essere 
reale e di possedere tutte le proprietà di una tangente doppia. 

*#) Le due tangenti A, B ponno essere imaginarie, epperò imaginari anche i due rami 
della curva, rimanendo reale il punto d’inerociamento a. Questo è, in tal caso, un punto iso- 
lato, e può considerarsi come un’ovale infinitesima o evanescente. 
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tangenti successive A, A', A", ed il punto @ può considerarsi come un punto doppio, 
le cui tangenti A, A' coincidano (cioè, il cui nodo sia ridotto ad un punto). Nel caso 
che si considera, il punto a dicesi cuspide o regresso 0 punto stazionario, perchè esso 
rappresenta l’intersezione della tangente A con A' e di A' con A"; ossia perchè, se 
s'imagina la curva generata da un punto mobile, quando questo arriva in a si arresta, 
rovescia la direzione del suo moto e quindi passa dalla parte opposta della tangente A 
(tangente cuspidale). 

Dalle formole di PLùckeR, che saranno dimostrate in seguito (XVI), si raccoglie 
che una curva-luogo di dato ordine non ha in generale punti doppi nè cuspidi, bensì 
tangenti doppie e flessi; e che una curva-inviluppo di data classe è in generale priva 
di tangenti singolari, ma possiede invece punti doppi e punti stazionari. 

Però, se la curva è di natura speciale, vi potranno anche essere punti o tangenti 
singolari di più elevata moltiplicità. Una tangente si dirà multipla secondo il numero r, 
ossia (r)24, quando tocchi la curva in » punti, i quali possono essere tutti distinti, o 
in parte o tutti coincidenti. Un punto si dirà (r)?°, quando per esso la curva passi 
volte, epperò ammetta ivi » tangenti tutte distinte, ovvero in parte o tutte sovrap- 
poste. 

31. Se una curva ha un punto (r)2! a, ogni retta condotta per a sega ivi r volte 
la curva, onde il punto a equivale ad » intersezioni della retta colla curva. Ma se la retta 
tocca uno de’ rami della curva, passanti per a, essa avrà in comune con questa anche 
quel punto di esso ramo che è successivo ad 4; cioè questo punto conta come ) almeno | 
r-+ 1 intersezioni della curva colla tangente. Dunque, fra tutte le rette condotte per a 
ve ne sono al più r (le tangenti agli » rami) che segano ivi la curva in y+-1 punti 
coincidenti; epperò, se vi fossero +1 rette dotate di tale proprietà, questa com- 
peterebbe ad ogni altra retta condotta per a, cioè a sarebbe un punto multiplo secondo 
il numero r-+ 1. 

Analogamente: se una curva ha una tangente A multipla secondo r, questa conta 
per » tangenti condotte da un punto preso ad arbitrio in essa, ma conta per } almeno i 
y-|-1 tangenti rispetto a ciascuno de’ punti di contatto della curva con A. Cioè da 
ogni punto di A partono r tangenti coincidenti con A; e vi sono al più » punti in 
questa retta, da ciascun de’ quali partono »-+ 1 tangenti coincidenti colla retta stessa. 
Onde, se vi fosse un punto di più, dotato di tale proprietà, questa spetterebbe a tutt’ i 
punti di A, e per conseguenza questa retta sarebbe una tangente multipla secondo r+1. 

Da queste poche premesse segue che: 

Se una linea dell’ordine » ha un punto (n)? a, essa non è altro che il sistema 
di n rette concorrenti in a. Infatti, la retta che unisce a ad un altro punto qualunque 
del luogo ha, con questo, n-|--1 punti comuni, epperò fa parte del luogo medesimo, 
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Così, se un inviluppo della classe m ha una tangente (m)2%, esso è il sistema di m 
punti situati sopra questa retta. 

Una curva semplice dell’ordine » non può avere, oltre ad un punto (n— 1), anche 
un punto doppio, perchè la retta che unisce questi due punti avrebbe x +1 inter- 
sezioni comuni colla curva. Analogamente, una curva semplice della classe # non può 
avere una tangente (m — 1)? ed inoltre un’altra tangente doppia, perchè esse rap- 
presenterebbero m +1 tangenti concorrenti nel punto comune alle medesime. 


Art. VI. 


Punti e tangenti comuni a due curve. 


32. In quanti punti si segano due curve, gli ordini delle quali siano #,7'? [45] 
Ammetto, come principio evidente, che il numero delle intersezioni dipenda unicamente 
dai numeri n, 2, talchè rimanga invariato, sostituendo alle curve date altri luoghi dello 
stesso ordine. Se alla curva d’ordine »' si sostituiscono »' rette, queste incontrano la 
curva d’ordine n in nn punti; dunque: due curve, è cui ordini siano n, n', si segano în 
nn' punti (reali, imaginari, distinti 0 coincidenti). 

Si dirà che due curve hanno un contatto bipunto, tripunto, quadripunto, cinquipunto, 
sipunto, ... quando esse abbiano due, tre, quattro, cinque, sei, ... punti consecutivi 
comuni, e per conseguenza anche due, tre, quattro, cinque, sei,... tangenti consecu- 
tive comuni. 

Se per un punto a passano r rami di una curva ed »' di un’altra, quel punto dee 
considerarsi come intersezione di ciascun ramo della prima curva con ciascun ramo 
della seconda, epperò equivale ad rr intersezioni sovrapposte. Se, inoltre, un ramo 
della prima curva ed un ramo della seconda hanno in a la tangente comune, essi 
avranno ivi due punti comuni, onde « equivarrà ad rr +1 intersezioni. In generale, 
se in a le due curve hanno s tangenti comuni, a equivale ad rr +s punti comuni 
alle due curve. 

Come caso speciale, quando le r tangenti della prima curva e le »' dell’altra, nel 
punto comune a, coincidono tutte insieme in una sola retta T, questa, supposto r <r, 
rappresenta r' tangenti comuni, onde il numero delle intersezioni riunite in @ sarà 
r(r---1). Ma questo numero può divenir più grande [4°], ogniqualvolta la retta T abbia 
un contatto più intimo con alcuna delle linee proposte, cioè la incontri in più di v 4-1 
od x {1 punti riuniti in a. Per esempio, se in a la retta T avesse 2r punti comuni 
colla prima curva ed r'--1 colla seconda, il punto @ equivarrebbe ad r(r +1) inter- 
sezioni delle due curve. Del che è facile persuadersi, assumendo un sistema di r curve K 
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di second’ordine aventi un punto comune 4 ed ivi toccate da una stessa retta T; ed 
inoltre un’altra curva qualunque C dotata di »' rami passanti per « ed ivi aventi la 
comune tangente T. In tal caso il punto a rappresenta r'-|--1 intersezioni di C con 
ciascuna delle curve K; epperò equivale ad r(r°+1) punti comuni a C ed al sistema 
completo delle curve K. 

Analogamente si dimostra che due curve, le cui classi siano m,m', hanno mm' tan- 
genti comuni. Ecc. *). 


Arr. VII. 


Numero delle condizioni che determinano una curva 


di dato ordine o di data classe. 


33. Se una curva dee passare per un dato punto a, ciò equivale manifestamente 
ad una condizione. 

Per a conducasi una retta A; se la curva deve contenere anche il punto di A che 
è successivo ad «, cioè se la curva deve non solo passare per a, ma anche toccare ivi 
la retta A, ciò equivale a due condizioni. 

Per a conducasi una seconda retta A,; se oltre ai due punti consecutivi di A, la 
curva dovesse contenere anche quel punto di A, che è successivo ad @, ciò equivar- 
rebbe a tre condizioni. Ma in tal caso, due rette condotte per « segherebbero ivi due 
volte la curva, cioè a sarebbe un punto doppio per questa. Dunque, se la curva dee 
avere un punto doppio in a, ciò equivale a fre condizioni. 

Se la curva deve avere in @ un punto doppio (tre condizioni), una retta qualunque A 
condotta per a conterrà due punti di quella, coincidenti in a. Se la curva deve passare 
per un terzo punto successivo di A, cioè se questa retta dovrà avere in a tre punti 
comuni colla curva, ciò equivarrà ad una nuova condizione. Se lo stesso si esige per 
una seconda retta A, e per una terza A; (passanti per a), si avranno in tutto sei 
condizioni. Ma quando per « passino tre rette, ciascuna delle quali seghi ivi tre volte 
la curva, quello è un punto triplo (31); dunque, se la curva dee avere in a un punto 
triplo, ciò equivale a sei condizioni. 

In generale: sia x,_, il numero delle condizioni, perchè la curva abbia in a un 
punto (r—1)2°. Ogni retta A condotta per a, avrà ivi "—1 punti comuni colla curva. 


*) Le proprietà delle curve di data classe si deducono dalle proprietà delle curve di dato 
ordine, e reciprocamente, mediante il principio di dualità, che noi consideriamo come primi- 
tivo ed assoluto, cioè indipendente da qualsivoglia teoria speciale di trasformazione di figure. 
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Se questa dee contenere un altro punto successivo di A, cioè se la retta A deve in @ 
avere r punti comuni colla curva, ciò equivale ad una nuova condizione. Se la stessa 
cosa si esige per altre r-—1 rette passanti per a, si avranno in tutto «,_1-|-r con- 
dizioni. Ora, quando per « passano r rette, ciascuna avente ivi » punti comuni colla 
curva, a è un punto multiplo secondo r (31); dunque, se la curva deve avere in 
a un punto (r)?%, ciò equivale ad un numero «,=%x,_\-+r di condizioni; ossia 


2) 


di 2 
34. Da quante condizioni è determinata una curva d’ ordine r? Se la curva debba 


avere un dato punto a multiplo secondo », ciò equivale (33) ad ce condizioni. 


Ma una linea d’ordine n, dotata di un punto (n)?! «, è il sistema di » rette concor- 
renti in a (31); e, affinchè queste siano pienamente individuate, basta che sia dato 
un altro punto per ciascuna di esse. Dunque: 

Il numero delle condizioni che determinano una curva d’ordine n è 

n(n +4 Li 
2 2 x 
n(n+ 3) 
dine » che le potranno sodisfare, e fra esse ve ne saranno alcune (siane N il numero) 
che passeranno per un punto qualunque dato. L’ intero sistema di quelle curve, in nu- 
mero infinito, chiamasi serie d'ordine n e d’indice N**). [3] 

Per esempio, le tangenti di una curva della classe m formano una serie d’ordine 1 
e d’indice m. 

In generale esiste sempre una linea che inviluppa una serie data ) d' indice Ni ; 
cioè che in ciascun de’ suoi punti tocca una curva della serie. ) Essa è il luogo dei 
punti, pei quali due delle N curve della serie coincidono (. Tutta la serie si può con- 
cepire generata dal movimento continuo di una curva, che vada cambiando di forma e 
di posizione, in modo però da sodisfare alle condizioni proposte. I punti, in cui una 
curva della serie sega quella che le succede immediatamente, sono anche i punti di 
contatto fra la prima di queste curve e la linea inviluppo della serie. [4°] 

35. Il teorema or ora dimostrato (34) ci mette in grado di stabilire quest’ altro: 


Se sono date solamente — 1 condizioni, vi saranno infinite curve d’or- 


, m(Mm+3 et 
#) Così, una curva della classe m è determinata da sia condizioni. 


##) JONQUIÈRES, Théorèmes généraux concernant les courbes géométriques planes d’un ordre 
quelconque (Journal de M. LioUVILLE, [2° série, t. 6] avril 1861, p. 113). 
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| " ug (n_1)(n_-2 ; È 
che una curva semplice dell'ordine » non può avere più di e se ) punti doppi 


2 
TRI ; STR . n_-1)(n_—-2 
(comprese le cuspidi). Infatti: se ne avesse uno di più, per questi o +1 
1 —2)(n_-24-3 POR 
e per altri #—3 punti della stessa curva, in tutto fn punti, sì po- 


trebbe far passare una curva dell’ordine n —2, la quale avrebbe in comune colla linea 


data 2 o 3 sx Mico 





- Li Ln—-3=n(n—2)41 intersezioni: il che è impossi- 


bile, se la curva data non è composta di linee d’ordine minore *). 


Arr. VIII 


Porismi di Chasles e teorema di Carnot. 


36. Sia dato (fig. 6.8) un triangolo ABC. Un punto qualunque a di BC è individuato 
dal rapporto di e parimenti, un punto qualunque d di CA è individuato dal rap- 


porto al Tirate le rette Aa, Bd, queste s’ incontrino in un punto m, che è, per con- 





nu 2 
Ra 
da 
CES 
d PASSA 
A 
À fraz Cn paia 
seguenza, determinato dai due rapporti aB' DA È quali chiameremo coordinate del 
: i Sed dle, B 1 
punto m. La retta Cm seghi AB in c: così si ottiene un terzo rapporto A TAR 


tre rapporti ha luogo una semplice relazione, poichè, in virtù del noto teorema di 


*) PLUCKER, loco citato, p. 215. 
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Ceva, *) si ha: 
bC al cB 


(AND TITANI 
Quando il punto w è sopra una delle due rette CA, CB, una delle due coordinate 
è nulla. Se m è sopra AB, le due coordinate sono entrambe infinite, ma è finito il 
loro rapporto, che è espresso da SIE, 
Supponiamo che #m si muova sopra una retta data: i punti a e è genereranno sopra 
CB e CA due punteggiate projettive, cioè ad ogni posizione del punto @ corrisponderà 
aC  d 
aB ’ DA 
terminano i due punti a, d, avrà luogo una equazione di primo grado rispetto a ciascun 
d’essi. Siccome poi, nel punto in cui la retta data incontra AB, entrambi i rapporti 


una sola posizione di 5 e reciprocamente. Dunque, fra i rapporti che de- 


È : Da diventano infiniti, così quell’equazione non può essere che della forma: 
aC bC 
‘baia a yV== . 

1) i ab "ESA" ; 


Questa relazione fra le coordinate di un punto qualunque #m di una retta data è ciò 
che si chiama equazione della retta. 

Di quale forma sarà la relazione fra le cordinate di mm, se questo punto si muove 
percorrendo una curva d’ordine n»? Una retta qualunque, la cui equazione sia la 1), 
incontra la curva in » punti; quindi la relazione richiesta e l’ equazione 1) dovranno 


; DELA a 6bC 
essere simultaneamente sodisfatte da » coppie di valori delle coordinate Bibi 
qual cosa esige necessariamente che la richiesta relazione sia del grado » rispetto alle 
coordinate del punto variabile, considerate insieme. 


Dunque, se il punto m percorre una curva d’ordine n, fra le coordinate variabili di 


la 


m avrà luogo una relazione costante della forma: 
aC n 


la quale può dirsi l’equazione della curva luogo del punto mobile. 
Reciprocamente: se il punto m varia per modo che fra le sue coordinate abbia luogo 
una relazione costante della forma 2), il luogo del punto m è una curva d’ordine n. 


(È bC 


IAA 3 N +a(t GA ca 
PTIZA|\aB o po» 











*) Dato da Ceva nel 1678. —|Einleitung] 
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i ei UT SAT ORI E Lentini 


37. Consideriamo di nuovo (fig. 7) un triangolo ABC; un punto a in BC, deter- 


DA FENaa 
minato dal rapporto at ed un punto d in CA, determinato dal rapporto 30” indivi- 


al 
x ; . aB dA 
duano una retta «d la quale è, per conseguenza, determinata dai due rapporti aC’ DC 


45.7 





Questi due rapporti si chiameranno coordinate della retta. La quale poi incontra AB in 


SO cB 
un terzo punto c, e così dà luogo ad un terzo rapporto —. In virtù del noto teo- 


cÀ 
rema di MeNELA0*), i tre rapporti sono connessi fra loro dalla relazione semplicissima: 
ab bA _eB 
aC bc 


Quando la retta ab passa per l’uno o per l’altro de’ punti A,B, una delle due coor- 
dinate è zero. Se poi la retta passa per C, entrambe le coordinate sono infinite, ma 


cB 
è finito il l = 
è finito il loro rapporto FI 


Supponiamo che la retta ab varii girando intorno ad un punto dato. Allora i punti 
a,b genereranno due punteggiate projettive, epperò fra le due coordinate di ad avrà 
luogo una equazione di primo grado rispetto a ciascuna coordinata. E siccome, quando 
la retta mobile passa per C, entrambe le coordinate divengono infinite, così la forma 
dell'equazione sarà: 


1) aparetr=o. 


Questa relazione fra le coordinate di una retta mobile intorno ad un punto dato può 
chiamarsi l'equazione del punto (considerato come inviluppo della retta mobile). 


*) MENELAUS, Sphaerica, III, 1. [Einleitung] 


INTRODUZIONE AD UNA TEORIA GEOMETRICA DELLE CURVE PIANE. 353 


Suppongasi ora che la retta ad varii inviluppando una curva della classe m; qual 
relazione avrà luogo fra le coordinate della retta variabile? Da un punto qualunque, 
l'equazione del quale sia la 1), partono m tangenti della curva, cioè m posizioni della 
retta mobile. Dunque la relazione richiesta e l’equazione 1) dovranno essere sodi- 
sfatte simultaneamente da »m sistemi di valori delle coordinate. Onde s’inferisce che 
la relazione richiesta sarà del grado m rispetto alle coordinate considerate insieme. 

Dunque: se una retta si muove inviluppando una curva della classe m, fra le coordi- 
nate variabili della retta avrà luogo una relazione costante della forma : 


n io. 


la quale può risguardarsi come l’equazione della curva inviluppata dalla retta mobile. 

Viceversa: se una retta varia per modo che le sue coordinate sodisfacciano costante- 
mente ad una relazione della forma 2), l’inviluppo della retta sarà una curva della 
classe m. 

I due importanti porismi dimostrati in questo numero e nel precedente sono dovuti 
al sig. CHasLEs *). 

38. Riprendiamo l'equazione 2). Pei punti a, a',... in cui la curva da essa rap- 





presentata sega la retta CB, la coordinata Ge è nulla e l’altra coordinata si desu- 





DA 
; : i : 1, ° 2 
merà dall’equazione medesima, ove si faccia nr 0. Si avrà così: 
aC aC NO 
Dogo 


Analogamente, pei punti d,',... in cui la curva sega CA si ottiene: 





ITA BE ENTO ra 
Ue E 
Divisa l'equazione 2) per (5) e avuto riguardo al teorema di CEVA, si ha: 
ab cB cB\” aB\" 
a+ a+ (E) +e) o, 


*) Apergu historique, p. 280. | CnasLes, Lettre à M. QueTELET. Correspondance mathéma- 
tique et physique, t. VI, pag. 81, Bruxelles 1830. | 


Cremona, tomo I. 23 
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ab 1 3 / . 
dove facendo —= 0 si avranno i punti c, c',... comuni alla curva ed alla retta AB; 


al 
dunque: 
Dachaa 
cA c'A on 
Dai tre risultati così ottenuti si ricava: 
: aB  aB bC DC CA SCA NOE 


e sì ha così il celebre teorema di CarnoT *): 

Se una curva dell'ordine n incontra i lati di un triangolo ABC ne’ punti aa'... in 
BC, bb'... in CA, cc... in AB, si ha la relazione 3). 

Questo teorema si applica anche ad un poligono qualsivoglia. 

39. Per n==1 il teorema di Carnor rientra in quello di MENELA0. Per n=2, si 
ha una proprietà di seè punti d’una curva di second’ ordine. E siccome una curva 
siffatta è determinata da cinque punti (34), così avrà luogo il teorema inverso: 

Se nei lati BC, CA, AB di un triangolo esistono sei punti aa', dd', ce' tali che si 


abbia la relazione: 


ab ia BL e CECA RICA 


i Ò, 
) UNO VA o 





i sei punti aa db'cc' sono in una curva di second’ ordine. 
Se i punti a'd'e' coincidono rispettivamente con abc, cioè se la curva tocca i lati 


del triangolo in a, dè, c, la precedente relazione diviene: 


ab. bC. cA 


aC LAI E 


De’ due segni, nati dall’ estrazione della radice quadrata, non può prendersi il po- 
sitivo, poichè in tal caso, pel teorema di MENELAO, i tre punti abc sarebbero in una 
retta: il che è impossibile, non potendo una curva di second’ordine essere incontrata 
da una retta in più che due punti. Preso adunque il segno negativo, si conclude, in 
virtù del teorema di Ceva, che le rette Aa, Bd, Ce concorrono in uno stesso punto. 
Cioè: se una curva di second’ordine è inscritta in un triangolo, le rette che ne uni- 
scono i vertici ai punti di contatto de’ lati opposti passano per uno stesso punto. 


*) Géométrie de position, Paris 1803, p. 291 {n. 235; e p. 436, n. 378.} [5] 
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a) Per n=93, dal teorema di CARNOT si ricava che, se i lati d’un triangolo ABC 
lo) 
TABS i 


segano una curva del terz’ordine (o più brevemente cubica) in nove punti aa'a", bd'd", cele 
ha luogo la relazione segmentaria : 


AAA ZARA AARON e CAI 
aaa CSDAGE DADA Bia a Roca 





5) 





Se i sei punti aa'db' cc’ sono in una curva di second’ordine, si avrà anche la rela- 
zione 4), per la quale dividendo la 5) si ottiene: 
AD DOA 


L'OMA 


. 


cioè i punti a"d"c" saranno in linea retta. E viceversa, se a"d"c' sono in linea retta, 
gli altri sei punti sono in una curva di second’ ordine. 

(b) Quando il luogo di second’ordine aa'bd'ec' riducasi al sistema di due rette coin- 
cidenti, si ha: 

Se ne’ punti în cui una cubica è segata da una retta data si conducono le tangenti, 
queste vanno ad incontrare la curva in tre altri punti che giacciono in una seconda retta *). 

Se una retta tocca una cubica in un punto a e la sega semplicemente in a", questo 
secondo punto dicesi tangenziale del primo. Onde possiamo dire che, se tre punti di 
una cubica sono in una retta R, i loro tangenziali giacciono in una seconda retta S. 

La retta S dicesi retta satellite di R (retta primaria), ed il punto comune alle R, 
S si chiama punto satellite di R. 

Se R è tangente alla cubica, il punto satellite coincide col tangenziale del punto 
di contatto, e la retta satellite è la tangente alla cubica nel punto satellite. 

(c) Supponendo che la retta a'd"c' divenga una tangente stazionaria della cubica, 
si ha: 

Se da un flesso di una cubica sì conducono tre trasversali arbitrarie, queste la segano 
di nuovo în sei punti situati in una curva di second’ ordine. 

Dunque, se di questi sei punti, tre sono in linea retta, gli altri tre saranno in una 
seconda retta, epperò: 

Se da un flesso sì conducono tre tangenti ad una cubica, è tre punti di contatto sono 
in linea retta**). 


*) Vedi il trattato di MAcLAURIN sulle curve del 3.° ordine, tradotto da JONQUIÈRES: Mé- 
langes de géométrie pure, Paris 1356, p. 223. 
**) MACLAURIN, Î. c. p. 226. 
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(d) Supposti i punti «0 in linea retta, gli altri sei aa'bb'ec' sono in una curva 
di second’ ordine; onde, se tre di questi, @'d'c', coincidono, si avrà: 

Se tre trasversali condotte da un punto a' di una cubica tagliano questa in tre punti 
a'b'c' situati in linea retta cd in altri tre punti abe, la cubica avrà in a' un contatto 
tripunto con una curva di second’ordine passante per abc. 

Se a"b'e' coincidono in un flesso, dal teorema precedente si ricava: 

Ogni trasversale condotta per un flesso di una cubica sega questa in due punti, ne’ 
quali la curva data ha due contatti tripunti con una stessa curva di second’ ordine*). 

E per conseguenza: 

Se da un flesso di una cubica si conduce una retta a toccarla in un altro punto, 
in questo la cubica ha un contatto sipunto con una curva di second’ ordine **). 


40. Consideriamo una curva-inviluppo della classe m, rappresentata dall’equazione 2). 


AD, IODA 
Per ottenere le tangenti di questa curva, passanti per A, dobbiamo fare ivi se 0 


l'equazione risultante darà i valori dell’ altra coordinata relativi ai punti a, a'... in 
cui il lato BC è incontrato dalle tangenti passanti per A. Avremo così: 
aB a B 
aci 





LVII EE a mP 
=(-1rl. 


Analogamente, pei punti d, d'...in cui il lato CA è incontrato dalle tangenti pas- 
santi per B, avremo: 
DA VA 
DORICO 


m 
Dividasi ora l’ equazione 2) per (o) ; avuto riguardo alla relazione : 


dB BA _eB 
ai 
si otterrà: 
cB\” CBISOAMIDO eb bO\” 
a(°) +e() vata) + +atea) =: 


x 


Se in questa equazione si fa — =0, si avranno i punti c,c'...in cui AB è 
DA 


*) PONCELET, Analyse des transversales (Giornale di CRELLE, t. 8, Berlino 1832, p. 129-135). 
**) PLUoKRR, Veber Curven dritter Ordnung und analytische Beweisfiihrung (Giornale di 
CRELLE, t. 34, Berlino 1847, p. 330). 
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incontrata dalle tangenti che passano per C. Quindi. 


ceh IT 
SO n e 
I tre risultati così ottenuti danno: 
} aB aB DOTTDIG CAVDIGA A 
3) CL 


Si ha dunque il teorema *): 

Se dai vertici di un triangolo ABC si conducono le tangenti ad una curva della classe m, 
le quali incontrino i lati opposti ne’ punti aa' ...,bb'...,cc ...,fra i segmenti de- 
terminati da questi punti sui lati si ha la relazione 3). 

Per m==1 si ricade nel teorema di Ceva. Per m=2 si ha una proprietà relativa 
a sei tangenti di una curva di seconda classe; e se ne deduce il teorema che, se una 
tal curva è circoscritta ad un triangolo, le tangenti nei vertici incontrano i lati opposti 
in tre punti situati sopra una stessa retta. Ecc. ecc. 

41. Si rappresentino con U=0 , U'=0 due equazioni analoghe alla 2), relative 
a due curve d’ordine ». Indicando con una quantità arbitraria, l'equazione U-+XU' =0 
rappresenterà evidentemente un’altra curva d’ordine ». I valori delle coordinate 
aC bC 
aB’ BA’ 
delle due curve rappresentate da U= 0, U=0 appartengono tutte alla curva rap- 
presentata da U-+XU'=0**). Siccome poi quest’ultima equazione rappresenta una 
curva dell'ordine » per ciascuno degli infiniti valori che si possono attribuire a \, 
così abbiamo il teorema: 

Per le n° intersezioni di due curve dell'ordine n passano infinite altre curve dello 


che annullano U ed U', annullano anche U+U'; dunque le n? intersezioni 


stesso ordine. 


n(n+ 3) 


Altrove (34) si è dimostrato che una curva d’ordine » è determinata da —°— 


(+3) p 


condizioni. Dal teorema precedente segue che per 5 punti passa, in generale, 


una sola curva d'ordine n: poichè, se per quei punti passassero due curve di que- 
st'ordine, in virtù di quel teorema, se ne potrebbero tracciare infinite altre. 


*) CHASLES, Géometrie supérieure, Paris 1852, p. 361. 
*#) Lamb, Exramen des différentes méthodes employées pour résoudre les problèmes de géo- 
métrie, Paris 1318, p. 23. 
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Per Lc — 1 punti dati (34) passano infinite curve d’ ordine n, due delle quali 


n(n4 3) (n 1)(n—2) 
a] 


si segheranno in altri n—( = 9 punti; questi apparter- 





ranno dunque anche a tutte le altre curve descritte pei punti dati. Ossia: 


n(n+8) 


Per ————° 1 punti dati ad arbitrio passano infinite curve d'ordine n, le quali, [51] 


2 
.(n_-1)(n_-2 | AVIR, 
oltre è dati, hanno in comune altri Ci La ) punti determinati *). 





Una qualunque di tali curve è individuata da un punto arbitrario, aggiunto ai dati 

Sia È ; ; n\n+4-3 

ACER ca; cioè fra le infinite curve passanti per Irri 
una sola che passi per un altro punto preso ad arbitrio. Ne segue che l’ indice della 
serie formata da quelle infinite curve (34) è 1. Ad una serie siffatta si dà il nome 
di fascio; ossia per fascio d’ordine » s'intende il sistema delle infinite curve di que- 


(n +3) 


Ù n 
st ordine, che passano per 5 


(e Lr Si punti individuati. Il complesso delle n° intersezioni comuni 


— 1 punti dati, ve n’ha 


— 1 punti dati ad arbitrio e, per conseguenza, 





per altri 


alle curve d’un fascio dicesi dase del fascio. 
Analoghe proprietà hanno luogo per le curve di data classe. Le m? tangenti co- 
muni a due curve di classe mm toccano infinite altre curve della stessa classe. Vi ha 


(m +3) 
2 


rette date ad arbitrio. Tutte le curve 


(m—1) (m—-2) 
>, 


À . Mm 
una sola curva di classe m che tocchi 


di classe m tangenti ad ri rette arbitrarie hanno altre 


tangenti comuni individuate. 


Arr. IX. 


Altri teoremi fondamentali sulle curve piane. 


È 3 4 i; 
42. Fra gli di) punti, che determinano una curva semplice d’ordine n, ve 


ne possono essere tutt'al più np — EA ml) situati in una curva d’ordine p<n. 
Ve==1):(07-2) 


1 punti giacessero in una curva d’ordine p,i rima- 
2 


Infatti, se np — 


*) PLucKkar, Analytisch-geometrische Entwicklungen, 1. Bd, Essen 1828, p. 229. 
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DARA NCR p—- —2 — —pH-: 
nenti punti, il cui numero è ST SE meat) 1 Dn D) ti ii Ò 


determinerebbero (34) una curva d’ordine n —p, la quale insieme colla data curva 
d’ordine p costituirebbe un luogo d’ordine » passante per tutti punti dati. Dunque 
il massimo numero di punti che sì possono prendere ad arbitrio sopra una curva 
d'ordine p, all’ intento di descrivere per essi una curva semplice d'ordine n>p, è 
OI) @-2) è) 
2 

43. Siano date due curve, l’una d’ordine p, l’altra d’ordine 9g, e sia p4qg="n. 

Se nel luogo d’ordine », formato da queste due curve, si prendono ad arbitrio 





Ile 





n(n+4 3) i 1 Sar TA 
get. punti, per essi passeranno infinite curve d’ordine », le quali avranno 
: il — 2), I : Tonio 

in comune altre ida) intersezioni (41) [°?], distribuite sulle due curve date. 


(n +3) 
2 


Nell’ assumere ad arbitrio quegli © —1 punti, se ne prendano np—g sulla 


curva d'ordine p ed ng —’ sulla curva d’ordine 9g, ove 9g, % sono due numeri (interi 
e positivi) soggetti alla condizione: 


(n 1) (n—2) 
1) g+h= PIENE 


Inoltre, affinchè le due curve siano determinate dai punti presi in esse, dovrà essere: 


di 3 PSI 3 
np—g 30 ia illa 2 


da cui: 


_p(p—3 _g(4=3 
rit tonale ) pg ) ita. i pg. 


Se in queste due relazioni poniamo per 9g e per % i valori dati dalla 1), abbiamo: 


is l@D63, ,3l_D0-9 


Così sono fissati i limiti entro i quali devono essere compresi 9, %. Possiamo 


SAROSTEA LE Ia IEERRO 
dire che g è compreso fra il limite minimo ie ed il limite massimo 


* JacoBI, De relationibus, que locum habere debent inter puncta intersectionis duarum 
curvarum etc. (Giornale di CRELLE, t. 15, Berlino 1836, p. 292). 
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(p VG 1) (p a È 2) I 

9 [ 
teorema *): 

Tutte le curve d’ ordine n=p+q[®*], descritte per np—g punti dati di una curva 


p(n—p) —1; e che % è dato, mediante 9, dalla 1). Abbiamo così il 





d’ordine p e per nq—h punti dati di una curva d'ordine q, segano la prima curva 
in altri g punti fissi e la seconda curva in altrì h punti fissi. 

(a) Da questo teorema segue immediatamente: 

Affinchè per le n° intersezioni di due curve d’ordine n passi il sistema di due curve 
d’ordini p,n—p,è necessario e sufficiente che di queste intersezioni np —g apparten- 
gano alla curva d’ordine p, ed n(n—p)—h appartengano alla curva d'ordine n—p. 

(b) Quando il numero g ha il suo minimo valore, il teorema suenunciato può espri- 
mersi così: 


S — 1)(p_2 : a: 
Ogni curva d'ordine n, descritta per n) punti dati di una curva 
: .(p_1)(p_2 1 
d’ordine p<n, incontra questa în altri urb punti fissi. 
Ovvero: 
1 DRAORL® SEO, a o) E RIORE 
Se delle n° intersezioni di due curve d’ordine n, np — cali giacciono în 
; sa ì ; 
una curva d’ordine p<n, questa ne conterrà altre sli e le rimanenti 


n(n—p) saranno în una curva d'ordine n — p. 
Del resto, questi teoremi sono compresi nel seguente più generale. 
44, Date due curve, luna C, d’ordine n, l'altra C,, d'ordine m<n, se delle loro 
(m4p_—n_—-1)(m4p_—n—-2) 


intersezioni ve ne sono Mp — 5 


situate sopra una curva 


(m+p—n—1) (m+p—n—2), 
9 9, 
e le rimanenti m(n—p) saranno sopra una curva d’ordine n—-p. |{®] 

Infatti: fra le (#—wm)p intersezioni delle curve C,, C,, non comuni a C,,, se ne 
(_m)(n—-m+ 3) 
2 
Avremo così due luoghi d’ordine »w: l’uno è C,, l’altro è C,, 4 C,-m. La curva C, 
(m+p—n_-1)(m4p—n—-2), —m)(n-m+ 3) 
TT Re I SRO 


C, d'ordine p<Zn, questa curva ne conterrà altre 


prendano e per esse si descriva una curva C,_, d'ordine n—m. 


contiene mp — 


— 1)p_2). cara ; A 
TA e it intersezioni de’ due luoghi, dunque (43, b) ne conterrà altre 


*) PLUcKER, Theorie der algeb. Curven, p. 11. 
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(p—1)(p—-2) 
2 


(m+p—n—-1)(m4p—n—-2) 
2 





; cioè comuni a C,, C.., € 
(n m) (n-m+-3) 


9 


di 





(nm) p comuni a C,, C,,; e tutte le rimanenti saranno in 


una curva d’ordine n —p. 
(mt p—n_-1)(mt+p_n—-2) 
3 


, , Dite .(m4t+p—n—1)(m —n_-2 
dati comuni alle curve C,, C,,, C, individuano altri ( DEE - ) Ì val ) 
punti comuni alle curve medesime. Tutti questi punti sono pienamente determinati 
dalle curve C,,, C,, indipendentemente da C,; dunque: 


-p—n—1)(m+p—n—2 
Qualunque curva d’ordine n descritta per FT. den LE Bia) 


intersezioni di due curve d’ordini m, p (m, p non maggiori di n) passa anche per tutti 





Da questo teorema segue che gli mp — punti 











gli altri punti comuni a queste curve*). [|P] 

45. I teoremi or ora dimostrati sono della più alta importanza, a cagione del loro 
frequente uso nella teoria delle curve. Qui mi limiterò ad accennare qualche esempio 
interessante. 

(a) Una curva d’ordine » sia segata da una trasversale ne’ punti a, d,... e da 
una seconda trasversale ne’ punti a', d,... Considerando il sistema delle n rette aa’, 
bb',... come un luogo d’ordine n, le rimanenti intersezioni di esse colla curva data 
saranno (43, b) in una curva d’ordine n —-2. Supponiamo ora che a’, d',... coincidano 
rispettivamente con a, db, ...; avremo il teorema: 

Se ne punti, in cui una curva d’ordine n è segata da una retta, si conducono le 
tangenti alla curva, esse incontrano la curva medesima in altri n(n—2) punti, situati 
sopra una curva d’ordine n—2**). 

(b) Analogamente si dimostra il teorema generale: 

Se ne’ punti, in cui una curva d’ordine n è segata da un’altra curva d’ordine n', 
sì conducono le tangenti alla prima curva, esse la segheranno in altri nn' (n — 2) punti, 
tutti situati in una curva dell’ordine n' (n—2), 

Questo teorema è un'immediata conseguenza della proprietà dimostrata al prin- 
cipio del n. 44, purchè si consideri il complesso delle »7' tangenti come un luogo del- 
l'ordine n»', e la curva d’ordine x’, ripetuta due volte, come un luogo dell’ordine 2w/, 

(c) Una curva del terz’ordine passi pei vertici di un esagono e per due de’ tre 


*) CAYLEY |On the Intersection of Curves| (Cambridge Mathematical Journal, vol. III, 1848, 
p. 211). 
**) MACLAURIN, Î. c. p. 287. 
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punti d’incontro delle tre coppie di lati opposti: dico che anche il punto comune alla 
terza coppia giace nella curva. Infatti: il primo, il terzo ed il quinto lato dell’ esa- 
gono costituiscono un luogo di terz’ ordine ; mentre un altro luogo del medesimo ordine 
è formato dai tre lati di rango pari. Le nove intersezioni di questi due luoghi sono 
i sei vertici dell’esagono e i tre punti di concorso de’ lati opposti. Ma otto di questi 
punti giacciono per ipotesi nella curva data; dunque (41) questa conterrà anche il 
nono *); c.d. d. 

Se i sei vertici sono in una curva di second’ordine, le altre tre intersezioni sa- 
ranno in una retta (43,b); si ha così il celebre teorema di PAscAL: 

I lati opposti di un esagono inscritto in una curva di second’ordine si tagliano in 
tre punti situati in linea retta**). 

Dal quale, pel principio di dualità, si conclude il teorema di BRIANcHON ***): 

Le rette congiungenti i vertici opposti di un esagono circoscritto ad una curva di 
seconda classe concorrono in uno stesso punto. 

(d) Tornando all’ esagono inscritto in una curva del terz’ ordine, siano 123456 i 
vertici ed @,b,c i punti ove s'incontrano le coppie di lati opposti [12, 45], [23, 56], 
[34, 61]. Se i punti 12 sono infinitamente vicini nella curva e così pure 45, i punti 
1, 3, 4,6, 6, c saranno i vertici di un quadrilatero completo ed a sarà l’incontro delle 
tangenti alla curva ne’ punti 1 e 4; dunque: 

Se un quadrilatero completo è inscritto in una curva del terz’ ordine, le tangenti 
in due vertici opposti s'incontrano sulla curva 7). 

Siano adunque, abca'de' i vertici di un quadrilatero completo inscritto in una curva . 
del terz'ordine: abe siano in linea retta ed abc i vertici rispettivamente opposti. 
Le tangenti in aa’, bb, cc incontreranno-la curva in tre punti , B, y. Siccome però, 
se tre punti abc di una curva del terz’ordine sono in una retta, anche i loro tangen- 
ziali «8 sono in un’altra retta (39,b), così abbiamo il teorema: 

Se un quadrilatero completo è inscritto in una curva del terz’ordine, le coppie di 
tangenti ne’ vertici opposti concorrono in tre punti della curva, situati în linea retta. 


*) PONCELET, Analyse des transversales, p. 132. 

*#) PASCAL, Essai pour les coniques in Oeuvres de BLAIrsR PascaL, A La Haye. Chez 
Detune 1779, t. 4, p. 1-7. — Cfr. anche: WrIssENBORN, Die Projection in der Ebene, Berlin, 
Weidmannsche Buchhandlung 1862. Vorrede p. VIII-XVII. [Einleitung] 

*##*) BRIANCHON, Journal de l’Ecole Polytechnique, cah. 13, pag. 301, Paris 1806. [Einleitung] 

+) MACLAURIN, Z. c. p. 237. 
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Arr. X. 


Generazione delle linee piane. 


46. Abbiamo già detto altrove (41) chiamarsi fascio d’ordine » il sistema delle 
curve d’ordine n, in numero infinito, che passano per gli stessi n° punti: cioè un fascio 


x 


è una forma geometrica, ogni elemento della quale è una curva d’ordine » passante 
per NE, punti dati, epperò anche per altri —' punti fissi. 

Ogni curva del fascio è completamente individuata da un punto preso ad arbitrio, 
pel quale essa debba passare. Se questo punto si prende in una retta passante per 
un punto della dase ed infinitamente vicino a questo punto la curva sarà individuata 
dalla sua tangente nel punto della base. Cioè, se per un punto della dase del fascio 
si conduce una retta ad arbitrio, vi è una curva del fascio (ed una sola) che tocca 
quella retta in quel punto. Od anche: se consideriamo la stella formata da tutte le 
rette passanti pel punto-base, e assumiamo come corrispondenti una curva qualunque 
del fascio ed il raggio della stella che tocca la curva nel punto-base, potremo dire 
che ad ogni curva del fascio corrisponde un raggio della stella, e reciprocamente ad 
ogni raggio della stella corrisponde una curva del fascio: cioè la stella ed il fascio 
di curve sono due forme geometriche projettive. 

Considerando due punti-base e le stelle di cui essi sono i centri, e riguardando 
come corrispondenti il raggio dell'una ed il raggio dell'altra stella, che toccano una 
stessa curva del fascio ne’ punti-base, è manifesto che Je due stelle sono projettive. 
Dunque le stelle, i cui centri sono gli n° punti-base, sono tutte projettive fra loro ed 
al fascio di curve. 

Ciò premesso, per rapporto anarmonico di quattro curve d’un fascio intenderemo 
il rapporto anarmonico de’ quattro corrispondenti raggi di una stella projettiva al fascio. 

47. Se due punti-base sono infinitamente vicini, cioè se le curve del fascio si toc- 
cano fra loro in un punto «a e sia A la tangente comune, tutte quelle curve avranno 
in a due punti consecutivi comuni colla retta A. Quindi, fra le curve medesime, se 
ne potrà determinare una che passi per un terzo punto successivo di A, cioè che 
abbia in a un contatto tripunto con A. E condotta per a una retta B ad arbitrio, 
sì potrà anche determinare una curva del fascio che passi pel punto di B successivo 
ad a; la qual curva avrà per conseguenza due punti coincidenti in a, in comune con 
qualunque altra retta passante per a (31). Dunque: fra tutte le curve di un fascio, 
che si tocchino in un punto a, ve n’ha una per la quale a è un flesso e ve n’ha 
un’altra per la quale @ è un punto doppio. 
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48. Può accadere che un punto-base a sia un punto doppio per tutte le curve del 
fascio: nel qual caso, quel punto equivale a quattro intersezioni di due qualunque delle 
curve del fascio (32), epperò i rimanenti punti-base saranno n° —4. Allora è mani- 
festo che le coppie di tangenti alle singole curve nel loro punto doppio comune for- 
mano un’involuzione quadratica: questa ha due raggi doppi, epperò vi sono due curve 
nel fascio, per le quali a è una cuspide. 

Se tutte le curve del fascio hanno, nel punto doppio a, una tangente comune, qua- 
lunque retta condotta per a e considerata come seconda tangente determina una curva 
del fascio. Dunque, in questo caso, vi sarà una sola curva per la quale a sia una cuspide. 

Se tutte le curve del fascio hanno, nel punto doppio a, entrambe le tangenti A, A’ 
comuni, potremo determinare una di quelle curve per modo che una retta passante 
per a e diversa da A, A', abbia ivi colla curva tre punti comuni. Dunque (31), nel 
caso che si considera, vi è una curva nel fascio, per la quale @ è un punto triplo. 
Ciò vale anche quando le rette A, A' coincidano, cioè tutte le curve del fascio abbiano 
in a una cuspide, colla tangente comune. 

Analogamente: se a è un punto (vr)? per tutte le curve del fascio, e se queste 
hanno ivi le y tangenti comuni, v’ ha una curva del fascio, per la quale a è un punto 
multiplo secondo +1. 

49. Se le curve d’ordine x, di un dato fascio, sono segate da una trasversale arbi- 
traria, le intersezioni di questa con ciascuna curva formano un gruppo di » punti; e 
gli infiniti gruppi analoghi, determinati dalle infinite curve del fascio, costituiscono 
un’involuzione di grado n. *) Infatti, per un punto qualunque è della trasversale passa 
una sola curva del fascio, la quale incontra la trasversale medesima negli altri n—1 
punti del gruppo a cui appartiene è. Ciascun gruppo è dunque determinato da uno 
qualunque de’ suoi punti: ciò che costituisce precisamente il carattere dell’ involu- 
zione (21). [55] 

L’involuzione di cui si tratta ha 2(#—1) punti doppi (22); dunque: 

Fra le curve d’ordine n, d’un fascio, ve ne sono 2(n — 1) che toccano una retta data. 

È evidente che un fascio d’ordine n e l’involuzione di grado n, ch’ esso determina 
sopra una data retta, sono due forme geometriche projettive: cioè il rapporto anar- 
monico di quattro curve del fascio ed il rapporto anarmonico de’ quattro gruppi di 
punti, in cui esse segano la retta data, sono eguali. 


*) L'importante teorema sull’involuzione dei gruppi di punti in cui una trasversale in- 
contra più curve d’un fascio è stato enunciato in tutta la sua generalità da PonceLET (Comptes 
rendus, 8 mai 1843, p. 953). STURM aveva dimostrato quel teorema per le coniche: Mémoire 
sur les lignes du second ordre (Annales de GERGONNE, t. 17, Nismes 1826-27, p. 180). 
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Due fasci di curve si diranno projettivi quando siano rispettivamente projettivi a 
due stelle projettive fra loro; ossia quando le curve de’ due fasci si corrispondano 
fra loro ad una ad una. Evidentemente i rapporti anarmonici di quattro curve dell’ un 
fascio e delle quattro corrispondenti curve dell’ altro sono eguali. E le involuzioni, che 
due fasci projettivi determinano su di una stessa trasversale o su di due trasversali 
distinte, sono projettive. 

50. Siano dati due fasci projettivi, l’uno d’ordine n, Valtro d’ordine #'; di qual 
ordine è il luogo delle intersezioni di due curve corrispondenti? Con una trasversale 
arbitraria sego entrambi i fasci: ottengo così due involuzioni projettive, l'una di grado n, 
l’altra di grado »'. Queste involuzioni hanno n -»' punti comuni (24, b); cioè, nella 
trasversale vi sono n -+»' punti, per ciascuno de’ quali passano due curve corrispon- 
denti de’ due fasci, epperò n --w' punti del luogo richiesto. Questo luogo è dunque 
una curva C,,, d'ordine n-4+n'*). Essa passa per tutt'i punti-base de’ due fasci, 
poichè uno qualunque di questi punti giace su tutte le curve di un fascio e sopra una 
curva dell’ altro **). i 

(a) La curva risultante dell’ ordine n + »' può talvolta decomporsi in linee d’ ordine 
inferiore. Ciò avviene, per esempio, quando le curve corrispondenti de’ due fasci dati 
si incontrano costantemente sopra una curva d’ordine r<%»-+'. Allora gli altri punti 
d’intersezione sono situati in una seconda curva dell’ordine n + —r, che insieme 
colla precedente costituisce il luogo completo d’ ordine n --x', generato dai due fasci. 

(b) Questa decomposizione avviene anche quando i due fasci projettivi, supposti 
dello stesso ordine », abbiano una curva comune e questa corrisponda a sè mede- 
sima. Allora ogni punto di questa curva può risguardarsi come comune a due curve 
corrispondenti; quindi il luogo delle intersezioni delle curve corrispondenti ne’ due 
fasci sarà, in questo caso, una curva dell’ ordine w. 

A questa proprietà si può dare anche il seguente enunciato, nel quale tutte le curve 
nominate s’ intendano dell’ ordine n: 

Se una curva H passa pei punti comuni a due curve U, V e pei punti comuni a 
due altre curve U', V', anche i punti comuni alle curve U, U', insieme coi punti co- 
muni alle V, V', giaceranno tutti in una stessa curva K. 





*) Per questo metodo di determinare l’ordine di un luogo geometrico veggasi: PONCELET, 
Analyse des transversales, p. 29. 

##) {GRASSMANN, Die hòhere Projectivitàt in der Ebene (CRELLE t. 42, 1851, p. 202).| 

CHasLES, Construction de la courbe du 8. ordre ete. Comptes rendus, 80 mai 1853). — Sur 
les courbes du 4. et du 3. ordre etc. (Comptes rendus, 16 aoùt 1853). 

JoNQUIÈRES, Essai sur la génération des courbes etc. Paris 1858, p. 6. 
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51. Segando, come dianzi, i due fasci dati con una trasversale R, si ottengono due 
involuzioni projettive, e gli n-+ »' punti comuni ad esse sono le intersezioni di R colla 
curva C,+, generata dalle intersezioni delle curve corrispondenti ne’ due fasci. Sup- 
poniamo ora che nella retta R vi sia un tal punto 0, nel quale coincidano r interse- 
zioni di tutte le curve del primo fascio ed 7' intersezioni di tutte quelle del secondo 
con R: ma una certa curva C,, del primo fascio abbia »-4+s punti comuni con R riu- 
niti in 0, e questo punto rappresenti anche  -|- s' intersezioni di R colla curva Cy 
del secondo fascio, corrispondente a C,,. In virtù di proposizioni già esposte (24, c, d), 
in o coincideranno r-+r'--s od r-4-r'---s' (secondo che s<s' od s>s'[®7]) punti 
comuni alla retta R ed alla curva Cn4w. 

Questo teorema generale dà luogo a numerosi corollari; qui ci limitiamo ad esporre 
quelli, di cui avremo bisogno in seguito. 

(a) Sia o un punto-base del primo fascio; ©, la curva del secondo, che passa per 0; 
C,, la corrispondente curva del primo fascio, ed R la tangente a C, in o. Applicando 
a questa retta il teorema generale, col porre r=1, r=0, s=1, s'=1, troviamo 
che essa è anche la tangente a C,,, in o. 

(b) Le curve del primo fascio passino per o ed ivi abbiano una tangente comune; 
allora fra esse ve n’ha una C,, che ha un punto doppio in o (47). Se la corrispon- 
dente curva C,. del secondo fascio passa per o, il teorema generale applicato ad una 
retta qualunque condotta per o(r=1,r=0,s=1,s =1) mostra ch’essa incontra 
C,,. in due punti riuniti in 0; cioè questo punto è doppio per C,+» .[°8] 

(c) Nella ipotesi (b), se C,, ha in o un punto multiplo e si applica il teorema ge- 
nerale ad una delle due tangenti in 0 a C,(r=1,r'=0,s=2,s'>1), troviamo che 
questa retta ha tre punti comuni con C,4,, riuniti in 0; dunque questa curva ha in 
comune con ©, non solo il punto doppio o, ma anche le relative tangenti. 

(d) Fatta ancora l’ipotesi (b), se R, tangente comune alle curve del primo fascio 
in 0, è anche una delle tangenti ai due rami di C,(r=2,r'=0,s=1,s5=1), essa 
sarà tangente ad uno de’ due rami di C,4w. 

(e) E se, oltre a ciò, la seconda tangente di C,, in 0 tocca ivi anche C,., applicando 
a questa retta il teorema generale (r=1,r'=0,s=2,s'=2), troviamo ch’essa è 
la tangente del secondo ramo di C,4,. Donde segue che, se C, ha in o le due tan- 
genti coincidenti colla retta R, tangente comune alle curve del primo fascio, e se 
questa retta tocca nel medesimo punto anche C,., la curva C,4, avrà in o una cuspide 
colla tangente R. 

(t) Due curve corrispondenti C,, C,, passino uno stesso numero è di volte per un 
punto o. Se R è una retta condotta ad arbitrio per 0, si ricava dal teorema generale 
(r=r'=0,s=s =) che in o coincidono è intersezioni di C,,, con R, cioè o è un 
punto multiplo secondo è per la curva C,4» - 
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(g) Se C, passa è volte e C,, un maggior numero è di volte per 0, questo punto 
è ancora multiplo secondo è per C,4,. Inoltre, se si considera una delle tangenti di C, 
in 0, il teorema generale (r=r =0,s=i--1,s >i)dà +1 intersezioni di questa 
retta con C,,+, riunite in o. Dunque le tangenti agli è rami di C, toccano anche gli 
rami di Chip. 

Nello stesso modo si potrebbe dimostrare anche quanto è esposto nel n.° seguente. 

52. Supponiamo ora che le basi de’ due fasci abbiano un punto comune @, il quale 
sia multiplo secondo r per le curve del primo fascio e multiplo secondo »' per le curve 
del secondo. Ogni curva del primo fascio ha in @ un gruppo di r tangenti: gli ana- 
loghi gruppi corrispondenti alle varie curve del fascio medesimo formano un’ involu- 
zione di grado r. Similmente avremo un’involuzione di grado r' formata dalle tangenti 
in a alle curve del secondo fascio. Le due involuzioni hanno r-+-r' raggi comuni (24, b), 
ciascuno de’ quali toccando in a due curve corrispondenti de’ due fasci, tocca ivi anche 
la curva C,4,. Laonde questa curva ha r-{»' rami passanti per a, e le tangenti a 
questi rami sono i raggi comuni alle due involuzioni. 

(a) Da ciò segue che, se tutte le curve d’uno stesso fascio hanno alcuna tangente 
comune in a, questa è anche una tangente di C,,,. Supposto che tutte le » tangenti 
in a siano comuni alle curve del primo fascio, epperò siano tangenti anche alla curva 
d’ordine n-+»', le rimanenti »' tangenti di questa sono evidentemente le »' tangenti 
di quella curva C,, del secondo fascio, che corrisponde alla curva C, del primo fascio, 
dotata di un punto multiplo secondo r-+1 in @ (48) *). 

53. L'importante teorema (50) conduce naturalmente a porre questa quistione : 

Dati quanti punti sono necessari per determinare una curva dell’ ordine n +4», 
formare due fasci projettivi, l’uno dell’ ordine », l’altro dell’ordine n’, i quali, colle 
mutue intersezioni delle curve corrispondenti, generino la curva richiesta. 

Ove questo problema sia risoluto, ne conseguirà immediatamente che ogni curva 
data d’ordine n-+n' può essere generata dalle mutue intersezioni delle curve corrispon- 
denti di due fasci projettivi degli ordini n ed n'. |[®?] 

La soluzione di quel problema fondamentale dipende da alcuni teoremi dovuti ai 
signori CHAsLES e JoNQUIÈRES, che ora ci proponiamo di esporre. I quali teoremi però 


*) |Se in entrambi i fasci le curve (d’uno stesso fascio) hanno le stesse tangenti in a, e 
se inoltre si corrispondono fra loro le due curve per le quali a è risp. (r4-1)?, (r°4-1)?»”, in 
tal caso a è multiplo secondo r4+-r'+1 per la curva C,+,. Le tangenti di questa in a sono 
allora i raggi uniti di due involuzioni projettive, di gradi r-+1, r'+1, nelle quali si corri- 
spondono le tangenti alle due curve per le quali a è (r+4+ 1)», (r'+41)2, e si corrispondono 
pure i due gruppi di tangenti comuni ai quali sia aggiunta una retta arbitraria, e questa poi 
venga tolta dai raggi uniti. | 
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risguardano soltanto le curve d’ordine x +n'>2, poichè, per quelle del second’ordine, 
basta la proposizione dimostrata al n. 50, come si vedrà fra poco (59). Ci sia dunque 
lecito supporre n -+x' non minore di 3. 

54. Sopra una curva C,4w d'ordine n -4-w' si suppongano presi »° punti formanti 
la base d’un fascio d’ordine », e ritengasi in primo luogo n >. Siano C,, C, due 
curve di questo fascio. Siccome delle »(w-+»') intersezioni delle curve C,4w, Cn ve 
ne sono n° situate in C',, così (44) le altre wx' saranno sopra una curva C, d’ordine x, 


È i 3 : _n +3 7 Ala 
la quale è determinata [f°], perchè, essendo n >?', si ha Ai epperò nn'= 
' ' 
nn+3 i È PAR Aia 
Al Analogamente: siccome delle (n -»') intersezioni di C,4,;0, ve ne 
sono n° sopra C,, così le altre n' saranno in una curva C',, d’ordine »'. 
I due luoghi d’ordine n-|7', C,-4 CC, e C+» si segano in (n-+w)? punti, 
de’ quali n° ---2nn' =» (n--- 2») sono situati in C,4,. Quindi, siccome a(n + 2n)3 


(4 n) (n + 4-3) MV ia 


9 così (41) anche le altre »'? intersezioni di que’ due 
luoghi, ossia gli »°*? punti comuni a C,, C,, giacciono in C,+n e formano la base 
d’un fascio d’ordine »'. Così abbiamo sopra C,.., due sistemi di punti: l’uno di n° 
punti, base d’un fascio d’ordine »; l’altro di »'° punti, base d’un secondo fascio 
d’ordine »'. Ogni curva C, del primo fascio sega C,4, in altri nw' punti, che determi- 
nano una curva C,. del secondo fascio; e viceversa, questa curva determina la prima. 
Dunque i due fasci sono projettivi e le intersezioni delle curve corrispondenti C,, Cn 
sono tutte situate sopra C,4y- 

(a) In secondo luogo, si supponga n=Z#w'. Ogni curva C,, condotta per gli n° punti 
di C,4,, sega questa curva in altri nx' punti, i quali, in questo caso, non sono in- 
(a—1) (n—-2) 

2 

di questi punti passa anche per tutti gli altri (41, 42). Dunque, assumendo ad arbi- 


trio altri BECaSo) — (n — LA = (adr LL mean) punti, tutti 


. n'(n' +3 n_-1)(n_-2 SEI È : 3 
questi ( 25 I )( ) punti giaceranno in una curva C, d’ordine n°. Quei 


punti addizionali siano presi sulla curva data C,4»- 


dipendenti fra loro, perchè ogni curva d’ordine »' condotta per nn — 

















*) Per n=2, n°=1, si ha n= di di in ogni altro caso è n> di 
#) Se n=2, n'=1, si ha n(n+2n)= Si ene) in n=3 si ha 


2 


n(0 42m) = (PIENE) E fon) En BE A 
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Analogamente: un’altra curva C°,, del fascio d’ordine n, sega C,4, in rw punti 
(oltre gli n° punti-base) e questi insieme agli rina punti ad- 
dizionali suddetti determineranno una curva C/, d’ordine »/. 

I due luoghi d’ordine n-4-w", C,-+-C, e C,-+-C, hanno in comune (n-- #)? punti, 
(n'n+1)(n —n+42) 

2 
—14(n—1)(m—2) epperò 
7 
dunque (41) le rimanenti n°? — ino intersezioni di C,,, C,, sono 
anch’ esse in C,4,, ed insieme ai punti addizionali costituiscono la base d’un fascio 
d’ordine n°. Così, anche in questo caso, abbiamo in C,4» due sistemi di punti, costi- 
tuenti le basi di due fasci, degli ordini n, x. I due fasci sono projettivi, perchè ogni 
curva dell’uno determina una curva dell'altro e reciprocamente. Inoltre le curve cor- 
rispondenti si segano costantemente in punti appartenenti alla data C,,, *). 

(b) Questo teorema mostra in qual modo, data una curva d’ordine n-+' ed in essa 
i punti-base d’un fascio d’ordine », si possano determinare i punti-base d’un secondo 
fascio d’ordine #', projettivo al primo, talmente che i due fasci, colle intersezioni delle 
curve corrispondenti, generino la curva data. Rimane a scoprire come si determinino, 
sopra una curva data d’ordine n-4-x', gli n° punti-base d’un fascio di curve d’ordine ». 

55. In primo luogo osserviamo che dal teorema di CaAyYLEY (44) si ricava: 
(n —1) nn —2) 

2 
di due curve d’ordine », essa contiene anche tutte le altre. Ossia: 
(nn —1)(n-n —-2) 
2 
in una curva d’ordine n-+x', questa contiene anche tutti gli altri. 

Il qual teorema suppone manifestamente n—n —23>0 ossia n>n +2. Sia 
dunque x >wn'--2 e supponiamo che sopra una data curva d’ordine » + »' si vogliano 
prendere »° punti costituenti la base d’un fascio d’ordine n. Affinchè la curva data 
(n —-1)(n-n —-2) 

2 


de’ quali n° + 2wn' + 
(4 n) (4 + 3) 
2 


sono in C,4,. Ma questo numero è 


= ta) E AE 


eguale a 


b 


intersezioni 





Se una curva d’ordine n -+»' contiene n° — 


- punti-base d’un fascio d’ordine » giacciono 





Quando n° — 








contenga gli n° punti-base, basta che ne contenga nì° — , Cioè 
devono essere sodisfatte altrettante condizioni. 


PIG 
Ora, astraendo dalla curva data, gli n° punti-base sono determinati da Lescd 


* CHAsLES, Deux théorèmes généraua sur les courbes et les surfaces géometriques de tous les 
ordres (Comptes rendus, 28 décembre 1857). 


Cremona, tomo I. 94 
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fra essi, e siccome per determinare un punto sono necessarie due condizioni, così per 
determinare tutta la base del fascio abbisognerebbero »(n 4-3) —2 condizioni. Ma 
volendo soltanto che i punti-base siano nella curva data, non si hanno da sodisfare 
(nn —1)(n_n —2) 





che n° — 5 condizioni; quindi rimarranno n. (n-+ 3) — 2— n° + 
= n —-2 n) +43 ) 2 RIPA #0 Hi 
I Ww_n Tue sd ELE Ir Lo dol rana condizioni libere, cioè d’altret- 


tanti elementi si può disporre ad arbitrio. Siccome un punto che debba giacere sopra 
una data curva è determinato da una sola condizione, così potremo prendere, ad arbitrio, 
(-n}+3(n4+n)—2 
2 

Nell’altro caso poi, in cui sia n=» +2, perchè gli n° punti-base siano nella 
curva data, occorrono n° condizioni; quindi, ragionando come dianzi, rimarranno 
n(n+3) —2—n°=3n —2 condizioni libere. Dunque: 

Quando in una curva data d'ordine n-+n' sì vogliono determinare n° punti costi- 
tuenti la base d’un fascio d’ordine n, sì possono prendere ad arbitrio nella curva 


N2 
Sha suli di o, ovvero 3n—-2 punti, secondo che sia n>N 4-2, ovvero 
nzn' + 2%). [5] 

Dai due teoremi ora dimostrati (54, 55) risulta che una curva qualunque d’ ordine mr, 
può essere generata, in infinite maniere diverse, mediante due fasci projettivi, i cui 
ordini n,» diano una somma n + n =m. 

56. Trovato così il numero de’ punti che si possono prendere ad arbitrio sopra una 
data curva d’ordine m, per costituire la base d’un fascio d’ordine n<wm, rimane de- 
terminato anche il numero de’ punti che non sono arbitrari, ma che è d’uopo indivi- 
duare, per rendere complete le basi de’ due fasci generatori. Ed invero: se il numero 
m è diviso in due parti n, n', queste o saranno disuguali, o uguali. Siano dapprima 
disuguali, ed » la maggiore. 





nella curva data punti, per formare la base del fascio d’ordine x. 





O _n}L80E8)2 spa de 


dii e da ni i 
2 


Se n>n'+ 2, il numero de’ punti arbitrari è 


basi de’ due fasci sono rispettivamente determinate da proven 


punti; dunque il numero de’ punti incogniti è 


nn 3) AMAT 9) (n +34 n) 2 
2 2 


—nn' 1. 


*) CHASLES, Détermination du nombre de points qu@on peut prendre etc. (Comptes rendus, 
21 septembre 1857). 
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Se n=» +2, ovvero n=n'---1, il numero de’ punti arbitrari è 3n— 2, quindi 
$ DE, DR n(n+4-3) + n'(n' +3 
i punti incogniti saranno e n ol. 

Quando » ed »' siano uguali, il numero de’ punti arbitrari, che si possono prendere 
nel formare la base del primo fascio, è 3n —2; ma, determinata questa base, si può 
ancora prendere un punto (addizionale) ad arbitrio nel formare la base del secondo 
fascio: come risulta dal n. 54, nel quale il numero de’ punti addizionali arbitrari 


n 1 (Er ) VI SOLO 1 l 
in per n=" diviene appunto ==", Dunque il numero de’ punti 


n(n-13) + nn 43) 
2 A 


incogniti è ———__—__—— In 2) —1=nn' 1. 


Allo stesso risultato si arriva anche partendo da quello de’ due numeri »,7', che 
si suppone minore. Sia n<w'. Allora, nel formare la base del fascio d’ordine » si 
ponno prendere 3n—2 punti arbitrari; fissata questa base, si possono ancora prendere 

"_ — 2 ì . 3 i SA, î 
(arte eli dar) punti arbitrari nella base del secondo fascio; quindi i punti 
incogniti nelle due basi sono in numero 

U I 9 BUPES 1 ica 9 ; 
MAS) IE a a) A et eo) OT 

Concludiamo adunque che, nel formare le basi de’ due fasci d’ordini n,n', genera- 
torì d'una curva d'ordine n-+n', vha sempre un numero nn' —1 di punti che non 
sono arbitrari, ma che bisogna determinare mediante gli elementi che individuano la 
curva. 


57. Siano dati ln punti, pei quali si vuol far passare una curva 


d’ordine n w': cioè si vogliano determinare due fasci d’ordini »,%', projettivi, in 
modo che il luogo delle intersezioni delle curve corrispondenti sia la curva d’ordine 
n-|»n' determinata dai punti dati. 

"(1° +3 ; RELA, . o 
TE Ka 13 2 punti, che individuano le basi de’ due 
fasci, ve ne sono nn' — 1 che non si ponno prendere ad arbitrio, così non si potranno 

, ' 3 ; i 
rear) —2— (nn —1) punti, scelti ad 





Siccome fra gli 


far entrare nelle due basi che 


arbitrio fra i dati. Di questi rimangono così 2wn'-1 liberi. Affinchè la curva richiesta 
passi anche per essi, le curve del primo fascio condotte rispettivamente per quei 
2nn' +1 punti dovranno corrispondere projettivamente alle curve del secondo fascio 
condotte per gli stessi punti. E siccome nello stabilire la projettività di due forme si 
possono assumere ad arbitrio tre coppie di elementi corrispondenti (8), dopo di che, 
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ad ogni quarto elemento della prima forma corrisponde un quarto elemento della se- 
conda, determinato dall’eguaglianza de’ rapporti anarmonici; così la corrispondenza 
projettiva di quelle 2nn'-+1 coppie di curve somministrerà (2720'-4+-1)—3=2 (ne —1) 
condizioni: il qual numero è appunto necessario e sufficiente per determinare gli nn' — 1 
punti incogniti *). 

58. Il problema suenunciato (53) ammette differenti soluzioni, non solo a cagione 
della molteplice divisibilità del numero esprimente l’ordine della curva domandata in 
due parti n, 7', ma anche pei diversi modi con cui si potranno distribuire fra le basi 
de’ due fasci generatori i punti che si assumono ad arbitrio (e quindi anche i punti 
incogniti). 

Da ciò che si è detto al n. 56 risulta che: 

Quando voglionsi formare sopra una curva d’ordine n-|n' le basi di due fasci gene- 
ratori d’ordini n, n', sen, n' sono disuguali, si potranno attribuire al solo fascio d'ordine 
superiore tutt'ì punti che è lecito assumere ad arbitrio; e se n="n', sì possono attribuire 
ad uno de’ fasci, al più, tutti punti arbitrari meno uno **). 


Art. XI. 


Costruzione delle curve di second’ ordine. 


59. Se nel teorema (50) si pone n=w'=1, si ha: 

Date due stelle projettive, è cui centrì siano è punti 0,0', il luogo del punto d’ inter- 
sezione di due raggi corrispondenti è una curva di second’ordine passante pei punti 0,0'. 

Reciprocamente: siano 0, o' due punti fissati ad arbitrio sopra una curva di se- 
cond’ordine; mm un punto variabile della medesima. Movendosi »m sulla curva, i raggi 
om,o m generano due stelle projettive. Quando wm è infinitamente vicino ad o, il raggio 
om diviene tangente alla curva in 0; dunque la tangente in o è quel raggio della prima 
stella, che corrisponde alla retta 0'0 considerata come appartenente alla seconda stella. 

Da ciò scende immediata la costruzione della curva di second’ ordine, della quale 
siano dati cinque punti abcoo'. Si assumano due di essi, 00°, come centri di due stelle 
projettive, nelle quali (0a, oa), (00, 06), (oc, 0'c) siano tre coppie di raggi corrispon- 
denti. Qualunque altro punto della curva sarà l'intersezione di due raggi corrispondenti 
di queste stelle (3). Del resto, questa costruzione coincide con quella che si deduce dal 
teorema di Pascar (45, c). La qual costruzione si applica, senza modificazioni, anche 





*) JONQUIÈRES, Essai sur la genération des courbes ete. p. 13-14. 
** CHASLES, Détermination du nombre de points etc. c. s. 
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al caso in cui due de’ punti dati siano infinitamente vicini sopra una retta data, ossia 
in altre parole, al caso in cui la curva richiesta debba passare per quattro punti dati 
ed in uno di questi toccare una retta data; ecc. 

Se nelle due stelle projettive, i cui centri sono 0, 0', la retta 00' corrisponde a sè 
medesima, ogni punto di essa è comune a due raggi corrispondenti (sovrapposti), epperò 
quella retta è parte del luogo di second’ ordine generato dalle due stelle projettive. 
Dunque questo luogo è composto della 00° e' di un’altra retta, la quale conterrà le 
intersezioni de’ raggi corrispondenti delle due stelle (50, b). 

60. Date due punteggiate projettive A,A', di qual classe è la curva inviluppata 
dalla retta che unisce due punti corrispondenti? ossia, quante di tali rette passano per 
un punto arbitrario 0? Consideriamo le due stelle che si ottengono unendo o ai punti 
della retta A ed ai corrispondenti punti di A': tali stelle sono projettive alle due pun- 
teggiate, epperò projettive tra loro. Ogni retta che unisca due punti corrispondenti 
di A, A’ e passi per o, è evidentemente un raggio comune delle due stelle, cioè un 
raggio che coincide col proprio corrispondente. Ma due stelle projettive concentriche 
hanno due raggi comuni (10); dunque per o passano due rette, ciascuna delle quali è 
una tangente dell’inviluppo di cui si tratta. Per conseguenza quest’inviluppo è di se- 
conda classe. 

Il punto comune alle due rette date si chiami p o g', secondo che si consideri come 
appartenente alla prima o alla seconda punteggiata; e siano p',q i punti corrispon- 
denti a p,g'. Le rette pp' (A) e gg' (A) saranno tangenti alla curva di seconda classe; 
dunque questa è tangente alle rette date. 

Reciprocamente: due tangenti fisse qualunque A, A' di una curva di seconda classe 
sono incontrate da una tangente variabile M della stessa curva in punti a, a' che for- 
mano due punteggiate projettive. Quando M è prossima a confondersi con A,a è il 
punto in cui A tocca la curva; dunque A tocca la curva nel punto g corrispondente 
al punto g' di A', ove questa retta è segata da A. 

Di qui si deduce la costruzione, per tangenti, della curva di seconda classe deter- 
minata da cinque tangenti. Due di queste sono incontrate dalle altre tre in tre coppie 
di punti, i quali, assunti come corrispondenti, individuano due punteggiate projettive. 
Qualunque altra tangente della curva richiesta sarà determinata da due punti corri- 
spondenti di queste punteggiate. 

Se nelle due rette punteggiate projettive A, A', il punto di segamento delle due 
rette corrisponde a sè medesimo, ogni retta condotta per esso unisce due punti corri- 
spondenti (coincidenti); laonde quel punto è parte dell’inviluppo di seconda classe ge- 
nerato dalle due punteggiate. Cioè quest’inviluppo sarà composto del detto punto e 
di un secondo punto, pel quale passeranno tutte le rette congiungenti due punti cor- 
rispondenti delle punteggiate date (3). 
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61. Da un punto qualunque di una curva di seconda classe non può condursi alcuna 
retta a toccare altrove la curva (30), cioè una retta che tocchi la curva in un punto 
non può incontrarla in alcun altro punto. Dunque una curva di seconda classe è anche 
di second’ ordine. 

Analogamente si dimostra che una curva di second’ordine è anche di seconda classe. 
V’ha dunque identità fra le curve di second’ ordine e quelle di seconda classe: a patto 
però che si considerino curve semplici. Perchè il sistema di due rette è bensì un luogo 
di second’ ordine, ma non già una linea di seconda classe; e così pure, il sistema di 
due punti è un inviluppo di seconda classe, senz’ essere un luogo di second’ ordine. 

Le curve di second’ ordine e seconda classe si designano ordinariamente col nome 
di coniche. 

62. Dal teorema (59) risulta che, se abcd sono quattro punti dati di una conica 
ed m un punto variabile della medesima, il rapporto anarmonico de’ quattro raggi 
m(a,b,c,d) è costante, epperò eguale a quello delle rette a(a,d,c,d), ove aa 
esprime la retta che tocca la conica in a. 

Reciprocamente: dati quattro punti abcd, il luogo di un punto w, tale che il rap- 
porto anarmonico delle rette m(a,d,c,d) abbia un valore dato À, è una conica pas- 
sante per abced, la quale si costruisce assai facilmente. Infatti: se s’ indica con aa una 
retta condotta per a e tale che il rapporto anarmonico delle quattro rette a(a, d, c, d) 
sia eguale a À, la conica richiesta sarà individuata dal dover passare per abed e toc- 
care in a la retta aa. 

Il luogo geometrico qui considerato conduce alla soluzione del seguente problema: 

Date cinque rette 0o'(a', d', c', d', e’) concorrenti in un punto o' e dati cinque punti 
abede, trovare un punto o tale che il fascio di cinque rette o(a,d,c, d, e) sia projet- 
tivo al fascio analogo 0'(a', d', c', d', e). 

S'imagini la conica luogo di un punto w tale che i due fasci m (a, d, c, d), 0'(a', d', c', d') 
abbiano lo stesso rapporto anarmonico. E similmente si imagini la conica luogo di un 
punto » tale che i due fasci n (a, 6, c, e), 0‘(a', 8',c', e) abbiano lo stesso rapporto anar- 
monico. La prima conica passa pei punti abcd; la seconda per abdce; entrambe poi sono 
pienamente individuate. 

Ora, siccome il richiesto punto o dee possedere sì la proprietà del punto m che 
quella del punto n, così esso sarà situato in entrambe le coniche. Queste hanno tre 
punti comuni abc dati a priori; dunque la quarta loro intersezione sarà il punto do- 
mandato. Questo punto si costruisce senza previamente descrivere le due curve; come 
sì mostrerà qui appresso. 

63. Le coniche passanti per gli stessi quattro punti abco formano un fascio di 
second’ ordine. Fra quelle coniche ve ne sono tre, ciascuna delle quali è il sistema di 
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due rette: esse sono le tre coppie de’ lati opposti (bc, ao), (ca, do), (ad, co) del quadran- 
golo completo a cui sono circoscritte tutte le coniche proposte. 

Se per un vertice del quadrangolo, ex. gr. per a, si conduce un’arbitraria trasver- 
sale A, essa sega ciascuna conica del fascio in un punto. Viceversa ogni punto della 
trasversale individua una conica del fascio, che viene ad essere determinata dal detto 
punto e dai quattro dati abco. Dunque il fascio di coniche e la punteggiata ch’ esse 
segano sulla trasversale A sono due forme geometriche projettive: in altre parole, 
il rapporto anarmonico de’ quattro punti in cui quattro date coniche del fascio segano 
una trasversale condotta per un punto-base è costante, qualunque sia la direzione della 
trasversale e qualunque sia il punto-base; ed invero quel rapporto anarmonico è eguale 
a quello delle quattro coniche (46). 

Segue da ciò, che due trasversali A, B condotte ad arbitrio per due punti-base @,d 
rispettivamente, incontreranno le coniche del fascio in punti formanti due punteggiate 
projettive: purchè si assumano come corrispondenti que’ punti m,m' ove una stessa 
conica è incontrata dalle due trasversali. Si osservi inoltre che in queste due punteg- 
giate il punto d’incontro delle due trasversali corrisponde a sè stesso, perchè la conica 
del fascio determinata da quel punto incontra ivi entrambe le trasversali. Per conse- 
guenza, ogni retta mm' che unisca due punti corrispondenti delle punteggiate passa 
per un punto fisso è (3, 60). Ogni retta condotta per è segherà le due trasversali A, B 
in due punti situati in una stessa conica del fascio. Dunque: la retta co (che insieme 
ad ab costituisce una conica del fascio) passa per i; il punto in cui A sega de ed il 
punto in cui B sega ao sono in linea retta con i; e così pure, il punto in cui A sega do 
ed il punto in cui B sega ac sono in una retta passante per 4. 

64. Suppongasi ora che una conica sia individuata da cinque punti dati abedf; ed 
una seconda conica sia individuata dai punti pur dati abcef'. Le due coniche hanno 
tre punti comuni a, d, c dati a priori; si vuol costruire il quarto punto comune o, senza 
descrivere attualmente le coniche. 

Si conducano le rette ad, de' e si chiamino rispettivamente A, B. La retta A in- 
contrerà la seconda conica in un punto e che, in virtù del teorema di PascaL, si sa 
costruire senza delineare la curva. Così la retta B incontrerà la prima conica in un 
punto d'. Le rette dd', ee' concorrano in un punto è. Sia w il punto comune alle rette A 
e be; ed m' quello ove si segano B ed <m. Il punto o comune alle am' ed ic sarà il 
richiesto. Questa costruzione è pienamente giustificata dalle cose esposte nel numero 


precedente *). 





*) Veggasi anche: SCAROTER, Problematis geometrici ad superficiem secundi ordinis per 
data puncta construendam spectantis solutio nova, Vratislavie 1862, p. 13. { Ed inoltre: Poxn- 
CELET, Applications d’analyse et de géométrie, tome 2, Paris 1864, p. 77. } 


376 INTRODUZIONE AD UNA TEORIA GEOMETRICA DELLE CURVE PIANE. 


ART RIE 


Costruzione della curva di terz’ ordine determinata da nove punti. 


65. Il teorema generale (50) per n=2, n'=1, suona così: 

Dato un fascio di coniche, projettivo ad una stella data, il luogo de’ punti in cui i 
raggi della stella segano le corrispondenti coniche è una curva di tere’ ordine (0 cubica) 
passante pei quattro punti comuni alle coniche e pel centro della stella. 

Se o è il centro della stella, la tangente in o alla cubica è il raggio corrispondente 
a quella conica (del fascio) che passa per o. 

Se a è uno de’ punti-base del fascio di coniche, la tangente in a alla cubica è la 
retta che nel punto medesimo tocca la conica corrispondente al raggio 0a (51, a). 

I teoremi inversi del precedente si ricavano da quello del n.° 54: 

1.° Fissati ad arbitrio in una cubica quattro punti abed, ogni conica descritta per 
essi sega la cubica in due punti mwm'; la retta mm' passa per un punto fisso o della 
cubica medesima. Le coniche per abed e le rette per o formano due fasci projettivi. 
Il punto o dicesi opposto ai quattro punti abed. 

2.° Fissati ad arbitrio in una cubica tre punti abc ed un altro punto o, ogni retta 
condotta per o sega la curva in due punti mm'; la conica descritta per abcmm' passa 
per un altro punto fisso d della cubica. Le coniche per abcd e le rette per o si cor- 
rispondono proiettivamente. 

66. Siano ora dati nove punti abcdefghi e si voglia costruire la curva di terz’ordine 
da essi determinata, mediante due fasci projettivi, l’uno di coniche, l’altro di rette. 
Per formare le basi de’ due fasci sono necessari cinque punti: ma uno fra essi (57) 
non può essere assunto ad arbitrio fra i punti dati, bensì solamente gli altri quattro. 

Secondo che il punto incognito si attribuisce al fascio di rette o al fascio di coniche» 
si hanno due diversi modi di costruire la curva di terz’ordine, i quali corrispondono 
ai due teoremi (65, 1.°, 2.9). Noi qui ci limitiamo al solo primo modo di costruzione, 
che è dovuto al sig. CHASLES *). 





*) Construction de la courbe du 3. ordre déterminée par neuf points (Comptes rendus, 30 
mai 1853). 

Per altre costruzioni delle cubiche e delle curve d’ordine superiore veggansi le eccellenti 
Memorie: JONQUIÈRES, Essai sur la génération des courbes géométriques etc. — HAERTENBERGER, 
Ueber die Erzeugung geometrischer Curven (Giornale CRELLE-BORCHARDT, t. 58, Berlino 1860, 
p. 54). — | Cfr. GRASSMANN nel Giornale di Crelle, t. 31, 36, [42, 44], 52} [anni 1846, 1848, 1851, 
1852, 1856]. 
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Imaginiamo le cinque coniche circoscritte al quadrangolo abcd e passanti rispetti- 
vamente per e, f, g, 4, î. Il sistema di queste cinque coniche si può rappresentare col 
simbolo: 

(abed) (e, f,g,h,è). 
Si tratta dunque di trovare un punto o tale che il sistema di cinque rette 


olesh, gole) 


sia projettivo al sistema delle cinque coniche. Siccome quest’ultimo sistema è projet- 
tivo a quello delle tangenti alle coniche nel punto a (46), così l’attuale problema coin- 
cide con uno già risoluto (62, 64). Determinato il punto 0 opposto ai quattro abed, sono 
determinati i fasci generatori; e con ciò la quistione è risoluta. 

67. Suppongansi ora due cubiche individuate da due sistemi di nove punti, fra i 
quali ve ne siano quattro abcd comuni alle due curve. Queste si segheranno in altri 
cinque punti che individuano una conica. Questa conica può essere costruita senza co- 
noscere quei cinque punti, cioè senza descrivere le due cubiche. 

Si consideri il fascio delle coniche circoscritte al quadrangolo abed; una qualunque 
di esse sega la prima cubica in due punti wm » e la seconda cubica in due altri punti m' n. 
Le rette mn,m%w incontrano nuovamente le cubiche in due punti fissi 0, 0' che sono 
gli opposti ai dati abcd, rispetto alle due cubiche medesime. Variando la conica, le 
rette omn, o'm'n' generano due stelle projettive al fascio di coniche, epperò projettive 
fra loro. I raggi corrispondenti di queste stelle si segano in punti il cui luogo è una 
conica passante per 0,0° ed anche pei cinque punti incogniti comuni alle due cubiche. 
Essa è dunque la conica domandata. 

(a) Di questa conica si conoscono già due punti 0,0‘; altri tre si possono dedurre 
dalle tre coppie di lati opposti del quadrangolo abed, considerate come coniche speciali 
del fascio. Infatti: siano wm, i punti in cui la prima cubica è incontrata nuovamente 
dalle rette de, ad; ed m',x' quelli in cui queste medesime rette segano la seconda 
cubica. Le rette mn, m'n' sono due raggi corrispondenti delle due stelle projettive, i 
cui centri sono 0, 0'; dunque il loro punto comune appartiene alla conica richiesta. 
Analogamente dicasi delle altre due coppie di lati opposti (ca, dd), (ab, cd). [f*] 

Di qui segue che, de’ nove punti comuni a due cubiche, cinque qualunque indivi- 
duano una conica la quale passa pel punto opposto agli altri quattro, rispetto a cia- 
scuna delle cubiche *). | 

(b) Siano abed, a'd'e'd' otto punti comuni a due cubiche; 0,0' i punti opposti ai 
due sistemi abed, a'd'e'd', rispetto alla prima cubica. La retta 00' sega questa cubica 
in un terzo punto x. Dalla definizione del punto opposto segue che le coniche indivi- 





* PLUCKER, Theorie der algeb. Curven, p. 56. 
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duate dai due sistemi abedo', a'd'e'd'o passano entrambe per x. Dunque « è il nono 
punto comune alle due cubiche *). 

(c) Se abcd sono quattro punti di una cubica, il loro punto opposto 0 può essere 
determinato così. Siano m,% i punti in cui la curva è incontrata dalle rette ad, cd; 
la retta mn segherà la curva medesima in o. Se i punti abed coincidono in un solo a, 
anche m,» coincidono nel punto # in cui la cubica è segata dalla tangente in a; ed 
o diviene l'intersezione della curva colla tangente in m. Dunque, se (39, b) m si chiama 
il tangenziale di a ed o il tangenziale di m ossia il secondo tangenziale di a, si avrà: 

Se una conica ha un contatto quadripunto con una cubica, la retta che unisce gli altri 
due punti di segamento passa pel secondo tangenziale del punto di contatto. 

Da ciò segue immediatamente che: 

La conica avente un contatto cinquipunto con una cubica incontra questa sulla retta 
congiungente il punto di contatto al suo secondo tangenziale **). 

(d) Dai teoremi (0) e (c) si raccoglie che, se due cubiche hanno fra loro due contatti 
quadripunti ne’ punti @, a’, il nono punto di intersezione x è in linea retta coi secondi 
tangenziali 0,0' de’ punti di contatto a, a'. Se @,a' coincidono, anche 0' coincide con 
o ed x è il suo tangenziale, cioè il terzo tangenziale di a; dunque: 

Tutte le cubiche aventi un contatto ottipunto con una data cubica in un medesimo 
punto, passano pel terzo tangenziale del punto di contatto ***). 

(e) Il teorema (45, b) applicato ad una curva del terz’ ordine suona così: 

Se una cubica è segata da una curva dell’ordine » in 3» punti, i tangenziali di 
questi giacciono tutti in un’altra curva dell’ordine n. 

Donde segue immediatamente (44): 

Le coniche aventi un contatto cinquipunto con una data cubica ne’ punti in cui 
questa è segata da una curva dell’ordine x, segano la cubica medesima in 3» punti 
situati in un’altra curva dell’ ordine n. 

Ed anche: 

Se una conica ha un contatto cinquipunto con una cubica in @ e la sega in d, e se 
a',b' sono i tangenziali di a, d, un’altra conica avrà colla cubica un contatto cinqui- 


punto in a' e la segherà in d. 





*) HART, Construction by the ruler alone to determine the ninth point of intersection of two 
curves of the third degree (Cambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. 6, Cambridge 
1851, p. 181). 

#4) PONCELET, Analyse des transversales, p. 135. 

*##) SALMON, On curves of the third order (Philosophical Transactions of the Royal Society, 
vol. 148, part 2, London 1859, p. 540). 


SEZIONE II. 
TEORIA DELLE CURVE POLARI. 


Art. XIII. 


Definizione e proprietà fondamentali delle curve polari. 


68. Sia data una linea piana C,, dell’ordine x, e sia o un punto fissato ad arbitrio nel 
suo piano. Se intorno ad o si fa girare una trasversale che in una posizione qualunque 
seghi C,, in » punti 4,4»... @,, il luogo de’ centri armonici, di grado r, del sistema 
a,4% ...@, rispetto al polo o (11) sarà una curva dell’ordine r, perchè essa ha r punti 
sopra ogni trasversale condotta per o. Tale curva si dirà polare (n —r)e* del punto 
o rispetto alla curva data (curva fondamentale) *). 

Così il punto o dà origine ad #»—1 curve polari relative alla linea data. La prima 
polare è una curva d’ordine n —1; la seconda polare è dell'ordine n— 2; ecc. L'ultima 
od (2— 1)” polare, cioè il luogo dei centri armonici di primo grado, è una retta **). 

69. I teoremi altrove dimostrati (Art. III), pei centri armonici di un sistema di » 
punti in linea retta, si traducono qui in altrettante proprietà delle curve polari relative 
alla curva data. 

(a) Il teorema (12) può essere espresso così: se m è un punto della polare (n —r)"" 
di 0, viceversa 0 è un punto della polare (r)"“ di m ***). 

Ossia: 

Il luogo di un polo, la cui polare (r)"" passi per un dato punto 0, è la polare (n—r)"" di 0. 

Per esempio: la prima polare di o è il luogo de’ poli le rette polari de’ quali passano 
per 0; la seconda polare di o è il luogo de’ poli le cui coniche polari passano per 
questo punto; ecc. 





*) GRASSMANN, Theorie der Centralen (Giornale di CRELLE, t. 24, Berlino 1842, p. 262). 
##) Il teorema relativo ai centri armonici di primo grado è di Cores; vedi MACLAURIN, 
L. c. p. 205. i 
*##) BOBILLIER, Théorèmes sur les polaires successives (Annales de GERGONNE, t. 19, Nismes 
1828-29, p. 305), 
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(b) Dal teorema (13) segue immediatamente che: 

Un polo qualsivoglia 0 ha la stessa polare d'ordine s[5*] rispetto alla data linea C, 
e rispetto ad ogni curva polare d'ordine più alto, dello stesso punto 0, considerata come 
curva fondamentale. 

Dunque: la seconda polare di o rispetto a C, è la prima polare di o relativa 
alla prima polare del punto stesso presa rispetto a C,; la terza polare è la prima 
polare relativa alla seconda polare ed anche la seconda polare relativa alla prima po- 
lare; ecc. 

(c) Il teorema (14) somministra [4] il seguente: 

La polare (r')"% di un punto o' rispetto alla polare (r)"® di un altro punto 0 (relativa 
a C,) coincide colla polare (r)"% di 0 rispetto alla polare (r')" di 0' (relativa a C,)*). 

Questo teorema è, come apparirà in seguito, fecondo di molte conseguenze. Ecco 
intanto una proprietà che emerge spontanea dal confrontarlo col teorema (69, a). 

(d) Supponiamo che la polare (7)? di o' rispetto alla polare (r)" di o passi per 
un punto w, ossia che la polare (r)" di o rispetto alla polare (r°)" di o' passi per m. 
Dal teorema (69, a) segue che la polare (rr) di m rispetto alla polare (r°)?*@ 
di o' passerà per o, ossia che la polare (r))" di o' rispetto alla polare (0 Srl 
di m passa per o. Dunque: 

Se la polare (r)" di o' rispetto alla polare (r)" di o passa per m, la polare (r')"@ 
di o' rispetto alla polare n—-r—r)"% di m passa per 0. 

70. Tornando alla definizione (68), se il polo o è preso nella curva fondamentale, 
talchè esso tenga luogo di uno degli » punti @,@,...@,, il centro armonico di primo 
grado si confonderà con o. Ma se la trasversale è tangente alla curva in o, due de’ punti 
103 ...A, coincidono con 0; onde, riuscendo indeterminato il centro armonico di primo 
grado, può assumersi come tale un punto qualunque della trasversale (17). Questa è 
dunque, nel caso attuale, il luogo de’ centri armonici di primo grado; vale a dire: la 
retta polare di un punto della curva fondamentale è la tangente in questo punto. 

Quando il polo non giaccia nella curva fondamentale, ma la trasversale le sia tan- 
gente, due de’ punti a,a, ... a, coincidono nel punto di contatto; epperò questo sarà (16) 
un centro armonico di grado r—1, ossia un punto della prima polare. Dunque: la prima 
polare di un punto qualunque sega la curva fondamentale ne’ punti ove questa è toccata 
dalle rette tangenti che passano pel polo. 

La prima polare è una curva dell’ordine n—1, talchè segherà C, in n(n—1) 


* PLUCOKER, Ueber ein neues Coordinatensystem (Giornale di CRELLE, t. 5, Berlino 1830, 
pag. 34). 
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punti. Donde s’inferisce che da un punto qualunque si possono condurre »(n— 1) 
tangenti alla curva fondamentale *), ossia: 

Una curva dell'ordine n è, in generale, della classe n(n— 1). 

71. Se il polo o è preso nella curva fondamentale, qualunque sia la trasversale 
condotta per o, una delle intersezioni @,4,...@, coincide con o medesimo; onde (17) o 
sarà un centro armonico, di ciascun grado, del sistema @,0:...@, rispetto al polo o. 
E ciò torna a dire che tutte le polari di o dalla prima sino all’ (n —1)”"® passano per 
questo punto. 

Ma v' ha di più. Se la trasversale è tangente a C,, in o, in questo sono riuniti due 
punti a, quindi anche (17) due centri armonici di grado qualunque; cioè la curva fon- 
damentale è toccata în o da tutte le polari di questo punto. 

Dallo stesso teorema (17) segue ancora che la prima polare di un punto o della 
curva fondamentale è il luogo de’ centri armonici di grado n— 2, relativi al polo 0, 
del sistema di n—1 punti in cui C,, è incontrata da una trasversale variabile con- 
dotta per o. Gli n(n—1)—2 punti in cui la prima polare di o sega C, (oltre ad 0, 
ove queste curve sì toccano) sono i punti di contatto delle rette che da o si possono 
condurre a toccare altrove la curva data. 

72. Supponiamo che la curva C,, abbia un punto d multiplo secondo il numero r. 
Ogni retta condotta per d sega ivi la curva in » punti coincidenti, epperò (17) d sarà 
un punto (x)? per ciascuna polare del punto stesso. 

Ciascuna delle tangenti agli » rami di C, incontra questa curva in y-+4-1 punti 
coincidenti in d (31); onde considerando la tangente come una trasversale (68), in d 
coincidono »-|-- 1 punti a, epperò anche r-+ 1 centri armonici di qualunque grado, ri- 
spetto al polo d (17). Dunque le » tangenti di C,, nel suo punto multiplo d toccano 
ivi anche gli y rami di qualunque curva polare di d. 

Ne segue che le polari (n—1)",(n— 2)", ... (n—r+1)"® del punto d sono 
indeterminate, e la polare (#n—r)"© del punto stesso è il sistema delle 7 tangenti dianzi 
considerate (31) **). 

Quest'ultima proprietà si rende evidente anche osservando che, risguardata la tan- 
gente in dad un ramo di C, come una trasversale condotta pel polo d (68), vi sono 
r-|--1 punti a coincidenti insieme col polo, onde qualunque punto della trasversale potrà 


*) PONCELET, Solution... suivie d’une théorie des polaires réciproques etc. (Annales de 
GERGONNE, t. 8, Nismes 1817-18, p. 214). 
##) | Viceversa, se le polari (n—1)"%, (n—2)",...(n—r+1)?4 di un punto d sono inde- 


terminate, la polare (n—r)* sarà il sistema di r rette incrociate in d, e questo punto sarà 
multiplo secondo r per la curva fondamentale. | 
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essere assunto come centro armonico di grado r (17). Cioè il fascio delle tangenti agli r 
rami di C, costituisce il luogo dei centri armonici di grado », rispetto al polo d. 

73. Sia o un polo dato ad arbitrio nel piano della curva C,, dotata di un punto d 
multiplo secondo r. Condotta la trasversale 04,» punti a coincideranno in d; quindi (16) 
questo medesimo punto terrà luogo di r—s centri armonici del grado n —s ($<r). 

‘Da ciò segue che la polare (s)" di o passa per d. La polare [(a—-s)—(r—s)]"@ 
di d rispetto alla polare (s)" di o coincide [69, c] colla polare (s)"“ di o rispetto alla polare 
(n—r)"° di d; ma quest’ultima è il sistema di + rette incrociate in d; dunque [59] 
la polare [(n—s) —(r—s)]"® di d rispetto alla polare (s)"?@ di o consta di »r—s rette 
per d. Cioè [cfr. nota al n.° preced.] d è un punto (r —s)?‘ per la polare (s)"® di 0, e 
Je tangenti a questa in d sono le »r —s rette formanti la polare (s)" di o rispetto al 
fascio delle » tangenti di C, in d}. Ossia: 

Un punto (vr)?! della curva fondamentale è multiplo secondo rv —s per la polare (s)"@ 
di qualsivoglia polo. |®°] 

(a) Applichiamo le cose premesse al caso che ©, sia il sistema di » rette concor- 
renti in uno stesso punto d. Questo, essendo un punto (n)? pel luogo fondamentale, 
sarà multiplo secondo n —1 per la prima polare di un punto qualunque 0; la quale 
sarà per conseguenza composta di n —1 rette incrociantisi in d. 

Condotta pel polo o una trasversale qualunque che seghi le » rette date in 
A Ag ...An, SC My Mg... Mn, SONO i centri armonici di grado n—1, le rette d(m1,2,...Mn_1) 
costituiranno la prima polare di o (20). Questa prima polare non cambia (18), quando 
il polo o varii mantenendosi sopra una retta passante per d. 

Se fra le n rette date ve ne sono s coincidenti in una sola da, nel punto a saranno 
riuniti (16) s—1 centri armonici di grado »—1, epperò s—1 rette dm coincideranno 
in da, qualunque sia 0. 

(b) Come caso particolare, per n=2 si ha: 

Se la linea fondamentale è un pajo di rette d(a,, a»), la polare di un punto o è la 
retta coniugata armonica di do rispetto alle due date *). E se queste coincidono, con 
esse si confonde anche la polare, qualunque sia il polo. 

74. Ritorniamo ad una curva qualunque C, dotata di un punto (r)?° d. Assunto 
un polo arbitrario 0, la prima polare di questo passerà »—1 volte per d (73); e le 
r rette tangenti a C, in d costituiranno l’(n—-7)"“ polare del medesimo punto d (72). 
Analogamente le "—1 tangenti in d alla prima polare di o formano 1° ((- 1)-(r_- 1))"" 
polare di d rispetto alla prima polare di 0, ossia, ciò che è lo stesso (69, c), la prima 
polare di o rispetto all’(n—r)"® polare di d. Dunque (73, a): 


*) A questa retta si dà il nome di polare del punto o rispetto all'angolo a,da,. 
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Se la curva fondamentale ha un punto (r)V! d, le tangenti in A alla prima polare 
di un polo qualunque o sono le vr—1 rette, il cui sistema è la prima polare dì 0 ri- 
spetto al fascio delle r tangenti alla curva fondamentale in d. 

(a) Di qui s’inferisce, in virtù del teorema (73, a), che le prime polari di tutt’ i 
punti di una retta passante per d4 hanno in questo punto le stesse rette tangenti. 

(b) Inoltre, se s tangenti di C,, nel punto multiplo d coincidono in una sola retta, 
in questa si riuniranno anche s—1 tangenti della prima polare di o (73, a); onde, 
in tal caso, d rappresenta r(r—1){s—1 intersezioni di C, colla medesima prima 
polare (32). Il numero delle intersezioni rimanenti è n(n—1)—r(r-1)—($—1); 
perciò questo numero esprime quante tangenti (70) si possono condurre dal punto o 
alla curva fondamentale (supposto però che questa non abbia altri punti multipli). In 
altre parole: 

Se la curva fondamentale ha un punto multiplo secondo r, con s tangenti sovrapposte, 
la classe della curva è diminuita di r(r—1)4+s—1 unità. 

(c) Queste proprietà generali, nel caso r=2, s=1 e nel caso r=2, s=2, 
danno (73, b): 

Se la curva fondamentale ha un punto doppio d, la prima polare di un polo qua- 
lunque o passa per d ed ivi è toccata dalla retta coniugata armonica di do rispetto 
alle due tangenti della curva fondamentale. 

Se la curva fondamentale ha una cuspide d, la prima polare di un polo qualunque 
passa per d ed ivi ha per tangente la stessa retta che tocca la curva data. 

Per conseguenza, la prima polare di o sega C,, in altri n(n—-1)—2 0 n(n—1)—3 
punti (oltre d), secondo che d è un punto doppio ordinario o una cuspide. Cioè la 
classe di una curva s’abbassa di due unità per ogni punto doppio e di fre per ogni 
cuspide *). 

(d) Per r qualunque ed s=1 si ha: 

Se C, ha r rami passanti per uno stesso punto con tangenti tutte distinte, la classe 
è diminuita di »(r—1) unità; vale a dire, un punto (r)?? con » tangenti distinte pro- 


duce lo stesso effetto, rispetto alla classe della curva, come dai punti doppi or- 


dinari. La qual cosa è di un’evidenza intuitiva; perchè, se » rami s’incrociano in uno 





3 . rir_1 : 2 ; 
stesso punto, questo tien luogo degli ( a punti doppi che nascono dall’ interse- 
carsi di quei rami a due a due. 

Ma se s rami hanno la tangente comune, combinando ciascun d’essi col successivo 





*) PLUCKER, Solution d’une question fondamentale concernant la théorie générale des courbes 
(Giornale di CRELLE, t. 12, Berlino 1834, p. 107). 


384 INTRODUZIONE AD UNA TEORIA GEOMETRICA DELLE CURVE PIANE. 


si hanno s— 1 cuspidi, mentre ogni altra combinazione di due rami darà un punto 
doppio ordinario. Ossia: un punto (r)P" con s tangenti riunite produce, rispetto alla 


r(r—1) 


sore (s—1) punti 


classe della curva, la stessa diminuzione che produrrebbero 
doppî ordinari ed s—1 cuspidi. 

75. Da un polo o condotte due trasversali a segare la curva fondamentale ©, ri- 
spettivamente in a,0,...@,, 00: ...d,, S€ a, sono i centri armonici, di primo grado, 
di questi due sistemi di » punti rispetto ad o, la retta polare di o sarà af. Donde 
segue che, se pei medesimi punti @,4...@,,0;0; ...b, passa una seconda linea C, 
dell’ordine n, la retta af sarà la polare di o anche rispetto a C',. Imaginando ora che 
le due trasversali 0a, ob siano infinitamente vicine, arriviamo al teorema: 

Se due linee dell’ordine n si toccano în n punti situati in una stessa retta, un punto 
qualunque di questa ha la medesima retta polare rispetto ad entrambe le linee date *). 

La seconda linea può essere il sistema delle tangenti a C,, negli » punti @,02...@n; 
dunque: 

Un polo, che sia în linea retta con n punti di una curva dell’ordine n, ha la stessa 
retta polare rispetto alla curva e rispetto alle tangenti di questa negli n punti. 

Ciò torna a dire che, se una trasversale tirata ad arbitrio pel polo o incontra la 
curva in cics-..6, e le n tangenti in ft....%,, si avrà (11): 


1 1 1 1 1 1 


oc. | 06» DCR RE 0 





). 


76. Sian date » rette A1A3... A, situate comunque nel piano, ed un polo 0; sia 
P, la retta polare di o rispetto al sistema delle n—1 rette A,A,... A, A, 41. An 
considerato come luogo d’ordine x —1; e sia @, il punto in cui P, incontra A,. In 
virtù del teorema (15), a, è anche il centro armonico di primo grado, rispetto al polo 0, 
del sistema di » punti in cui le » rette date sono tagliate dalla trasversale 0a,; dunque: 

Date n rette ed un polo 0, il punto, în cui una qualunque delle rette date incontra la 
retta polare di o rispetto alle altre n—-1 rette, giace nella retta polare di o rispetto alle 
morebe ter), [ST] 

Da questo teorema, per n=3, si ricava: 

Le rette polari di un punto dato rispetto agli angoli di un trilatero incontrano i 
lati rispettivamente opposti in tre punti situati in una stessa retta, che è la polare del 
punto dato rispetto al trilatero risguardato come luogo di terz’ ordine. 


*) SALMON, A treatise on the higher plane curves, Dublin 1852, p. 54. 
*#) MACLAURIN, Z. c. p. 201. 
*#*) CAYLEY, Sur quelques théorèmes de la géométrie de position (Giornale di CRELLE, t. 34, 
Berlino 1847, p. 274). 
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E reciprocamente: se i lati dc, ca, ab di un trilatero abc sono incontrati da una 
trasversale in a',d',c, e se @,,d;,c, sono ordinatamente i coniugati armonici di @,d',c 
rispetto alle coppie de, ca, ab, le rette aa,, db, , cc concorrono in uno stesso punto (il 
polo della trasversale). 

77. Le prime polari di due punti qualunque 0,0’ (rispetto alla data curva C,) si 
segano in (n—1)° punti, ciascun de’ quali, giacendo in entrambe le prime polari, avrà 
la sua retta polare passante sì per o che per o’ (69, a). Dunque: 

Una retta qualunque è polare di (n—1)} punti diversi, è quali sono le intersezioni 


' 


delle prime polari di due punti arbitrari della medesima. Ossia: 

Le prime polari di tutti punti di una retta formano un fascio di curve passanti 
per gli stessi (n—1)} punti *). 

(a) In virtù di tale proprietà, tutte le prime polari passanti per un punto o hanno 
in comune altri (2 —1)° —1 punti, cioè formano un fascio, la base del quale consta 
degli (2 —1) poli della retta polare di o. Per due punti 0,0' passa una sola prima 
polare ed è quella il cui polo è l'intersezione delle rette polari di o ed 0°. 

Dunque tre prime polari bastano per individuare tutte le altre. Infatti: date tre 
prime polari C', C", C", i cui poli non siano in linea retta, si domanda quella che passa 
per due punti dati 0,0'. Le curve C', C" determinano un fascio, ed un altro fascio è 
determinato dalle C', C'"". Le curve che appartengono rispettivamente a questi due fasci 
e passano entrambe per o individuano un terzo fascio. Quella curva del terzo fascio 
che passa per o' è evidentemente la richiesta. 

(b) Se tre prime polari, i cui poli non siano in linea retta, passano per uno stesso 
punto, questo sarà comune a tutte le altre prime polari e sarà doppio per la curva 
fondamentale (73): infatti la sua retta polare, potendo passare per qualunque punto 
del piano (69, a), riesce indeterminata (72). 

78. Suppongasi che la polare (r)" di un punto o abbia un punto doppio 0', onde 
la prima polare di un punto arbitrario m rispetto alla polare (r)"% di o (considerata 
questa come curva fondamentale) passerà per o’ (73). A cagione del teorema (69, d), 
la prima polare di m rispetto alla (@—v—1)"® polare di o' passerà per o. Inoltre, 
siccome l’(r-{-1)" polare di o passa per o', così il punto o giace nell'(n—yr— 1)" 
polare di o' (69, a). Dunque (77, b): 

Se la polare (r)"@ di 0 ha un punto doppio 0', viceversa l(n—r —1)"% polare di 0' 
ha un punto doppio in 0**). 


*) BOBILLIER, Démonstrations de quelques théorèmes sur les lignes ete. (Annales de GER- 
GONNE, t. 18, Nismes 1827-28, p. 97). 

*#) STEINER, Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Curven (Giornale di CRELLE, t. 47, 
Berlino 1853, p. 4). 


Cremona, tomo I. 25 
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Per esempio: se la prima polare di o ha un punto doppio o’, la conica polare di o' 
sarà il sistema di due rette segantisi in 0; e viceversa. 

(a) Se la data curva C, ha una cuspide d, la conica polare di questo punto si 
risolve in due rette coincidenti nella retta che tocca C, in d (72). Ciascun punto m 
di questa retta può risguardarsi come un punto doppio della conica polare di d; dunque 
d sarà un punto doppio della prima polare di m, ossia: 

Se la curva fondamentale ha una cuspide, la prima polare di un punto qualunque 
della tangente cuspidale passa due volte per la cuspide. 

Queste prime polari aventi un punto doppio in d formano un fascio (77, a); epperò 
fra esse ve ne sono due, per le quali d è una cuspide (48). Una delle due prime polari 
cuspidate è quella che ha per polo lo stesso punto d (72). 

(b) L’(s) polare di un punto wm rispetto all’(r)" polare di un altro punto o abbia 
un punto doppio 0'; vale a dire (69, c), 1’ (r)"® polare di o rispetto all’(s)" polare di 
m passi due volte per o. Applicando all’ (s)" polare di m il teorema dimostrato per 
la curva C,, (78), troviamo che l’ (M-9—r—1)" polare di o' rispetto all’ (s)" po- 
lare di # ha un punto doppio in o. Dunque: 

Se l (s)"@ polare di m rispetto all’ (r)" polare di 0 ha un punto doppio o', vice- 
versa l’(s)"@ polare di m rispetto all'(In—r—s—1)"® polare di o' avrà un punto 
doppio în 0. 

79. L'(r)" polare di o abbia una cuspide 0; l(n—r—1)"® polare di o' passerà 
due volte per o (78). Se poi si designa con # un punto qualunque della retta che tocca 
nella cuspide o' 1’ (r)" polare di 0, la prima polare di m rispetto alla stessa (r)" polare 
di o avrà un punto doppio in o' (78, a); epperò (78, b) la prima polare di m rispetto 
all'(n—r— 2)" polare di 0° avrà un punto doppio in o. 

Da questa proprietà, fatto r=1, discende: 

Se la prima polare di o ha una cuspide 0’, ciascun punto della tangente cuspidale 
ha per conica polare, relativamente alla cubica polare di 0', un pajo di rette incrocian- 
tisi în 0. 

È evidente che ciascuna di queste rette determina l’altra, vale a dire, tutte le 
analoghe paja di rette costituiscono un’involuzione (di secondo grado); onde nella tan- 
gente cuspidale vi saranno due punti, ciascun de’ quali avrà per conica polare (rispetto 
alla cubica polare di 0°) un pajo di rette riunite in una sola retta passante per 0. 

Il punto o è doppio per la conica polare (relativa alla cubica polare di 0') di ciascun 
punto m della tangente cuspidale; viceversa adunque (78) m è un punto doppio della 
conica polare di o (relativa alla cubica polare di 0'). Ossia: la retta che tocca la prima 
polare di o nella cuspide o’, considerata come il sistema di due rette coincidenti, è 
la conica polare di o rispetto alla cubica polare di 0'. 
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Le rette doppie dell’involuzione suaccennata incontrino la tangente cuspidale in 
0,0. Siccome o, è un punto doppio sì per la conica polare (sempre rispetto alla cubica 
polare di 0°) di o, che per la conica polare rappresentata dalla retta 00,, così (78) la 
conica polare di 0, avrà un punto doppio in o ed un altro sopra 0,0, vale a dire, sarà 
il sistema di due rette coincidenti. Dunque le rette 00,, 00, costituiscono separatamente 
le coniche polari de’ punti 0,, 03; ossia: 

Se la prima polare di o ha una cuspide o', nella tangente cuspidale esistono due punti 
0,03, è quali insieme con 0 formano un triangolo, tale che ciascun lato considerato come 
due rette coincidenti è la conica polare del vertice opposto, relativamente alla cubica po- 
lare del punto o'. 

80. Consideriamo ora una tangente stazionaria della data curva C, ed il relativo 
punto di contatto o flesso è. Preso un polo o nella tangente stazionaria e considerata 
questa come trasversale (68), tre punti a sono riuniti nel flesso (29), epperò questo 
tien luogo di due centri armonici del grado x —1 e di un centro armonico del grado 
n—2 (16). Vale a dire, la prima polare di o passa per è ed ivi tocca C,; e per è 
passa anche la seconda polare di o *). 

Come adunque per è passa la seconda polare d’ogni punto o della tangente stazio- 
naria, così (69, a) la conica polare di è conterrà tutt’i punti della tangente medesima. 
Dunque la conica polare di un flesso sì decompone in due rette, una delle quali è la 
rispettiva tangente stazionaria. 

Se è è il punto comune alle due rette che formano la conica polare del flesso è, 
la prima polare di è’ avrà (78) un punto doppio in è. Ossia: un flesso della curva data 
è un punto doppio di una prima polare, il cui polo giace nella tangente stazionaria. 

Se un punto p appartiene a C,, ed ha per conica polare il sistema di due rette, esso 
sarà o un punto doppio o un flesso della curva data. Infatti: o le due rette passano 
entrambe per p, e la retta polare di questo punto riesce indeterminata, cioè p è un 
punto doppio della curva. Ovvero, una sola delle due rette passa per p, ed è la tan- 
gente alla curva in questo punto (71); tutti punti di questa retta appartengono alle 
polari (n — 1)" ed (n —2)” di p, dunque la prima e la seconda polare di ciascun di 
que’ punti passa per p, il che non può essere, se quella retta non ha in p un contatto 
tripunto colla curva data (16). 

81. Siccome ad ogni punto preso nel piano della curva fondamentale C,, corrisponde 
una retta polare, così domandiamo: se il polo percorre una data curva C,, d’ordine m, 
di qual classe è la curva inviluppata dalla retta polare? ossia, quante rette polari 


*) | Tutte le polari d’un flesso hanno questo punto per fiesso, colla medesima tangente 
stazionaria. | 
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passano per un arbitrario punto 0, ciascuna avente un polo in C,,? Se la retta polare 
passa per 0, il polo è (69, a) nella prima polare di 0, la quale sega C,, in m(n—1) 
punti. Questi sono i soli punti di C,,, le rette polari de’ quali passino per 0; dunque: 
se il polo percorre una curva dell’ordine m, la retta polare inviluppa una curva della classe 
m(n_— 1). 

(a) Per m=1 si ha: se il polo percorre una retta R, la retta polare inviluppa 
una curva della classe n —1. 

(b) Se la curva fondamentale ha un punto (r)?? d, la prima polare di o passa r—1 
volte per 4 (73); quindi, se anche R_ passa per quest’ultimo punto, la prima polare di 
o segherà R in altri (@—1) — (r—-1) punti; cioè la classe dell’inviluppo richiesto 
sarà n—r. 

(c) Se inoltre s[ >1] rami di C, hanno in d la tangente comune, questa tocca ivi 
s—1 rami della prima polare di o (74); onde, se R è questa tangente, le rimanenti 
sue intersezioni colla prima polare di o saranno in numero (n—1)—(r—1)—1; [5] 
dunque la classe dell’inviluppo è in questo caso n—-(r+ 1). 

82. Come la teoria de’ centri armonici di un sistema di punti in linea retta serve 
di base alla teoria delle curve polari relative ad una curva fondamentale di dato ordine, 
così le proprietà degli assi armonici di un fascio di rette divergenti da un punto (19, 20), 
conducono a stabilire un’analoga teoria di inviluppìi polari relativi ad una curva fon- 
damentale di data classe. 

Data una curva K della classe wm ed una retta R nello stesso piano, da un punto 
qualunque p di R siano condotte le m tangenti a K; gli assi armonici, di grado r, 
del sistema di queste wm tangenti rispetto alla retta fissa R_inviluppano, quando p 
muovasi in R, una linea della classe r. Così la retta R dà luogo ad m—1 inviluppi 
polari, le cui classi cominciano con m—1 e finiscono con 1. L’inviluppo polare di 
classe più alta tocca le rette tangenti a K ne’ punti comuni a questa linea e ad KR; 
onde segue che R incontra K in m(m-—1) punti, cioè una curva della classe m è gene- 
ralmente dell’ordine m(m-—1). Ma questo è diminuito di due unità per ogni tangente 
doppia e di tre unità per ogni tangente stazionaria di cui sia dotata la curva fonda- 


mentale; ecc. ecc. 


ARIEXIVE 


Teoremi relativi ai sistemi di curve. 


83. Due serie di curve (34) si diranno projettive, quando, in virtù di una qualsiasi 
legge data, a ciascuna curva della prima serie corrisponda una sola curva della seconda 
e reciprocamente. |£°] 
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Una serie d’indice M e d’ordine w sia projettiva ad una serie d’indice N e d’or- 
dine n; di quale ordine è la linea luogo delle intersezioni di due curve corrispondenti? 
Ossia, in una retta trasversale arbitraria quanti punti esistono, per ciascun de’ quali 
passino due curve corrispondenti? Sia a un punto qualunque della trasversale, pel 
quale passano M curve della prima serie; le M corrispondenti curve della seconda serie 
incontreranno la trasversale in Mw punti &°. Se invece si assume ad arbitrio un punto 
a' nella trasversale e si considerano le N curve della seconda serie che passano per 
esso, le N corrispondenti curve della prima serie segano la trasversale in Nm punti «. 
Dunque a ciascun punto a corrispondono Mr punti @' ed a ciascun punto a' corrispon- 
dono Nm punti a. Cioè, se i punti @, @' si riferiscono ad una stessa origine o (fissata 
ad arbitrio nella trasversale), fra i segmenti 0a, 0a" avrà luogo un’equazione di grado 
Mn rispetto ad 0a' e di grado Nw rispetto ad 0a. Onde, se a' coincide con a, si avrà 
un'equazione del grado Mn + Nw in va, vale a dire, la trasversale contiene Mn - Nm 
punti del luogo richiesto. Abbiamo- così il teorema generale *): 

Date due serie projettive di curve, luna d’indice M e d'ordine m, l’altra d’indice N 
e d’ordine n, il luogo de’ punti comuni a due curve corrispondenti è una linea dell’ordine 
Mn-+-Nm. ["°] 

(a) Per M=N=1, questo teorema dà l'ordine della curva luogo delle intersezioni 
delle linee corrispondenti in due fasci projettivi (50). E nel caso di m=n=="1 si ha: 

Se le tangenti di una curva della classe M corrispondono projettivamente, ciascuna 
a ciascuna, alle tangenti di un’altra curva della classe N, il luogo del punto comune a 
due tangenti omologhe è una linea dell’ordine M+-N. 

(b) Analogamente si dimostra quest’altro teorema, che può anche conchiudersi da 
quello ora enunciato, in virtù del principio di dualità: 

Se a ciascun punto di una data curva d’ordine M corrisponde, în forza di una certa 
legge, un solo punto di un’altra curva data dell’ordine N, e reciprocamente, se ad ogni 
punto di questa corrisponde un sol punto di quella, la retta che unisce due punti omologhi 
inviluppa una curva della classe M+4-N. 

84. Data una serie d’indice N e d’ordine x, cerchiamo di quale indice sia la serie 
delle polari (r)"° d’un dato punto o rispetto alle curve della serie proposta. Quante 
polari siffatte passano per un punto qualunque, ex. gr. per lo stesso punto dato 0? Le 
sole polari passanti pel polo o sono quelle relative alle curve della data serie, che 
s’incrociano in 0, e queste sono in numero N. Dunque: 

Le polari (r)" di un dato punto, rispetto alle curve d’ordine n d’una serie d’indice N, 
formano una serie d’indice N e d’ordine n—r. La nuova serie è projettiva alla prima. 


*) JONQUIÈRES, Théorèmes genéraux ete. p. 117. 
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(a) Per N=1 si ha: le polari (r)"° di un dato punto rispetto alle curve di un fascio 
formano un nuovo fascio projettivo al primo *). [?}] 

(b) Se r=n— 1, si ottiene il teorema: 

Le rette polari d’un punto dato rispetto alle curve d’una serie d’indice N inviluppano 
una linea della classe N. 

(c) Ed in particolare, se N=1: le rette polari d’un punto dato o rispetto alle 
curve d’un fascio concorrono in uno stesso punto o' e formano una stella projettiva 
al fascio dato **). 

85. Data una serie d’indice N e d’ordine n, ed un punto o, si consideri l’altra 
serie formata dalle prime polari di o relative alle curve della serie data (84). I punti 
in cui una delle curve d’ordine » è segata dalla relativa prima polare sono anche (70) 
i punti ove la prima curva è toccata da rette uscenti da o. Siccome poi le due serie 
sono projettive, così applicando ad esse il teorema generale di JonQUIERES (83), avremo: 

Se da un punto 0 si conducono le tangenti a tutte le curve d’ordine n d’una serie 
d’indice N, î punti di contatto giacciono in una linea dell’ordine N(2n—1). 

Essendo il punto o situato in N curve della data serie, la curva luogo de’ contatti 
passerà N volte pel punto medesimo ed ivi avrà per tangenti le rette che toccano le N 
curve preaccennate. Ogni retta condotta per o incontrerà quel luogo in altri 2N(n— 1) 
punti, dunque: 

Fra le curve d'ordine n d’una serie d’indice N ve ne sono 2N(n—1) che toccano una 
retta qualsivoglia data. 

Se N==1, si ricade nel teorema (49). 

86. Data una serie d’indice N e d’ordine x, di quale ordine è il luogo di un punto, 
del quale una retta data sia la polare rispetto ad alcuna delle curve della serie? Cer- 
chiamo quanti siano in una retta qualunque, ex. gr. nella stessa retta data, i punti 
dotati di quella proprietà. I soli punti giacenti nella propria retta polare sono quelli ove 
la retta medesima tocca curve della data serie. Onde, pel teorema precedente, avremo: 

Il luogo dei poli di una retta data, rispetto alle curve d'ordine n d’una serie d’indice 
N, è una linea dell’ordine 2N(n—1). 

Quando è N=1, in causa del teorema (84, c), un punto a apparterrà al luogo di 
cui si tratta, se le sue rette polari relative alle curve date concorrano in un punto d 
della retta data. Ma, in tal caso, le prime polari di è passano per a (69, a); dunque ***); 





*) BoBILLIER, Recherches sur les lois qui régissent les lignes etc. (Annales de GERGONNE, 
t. 18, Nismes 1827-28, p. 256). 
*#* {Se o si muove in una retta, o' descrive una curva d'ordine 2(n—1).} 
##*) BOBILLIER, ibidem, 
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Dato un fascio d'ordine x, le prime polari d’uno stesso punto rispetto alle curve 
del fascio formano un nuovo fascio. Se il polo percorre una retta fissa, i punti-base 
del secondo fascio generano una linea dell’ordine 2(n —1), che è anche il luogo dei 
poli della retta data rispetto alle curve del fascio proposto. 

87. Quale è il luogo di un punto che abbia la stessa retta polare rispetto ad una 
data curva ©, d’ordine n e ad alcuna delle curve C,, d’una data serie d’ indice M? Per 
risolvere il problema, cerchiamo quanti punti del luogo richiesto siano contenuti in una 
trasversale assunta ad arbitrio. Sia a un punto qualunque della trasversale; A la retta 
polare di a rispetto a C,. Il luogo dei poli della retta A rispetto alle curve C,, è (86) 
una linea dell'ordine 2M(m— 1), che segherà la trasversale in 2M(m— 1) punti a. 
Reciprocamente: assunto ad arbitrio un punto a' nella trasversale, le rette polari di « 
rispetto alle curve C,, formano (84, b) una curva della classe M, la quale ha M(n—1) 
tangenti comuni colla curva di classe n—1 inviluppo delle rette polari de’ punti della 
trasversale relative a C,, (81, a). Queste M (n -— 1) tangenti comuni sono polari, rispetto 
a C,, d’altrettanti punti « della trasversale. Così ad ogni punto @ corrispondono 
2M(m— 1) punti a’ ed a ciascun punto a’ corrispondono M (x — 1) punti @; dunque (83) 
vi saranno 2M(m—1)+M(n—1) punti a, ciascuno de’ quali coinciderà con uno 
de’ corrispondenti a'. Per conseguenza: 

Il luogo di un punto avente la stessa retta polare, rispetto ad una data curva d’ordine n 
e ad alcuna delle curve d’una serie d’indice M e d'ordine m, è una linea dell’ordine 
Mn+2m—-3). 

(a) Se la data curva C,, ha un punto doppio d (ordinario o stazionario), la retta 
polare di questo punto rispetto a C, è indeterminata (72), onde può assumersi come 
tale la tangente a ciascuna delle M curve C©,, passanti per d. Dunque la curva d’ordine 
M(n-+2m— 3), che indicheremo con K, passa M volte per ciascuno de’ punti doppi 
ordinari o stazionari della curva C,. |[??] 

(b) Sia d un punto stazionario di C, e si applichi alla tangente cuspidale T il ra- 
gionamento dianzi fatto per un’arbitraria trasversale. Se si riflette che, nel caso attuale, 
l’inviluppo delle rette polari de’ punti di T, rispetto a C,, è della classe n —3 (81, c), 
talchè ad ogni punto a' corrisponderanno M(n—3) punti a, si vedrà che la retta T, 
prescindendo dal punto d, incontra la curva K in M (n--- 2m— 5) punti, ossia il punto d 
equivale a 2M intersezioni di K e T. Per conseguenza (32) [7*] in d sono riuniti 3M 
punti comuni alle linee K e C,. 

(c) Di qui s’inferisce che, se la data curva C, ha è punti doppi e x cuspidi, essa 
sarà incontrata dalla linea K in altri M(n (n-++ 2m—-3)—2d — 3x) punti. Ma questi, 
in virtù della definizione della linea K, sono i punti ove C,, è toccata da curve della 
data serie; dunque; 
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In una serie d’indice M e d'ordine m vi sono M(n(n-+2m—3)—29— 32) curve 
che toccano una data linea d’ordine n, dotata di è punti doppi e % cuspidi *). 

(d) Per M=m==1 si ha: 

Il numero delle rette tangenti che da un dato punto si possono condurre ad una curva 
d’ordine n, avente è punti doppi e x cuspidi, è n(n—1)—2è —3x: risultato già otte- 
nuto altrove (74, c). 

88. In un fascio d’ordine m quante sono le curve dotate di un punto doppio? As- 
sunti ad arbitrio tre punti 0,0',0" (non situati in linea retta), le loro prime polari 
relative alle curve del dato fascio formano (84,a) tre altri fasci projettivi d’ordine 
m-—1, ne’ quali si considerino come curve corrispondenti le polari di 0,0', 0" rispetto 
ad una stessa curva del fascio proposto. Se una delle curve date ha un punto doppio, 
in esso s’intersecano le tre corrispondenti prime polari di 0, 0’, 0" (73). Dunque i punti 
doppi delle curve del dato fascio sono que’ punti del piano pei quali passano tre curve 
corrispondenti de’ tre fasci projettivi di prime polari. 

Ora, il primo ed il secondo fascio, colle mutue intersezioni delle linee corrispon- 
denti, generano (50) una curva d’ordine 2(m—1); ed un’altra curva dello stesso ordine 
è generata dal primo e terzo fascio. Queste due curve passano entrambe per gli (m—1)° 
punti-base del primo fascio di polari; epperò esse si segheranno in altri 3(m—1)° 
punti, i quali sono evidentemente i richiesti. Cioè: 

Le curve d'ordine m di un fascio hanno 3(m—1)} punti doppi. 

(a) Le curve date si tocchino fra loro in un punto o, talchè una di esse, C,,, abbia 
ivi un punto doppio (47). Il punto o' sia preso nella tangente comune alle curve date, 
ed o' sia affatto arbitrario. Le prime polari di o relative alle curve del fascio proposto 
passano tutte per o, ivi toccando 00 (71); ed una di esse, quella che si riferisce a C,,, 
ha in o un punto doppio (72). Anche le polari di o' passano tutte per o (70); ma fra 
le polari di o" una sola passa per o, quella cioè che corrisponde a C,, (73). 

Le polari di o e quelle di o' generano una curva dell’ordine 2(m — 1), per la quale o 
è un punto doppio ed 00' una delle relative tangenti (52, a). E le polari di o con quelle 
di o' generano un’altra curva dello stesso ordine, anch’essa passante due volte per o 
(51, b). Dunque il punto 0, doppio per entrambe le curve d’ordine 2(m —1), equivale 
a quattro intersezioni. In ole polari di questo punto si toccano, epperò gli altri punti- 
base del fascio da esse formato sono in numero (Mm—1)° — 2. Oltre a questi punti e ad 
o le due curve d’ordine 2(m—1) avranno 4(m—1)°—4—((m_1}—2)=3(m_1}—2 
intersezioni comuni. 


* BiscHorr, Finige Sttze iiber die Tangenten algebraischer Curven (Giornale CRELLE-BOR- 
OHARDT, t. 56, Berlino 1859, p. 172). — JONQUIÈRES, Théorèmes geénéraux etc. p. 120. 
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Dunque il punto 0, ove si toccano le curve del dato fascio, conta per due fra i 
punti doppi del fascio medesimo. 

(b) Suppongasi ora che nel dato fascio si trovi una curva C,, dotata di una cuspide o. 
Sia o un punto preso nella tangente cuspidale, ed 0” un altro punto qualsivoglia. Le 
prime polari di o rispetto alle curve date formano un fascio, nel quale v ha una curva 
(la polare relativa a C,,) avente una cuspide in o colla tangente 00' (72). Alla quale 
curva corrispondono, nel fascio delle polari di 0’, una curva passante due volte per o 
(78, a), e nel fascio delle polari di 0", una curva passante per o ed ivi toccante 00° 
(74, c). Perciò il primo ed il secondo fascio generano una curva d’ordine 2(m— 1), 
per la quale o è un punto doppio (51,f); mentre il primo ed il terzo fascio danno 
nascimento ad una curva di quello stesso ordine, passante semplicemente per o ed ivi 
toccante la retta 00' (51, g). Queste due curve hanno adunque due punti comuni riuniti 
in 0; talchè, astraendo dagli (m—1)° punti-base del primo fascio, le rimanenti inter- 
sezioni saranno 3(m— 1)? —-2. 

Ossia: se in un fascio v'ha una curva dotata di una cuspide, questa conta per due 
fra i punti doppi del fascio. 

(c) Da ultimo supponiamo che tutte le curve del fascio proposto passino per 0, 
cuspide di C,,. Sia ancora o' un punto della tangente cuspidale di C,,, e si prenda o" 
nella retta che tocca in o tutte le altre curve del fascio. Le polari di o passano per 
questo punto, toccando ivi 00” ed una fra esse, quella relativa a C,,, ha una cuspide 
in o colla tangente 00° (71, 72). Le polari di 0" passano anch’esse per o (70); ma una 
sola, quella che si riferisce a C,,, tocca ivi 00’ (74, c). E fra le polari di 0', soltanto 
quella che è relativa a C,, passa per o, ed invero vi passa due volte (78, a). Donde 
segue che le polari di 0 ed o" generano una curva d’ordine 2(m —1), perla quale o 
è un punto doppio colle tangenti 00', 00" (52, a); e le polari di o ed o' generano un’altra 
curva dello stesso ordine, cuspidata in o colla tangente 00' (51, c). Pertanto le due 
curve così ottenute hanno in o un punto doppio ed una tangente (00°) comune, ossia 
hanno in o cinque intersezioni riunite (32). Messi da parte il punto o, nel quale tutte 
le polari del primo fascio si toccano, e gli altri (M—1)? —2 punti-base del fascio me- 
desimo, il numero delle rimanenti intersezioni delle due curve d’ordine 2(m—1) sarà 


3(m_-1)}—3. 
Dunque il punto o comune a tutte le curve del fascio proposto, una delle quali è 
ivi cuspidata, conta per fre fra i punti doppi del fascio medesimo. — ["4] 


(d) Applicando il teorema generale (dimostrato al principio del presente n.°) al 
fascio delle prime polari de’ punti di una data retta (77), rispetto ad una curva C, 
d’ordine », si ha: 

In una retta qualunque vi sono 3(n—2)? punti, ciascun de’ quali ha per prima 
polare, rispetto ad una data linea dell'ordine n, una curva dotata di un punto doppio. 
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O in altre parole, avuto anche riguardo al teorema (78): 

Il luogo dei poli delle prime polari dotate di punto doppio, rispetto ad una data linea 
d'ordine n, ossia il luogo de’ punti d’incrociamento di quelle coppie di rette che costitui- 
scono coniche polari, è una curva dell’ordine 3(n—2). 

Questo luogo si chiamerà curva Steineriana *) della curva fondamentale ©, **). 

(e) Se la curva fondamentale ha una cuspide d, ogni punto della tangente cuspidale 
è polo di una prima polare avente un punto doppio in d (78, a). Perciò la tangente 
medesima farà parte della Steineriana. 

89. Le rette polari di un punto fisso rispetto alle curve d’un fascio passano tutte 
per un altro punto fisso (84, c). Se si considera nel fascio una curva dotata di un punto 
doppio d, la retta polare di d rispetto a questa curva è indeterminata (72); talchè le 
rette polari di d, relativamente a tutte le altre curve del fascio, si confonderanno in 
una retta unica. Vale a dire: 

I punti doppi delle curve d’un fascio godono della proprietà che ciascun d’essi ha 
la stessa retta polare rispetto a tutte le curve del fascio. 

Di qui s’inferisce che (86): 

Il luogo dei poli di una retta rispetto alle curve di un fascio d'ordine m è una linea 
dell’ordine 2(m-—1) passante pei 3(m—1)? punti doppi del fascio. 

E il luogo di un punto avente la stessa retta polare, rispetto ad una data curva C, e 
alle curve C,, d’un fascio, è (87) una curva dell’ordine n4-2m—3 passante pei 3 (m—1)? 
punti doppi del fascio. Pertanto questi punti e quelli ove C,, è toccata da alcuna delle 
C,, giacciono tutti insieme nell’anzidetta curva d’ordine n--2m— 3. In particolare : 

Una retta data è toccata da 2(m— 1) curve d’un dato fascio d’ordine m. I 2(m—-1) 
punti di contatto, insieme coì 3(m-—1)? punti doppi del fascio, giacciono în una curva 
dell'ordine 2(m—1), luogo dei poli della retta data rispetto alle curve del fascio. 

90. Dati due fasci di curve, i cui ordini siano #m ed m,, vogliamo indagare di qual 
ordine sia il luogo di un punto nel quale una curva del primo fascio tocchi una curva 
del secondo. Avanti tutto, è evidente che il luogo richiesto passa per gli wm°-mî punti- 
base dei due fasci; perchè, se a è un punto-base del primo fascio, per esso passa una 





*) Dal nome del grande geometra alemanno che primo, a quanto io so, la fece conoscere. 
*#) {Se la prima polare di o ha un punto doppio p, ne segue: 
1°) che tutte le prime polari passanti per p avranno ivi una tangente comune. Il 
punto ove questa incontra la retta polare di p avrà la sua prima e la seconda polare passanti 
per p. Ma il punto dotato di questa proprietà è 0; dunque la tangente comune è po. 
2°) La prima polare di un altro punto qualunque rispetto a quella di o passerà per p; 
dunque le prime polari di o rispetto alle prime polari di tutti i punti del piano passano per p; 
e conseguentemente le rette polari di p rispetto alle prime polari di tutti i punti del piano 
passeranno per 0. | 
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curva del secondo, alla quale condotta la tangente in a, vi è una certa curva del primo 
fascio, che tocca questa retta nel punto medesimo (46). Osservisi poi che una curva 
del primo fascio è toccata dalle curve del secondo in m(m-|-2m, — 3) punti (87); laonde 
quella curva del primo fascio, oltre agli m° punti-base, contiene m(m + 2m, — 3) punti 
del luogo richiesto, cioè in tutto m(2+ 2w, — 3) punti. Dunque il luogo di cui si tratta è 
dell’ordine 2(m +4 m;) —3; esso passa non solo pei punti-base dei due fasci, ma anche 
pei loro 3(m —1)°--3(m, — 1)° punti doppi (88), perchè ciascuno di questi equivale a 
due intersezioni di una curva dell’un fascio con una dell’altro. Abbiamo così il teorema: 

Dati due fascì di curve, le une d’ordine m, le altre d’ordine mi, i punti di contatto 
delle une colle altre sono in una linea dell'ordine 2(m4-m,) — 3, che passa pei punti- 
base e pei punti doppi dei due fasci. 

(a) Suppongasi che le curve dei due fasci siano prime polari relative ad una data 
curva fondamentale C,, d’ordine #, epperò pongasi m=m,=n—1. I punti-base de’ due 
fasci sono i poli di due rette (77), talchè giacciono tutti insieme nella prima polare del 
punto comune a queste rette medesime (69, a): vale a dire, i due fasci hanno, in questo 
caso, una curva comune. Tale curva comune fa evidentemente parte del luogo dianzi de- 
terminato, onde, astraendo da essa, rimane una curva dell’ordine 4(n—1)—3—(n—1)= 
3(2—2), passante pei punti doppi de’ fasci dati, qual luogo de’ punti di contatto fra 
le curve dell’uno e le curve dell’altro fascio. Questa curva dell'ordine 3(n—2) non 
cambia, se altri fasci di prime polari sostituiscansi ai due dati; infatti, siccome tutte le 
prime polari passanti per un dato punto hanno altri (a —1)—1 punti comuni e for- 
mano un fascio (77, a), così, se due prime polari si toccano in quel punto, anche tutte 
le altre hanno ivi la stessa tangente. 

Di qui s’inferisce che la curva luogo de’ punti di contatto fra due prime polari 
contiene i punti doppi di tutti i fasci di prime polari, e per conseguenza, avuto riguardo 
al teorema (78), è anche il luogo dei poli di quelle coniche polari che si risolvono in 
due rette. Cioè: 

Il luogo di un punto nel quale sì tocchino due (epperò infinite) prime polari relative 
ad una data curva d'ordine n, è una linea dell’ordine 3(n—2), la quale può anche 
definirsi come luogo dei punti doppì delle prime polari, e come luogo di un polo la cui 
conica polare sia una coppia di rette. 

A questa linea si dà il nome di Hessiana della data curva fondamentale, perchè 
essa offre l’interpretazione geometrica di quel covariante che SyLvEstER chiamò Hes- 
siano (dal nome del sig. Hesse), cioè del determinante formato colle derivate seconde 
parziali di una data forma omogenea a tre variabili *). 





*) SyLvesTER, On a theory of the syzygetic relations of two rational integral functions 
(Philosophical Transactions, vol. 143, part 3, London 1853, p. 545). 
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(b) I punti in cui si segano le prime polari di due punti 0,0' sono i poli della 
retta 00' (77); talchè, se le due prime polari si toccano, la retta 00° ha due poli riuniti 
nel punto di contatto. Se adunque conveniamo di chiamar congiunti gli (#—1)° poli 
di una medesima retta, potremo dire: 

L’Hessiana è il luogo di un polo che coincida con uno de’ suoi poli congiunti. 

(c) Chiamate indicatricì di un punto le due rette tangenti che da esso ponno con- 
‘dursi alla sua conica polare, si ottiene quest’altro enunciato: 

La curva fondamentale e l Hessiana costituiscono insieme il luogo di un punto, le 
due indicatrici del quale sì confondono in una retta unica. 

91. Dati tre fasci di curve, i cui ordini siano w,, m,, #3, in quanti punti si 
toccano a tre a tre? I punti in cui si toccano a due a due le curve de’ primi due 
fasci sono (90) in una linea dell'ordine 2(m,-|m:) — 3; ed analogamente il luogo 
de’ punti di contatto fra le curve del primo e le curve del terzo fascio è un’ altra 
linea dell'ordine 2(m;- ms) — 3. Le due linee hanno in comune i punti-base ed i 
punti doppi del primo fascio, cioè mî 4 3(m,— 1)? punti estranei alla questione, talchè 
esse si segheranno in altri (20m +) — 3) (2 (n + n) — 8) — (mî4-3(m—1}) 
6 (m0, | 20» + m3 — 1) punti. E questi sono evidentemente 





—=4(mom3 + mm, 4- ma mo) 
ì richiesti. 

(a) Posto ms=1, si ha: 

Le tangenti comuni ne’ punti ove sì toccano le curve di due fasci, è cui ordini siano 
Mi, Ma, inviluppano una linea della classe 4m,ms — 2(m + mo). 

(b) [75] Se le curve de’ due fasci sono prime polari relative ad una data linea C, 
d’ordine n, onde m.=m,="w— 1, i due fasci hanno una curva comune (90, a) la quale 
è dell'ordine n—1, epperò (70) della classe (n—1)(n—2). È evidente che questa 
curva fa parte dell’inviluppo dianzi accennato; talchè questo conterrà inoltre una curva 
della classe 3(n—1)(n—2), cioè: 

Le tangenti comuni ne’ punti di contatto fra le prime polari relative ad una data 
curva d'ordine n inviluppano una linea della classe 3(n—1)(n—2)*). 


Art. XV. 


Reti geometriche. 


m(m+ 3) 


92. Il completo sistema delle linee d’ordine m soggette ad Ri condi- 


zioni comuni chiamasi rete geometrica dell’ordine m, quando per due punti presi ad 





*) STEINER, LZ. e. p. 4-6. 
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arbitrio passa una sola linea del sistema, vale a dire, quando le linee del sistema pas- 
santi per uno stesso punto arbitrario formano un fascio *). 

Per esempio, le prime polari relative ad una data curva d’ordine » formano una 
rete geometrica d’ordine n—1 (77, a); anzi, molte proprietà di quelle si possono ap- 
plicare, colle identiche dimostrazioni, ad una rete qualsivoglia. 

Due fasci d'ordine m i quali abbiano una curva comune, ovvero tre curve d’ordine m 
le quali non passino per gli stessi m° punti, determinano una rete geometrica d’ordine 
ININTARA\ COMI] 

Il luogo di un punto nel quale si tocchino due (epperò infinite) curve d’una data 
rete d’ordine m, è una linea dell’ordine 3(m —1). Questa linea, che può chiamarsi 
l’Hessiana [""] della rete, è anche il luogo de’ punti doppi delle curve della rete (90, a). 

Le tangenti comuni ne’ punti di contatto fra le curve della rete inviluppano una 
linea della classe 3m(m-—1) (91, b). 

(a) Supponiamo che tutte le curve di una data rete abbiano un punto comune a. 
Condotta una retta A per a, sia a’ il punto di A infinitamente vicino ad «a; infinite 
curve della rete passeranno per a' (cioè toccheranno la retta A in a), formando un 
fascio. E condotta per a una seconda retta A,, nella quale sia a, il punto successivo 
ad a, vi sarà una (ed una sola) curva della rete che passi per a’ e per a,, cioè che 
abbia un punto doppio in a. Dunque: allorchè tutte le curve di una rete hanno un punto 
comune, una di esse ha ivi un punto doppio, e quelle che nel punto medesimo toccano 
una stessa retta formano un fascio. 

(b) Suppongasi in secondo luogo che tutte le curve di una data rete abbiano un 
punto comune a ed ivi tocchino una stessa retta T. Condotta una retta A ad arbitrio 
per a, vi saranno infinite curve della rete passanti pel punto di A successivo ad a, e 
tali curve formeranno un fascio. Ciascuna di esse è incontrata sì da T che da A in 
due punti riuniti in a, cioè per esse questo punto è doppio: talchè quel fascio non 
cambia col mutarsi della retta A intorno ad a. Fra le curve del fascio, due sono cu- 
spidate in a (48), ed una ha per tangente la retta T. [73] Ed invero quest’ultima curva 
è individuata dal dover incontrare T in tre punti ed A in due punti, tutti coinci- 
denti in a. 

93. Date tre curve C, C', C”, gli ordini delle quali siano rispettivamente m,m',m", 
proponiamoci di determinare il luogo di un punto le cui rette polari, rispetto a quelle 
curve, concorrano in uno stesso punto; ossia, con altre parole (69, a), il luogo di un 
punto nel quale si seghino le prime polari di uno stesso punto relative alle curve date. 
A tal uopo procederemo così: per un punto o fissato ad arbitrio si conduca una retta L 





* MOBIUS, /. c. p. 266. — STHINER, /. c. p. 5. 
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e si determinino i punti dotati della proprietà che in ciascun d’essi concorrano le 
prime polari di uno stesso punto di L; indi, fatta girare questa retta intorno ad o, si 
otterranno tutti punti del luogo richiesto. 

Le prime polari de’ punti di L rispetto alle curve C, C' formano due fasci projet- 
tivi (77), onde le curve corrispondenti, cioè le polari di uno stesso punto di L, si seghe- 
ranno ne’ punti di una curva K' dell’ordine m-+m'—2 passante pei punti delle basi 
de’ due fasci. E qui si noti che la base del primo fascio è formata dagli (m— 1)? punti 
ne’ quali la prima polare “di o rispetto a C sega la prima polare di un altro punto qua- 
lunque di L rispetto alla curva medesima. Così abbiamo ottenuto la curva K', luogo di 
un punto pel quale passino le prime polari, relative a C e C’, di uno stesso punto di L. 

Ogni retta L condotta pel punto fisso o individua una curva K'. Di tali curve K” 
ne passa una sola per un punto qualunque p. Infatti, se per p devono passare le prime 
polari relative a C e C’, il polo sarà l’intersezione p' delle rette polari di p (69, a); 
il punto p' determina una retta L passante per 0, e questa individua la curva K' pas- 
sante per p. Dunque, variando L intorno ad o, la curva K' genera un fascio (41). 

Ora, se alla curva C' si sostituisce C", la retta L darà luogo analogamente ad una 
curva K" d’ordine m + wm"— 2, la quale passerà per gli stessi (Mm —1)? punti-base del 
primo fascio, che ha servito per generare anche K'. Variando L intorno ad o, le corri- 
spondenti curve K" formano un fascio. I due fasci formati dalle curve K', K" sono projettivi 
fra loro, perchè ciascun d’essi è projettivo al fascio di rette L passanti per 0. Laonde quei 
due fasci, l’uno dell’ordine w -+m — 2, l’altro dell'ordine m 4 m"—2, genereranno 
una curva dell’ordine 2w + #m' -+m"— 4 (50). Siccome però due curve corrispondenti 
K',K" hanno sempre in-comune (m—1) punti situati in una curva fissa dell'ordine m—1 
(la prima polare del punto o rispetto a C), così gli altri (m+m —2) (m-4+m"-2)—(m—1)° 
mm Amm + mm —2(m+m' + m") + 3 punti comuni alle omologhe curve K', K" ge- 


Ì 








nereranno una curva dell’ordine 2m-+m +m'—4—-(m—1)=m--m'-+m"--3 (50,2). 





E questo è evidentemente il luogo richiesto. 

Questa curva si chiamerà la Jacobiana delle tre curve date *). 

Se le tre curve date passano per uno stesso punto a, le rette polari di questo pas- 
sano per esso medesimo; dunque, se le curve ©, C', C" hanno punti comuni a tutte e 
tre, questi sono anche punti della loro Jacobiana. 

Se una delle curve date, per esempio C', ha un punto doppio d, la retta polare 
di questo punto rispetto a C" è indeterminata (72), onde può risguardarsi come tale 
la retta che unisce d all'intersezione delle rette polari di questo punto relative alle 
altre due curve C,C. Dnnque la Jacobiana passa pei punti doppi delle curve date. 


*) SYLVESTER, Z. c. p. 546. 
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94. Suppongasi m'=m', cioè due delle curve date siano dello stesso ordine. In 
tal caso la Jacobiana non si cambia, se a quelle due curve se ne sostituiscono due 
altre qualunque del fascio da esse determinato. Il che è evidente, perchè la Jacobiana 
è il luogo di un punto pel quale passino le tre prime polari d’uno stesso polo; e d’al- 
tronde le prime polari d’uno stesso polo rispetto a tutte le curve d’un fascio formano 
un nuovo fascio (84, a), cioè passano per gli stessi punti. 

Nel caso attuale, la Jacobiana ammette una seconda definizione. Se p è un punto 
di essa, le rette polari di p rispetto alle tre curve date concorrono in uno stesso punto p'. 
Ma p' è il punto pel quale passano le rette polari di p rispetto a tutte le curve del 
fascio (C'C") (84, c); cioè la retta polare di p rispetto a C sarà anche retta polare 
dello stesso punto relativamente ad una curva del fascio anzidetto. Onde può dirsi che 
la Jacobiana delle curve date è il luogo di un punto avente la stessa retta polare 
rispetto a C e ad alcuna delle curve del fascio (C'C"); il qual luogo abbiamo già inve- 
stigato altrove (87). 

95. Supponiamo m=m'=wm'", cioè le curve date siano tutte e tre dello stesso 
ordine m. Siccome a due qualunque di esse se ne ponno sostituire (94) due altre del 
fascio da quelle due determinato, così alle tre date se ne potranno sostituire tre qua- 
lunque della rete (92) individuata dalle curve date (purchè non appartengano ad uno 
stesso fascio), senza che la Jacobiana sia punto alterata. Onde, data una rete di curve 
d'ordine m, il luogo di un polo, le cui rette polari rispetto alle curve della rete concorrano 
in uno stesso punto, è una linea d'ordine 3(m-—1), passante pei punti doppì delle curve 
medesime (93). Perciò, nel caso di cui si tratta, la Jacobiana coincide coll’ Hessiana 
della rete (92). Abbiamo così un’altra definizione dell’ Hessiana di una data rete geo- 
metrica. 

Vogliamo ora esaminare più davvicino il caso nel quale le curve della rete si seghino 
tutte in uno stesso punto dato, ed anche quello in cui le curve medesime si tocchino 
nel punto comune (e una di esse abbia ivi una cuspide, e per tangente la tangente 
comune È Nel primo caso possiamo supporre che una delle tre curve individuanti la 
rete sia quella per la quale il punto dato è un punto doppio; e nel secondo caso po- 
tremo assumere quella curva che nel punto dato ha una cuspide ed ivi tocca la tangente 
comune a tutte le curve della rete (92, a, Db). 

96. Siano date adunque tre curve C, C', C" dello stesso ordine m, aventi un punto 
comune, il quale sia doppio per una di esse, C"; in quel punto si collochi il polo 0, 
del quale abbiamo fatto uso (93) nella ricerca generale della Jacobiana. 

(a) Le prime polari del punto o rispetto alle curve C, C' passano per 0, onde per 
questo punto passerà anche la curva K‘, qualunque sia la retta L a cui corrisponde (93). 

La curva K' corrispondente ad una data retta L rimane la stessa, se alle curve 
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C,C' sostituisconsi due curve qualunque del fascio determinato da quelle. Sostituendo 
a Cla curva C° tangente in o alla retta L, le prime polari di tutti punti di L relative 
a C° passeranno per o (70). Per o passa anche la prima polare di o relativa a C'; 
quindi la tangente in o alla curva K' sarà la retta che ivi tocca la prima polare di o 
rispetto a C° (51, a), ossia la retta L. Dunque: quando le curve C, C' sono dello stesso 
ordine e passano per o, anche la curva K' passa per o ed ivi tocca quella retta L a 
cui essa corrisponde. 

(b) Essendo o un punto doppio per la curva C", le prime polari, relative ad essa, 
di tutti punti della retta L passano per o ed ivi toccano una medesima retta L', la 
coniugata armonica di L rispetto alle due tangenti di C" nel punto doppio (74, c). 

La curva K' (93) è generata da due fasci projettivi, l’uno delle prime polari de’ punti 
di L rispetto a C", l’altro delle prime polari de’ medesimi punti rispetto a C. Le curve 
del primo fascio hanno in o una stessa tangente L'. E alla curva del secondo fascio 
che passa per o, cioè alla prima polare di o rispetto a C, corrisponde la prima polare 
di o relativa a C', ossia quella curva del primo fascio per la quale o è un punto doppio. 
Per conseguenza, qualunque sia la retta L, la curva K" generata dai due fasci ha in o 
un punto doppio (51, b). Inoltre, quando L sia una delle tangenti di C" nel punto 
doppio (51, d), ovvero quando L sia tangente in o alla curva C, nel qual caso anche 
le curve del secondo fascio passano per o (52, a), in entrambi questi casi, dico, la retta 
L è una delle tangenti a K" nel punto doppio 0. 

Dunque: se C e C" hanno un punto comune o che sia doppio per C", la curva K" 
relativa ad una data retta L (passante per 0) ha un punto doppio in 0; ed L è una 
delle due relative tangenti, ogniqualvolta essa sia tangente in o ad una delle due 
curve date. 

(c) Così abbiamo veduto che, nel caso preso in considerazione, il punto o appartiene 
a tutte le curve K' relative alle rette L condotte per esso (a) ed è doppio per tutte 
le curve K' corrispondenti alle rette medesime (b). Dunque (52) o sarà un punto triplo 
per la complessiva curva d’ordine 4(m —1) generata dai due fasci projettivi delle K' e 
delle K" (93). Ma di questa curva complessiva fa parte la prima polare di o relativa 
a C, la quale prima polare passa una volta per 0; dunque questo punto è doppio per 
la curva rimanente d'ordine 3(m — 1), cioè per la Jacobiana. 

Le rette L sono tangenti (a) alle relative curve K'; dunque (52) le tangenti alla 
curva risultante d’ordine 4(m—1) nel punto triplo 0 saranno quelle rette L che toccano 
anche le relative curve K". Ma L tocca la corrispondente K" (b) quando è tangente a 
C oa C; epperò le tre tangenti nel punto triplo sono la tangente a C e le due tan- 
genti di C". Di queste tre rette, la prima è tangente (71) alla prima polare di o rela- 
tiva a C; dunque le altre due sono le tangenti della Jacobiana nel punto doppio o. 
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Così possiamo concludere che: 

(d) Data una rete di curve passanti per uno stesso punto 0, la curva Hessiana della 
rete passa due volte per o ed ivi ha le due tangenti comuni con quella curva della rete, 
per la quale 0 è un punto doppio. |"°] 

97. Passiamo ad esaminare il caso in cui il punto 0, comune alle tre curve C, C', C", 
sia una cuspide per l’ultima di esse, e la tangente cuspidale T tocchi in o anche C e C. 

(a) Le curve C,C' avendo in o.la stessa tangente, all’una di esse può sostituirsi 
quella curva del fascio (CC) che ha un punto doppio in o (47); onde questo punto 
sarà doppio per K', qualunque sia L (96,b). Ed inoltre, quando L coincida con T, 
questa retta sarà una delle tangenti nel punto doppio per la corrispondente curva K'. 

(b) Essendo o una cuspide per C", le prime polari, relative a questa curva, di tutt’i 
punti di L passano per o ed ivi toccano T (74, c); e fra esse ve n’ha una, la prima po- 
lare di o, per la quale questo punto è una cuspide e T è la relativa tangente cuspidale. 
Inoltre, la prima polare di o rispetto a C passa anch'essa per o ed ivi tocca la mede- 
sima retta T. Dunque (51, e), qualunque sia L, la curva K” ha una cuspide in o, e la 
tangente cuspidale è T. 

Ma se L coincide con T, le prime polari de’ punti di L relative a C" hanno un punto 
doppio in 0 (78, a), mentre le prime polari de’ medesimi punti rispetto a C passano 
semplicemente per o (70); ond’è che quella curva K”, che corrisponde ad L coinci- 
dente con T, ha un punto triplo in 0 (52). 

(c) Così è reso manifesto che le curve K' hanno in o un punto doppio, mentre le 
curve K” hanno ivi una cuspide, e T è la comune tangente cuspidale. Ne consegue (52) 
che o è un punto quadruplo per la complessiva curva d’ordine 4(m —1) generata 
dai due fasci projettivi delle K', K" e che due de’ quattro rami passanti per 0 sono 
ivi toccati dalla retta T. Gli altri due rami sono toccati in o dalle tangenti della curva K‘ 
corrispondente a quella curva K” che ha in o un punto triplo (52, a). La curva K”, 
per la quale o è un punto triplo, corrisponde ad L coincidente con T (b), epperò cor- 
risponde appunto a quella curva K' che ha un ramo toccato in o dalla T (a). Dunque 
tre delle quattro tangenti nel punto quadruplo o della curva complessiva d’ ordine 
4 (#3 — 1) sono sovrapposte in T. 

La curva d’ordine 4(m—1) è composta della Jacobiana delle tre curve date e 
della prima polare di o rispetto a C. Questa prima polare passa una volta per o ed 
ivi ha per tangente T; dunque la Jacobiana passa tre volte per o e due de’ suoi rami 
sono ivi toccati dalla retta T. Ossia: 

(d) Data una rete di curve aventi un punto comune 0 ed ivi la stessa tangente T 
[la quale sia anche la tangente in 0 ad una curva della rete, cuspidata in 0], [8%] 
la curva Hessiana della rete ha tre rami passanti per 0, due de’ quali sono ivi tangenti 
alla retta T. 


Cremona, tomo I. 26 
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98. Supposte date di nuovo tre curve C, CC", i cui ordini siano rispettivamente 
m,m',m", cerchiamo di quale ordine sia il luogo di un punto nel quale concorrano le 
rette polari di uno stesso polo rispetto alle tre curve date. Sia L una retta arbitraria, 
î un punto qualunque di essa; se per è devono passare le rette polari relative a C, C', 
il polo o sarà una delle (m — 1) (m' — 1) intersezioni delle prime polari di è rispetto 
a quelle due curve. Se per o dee passare anche la prima polare relativa a C", il polo 
di essa sarà nella retta polare di o rispetto a questa curva; e le rette polari degli 
(m —1)(m'—1) punti o incontreranno L in altrettanti punti i’. 

Assunto invece ad arbitrio un punto è in L, se per esso dee passare la retta polare 
relativa a C”, il polo è nella prima polare di è’ rispetto alla detta curva; la quale 
prima polare è una curva K dell’ordine wm'"— 1. Le rette polari dei punti di K_ relative 
a C inviluppano una curva della classe (m — 1) (m"— 1) (81), ed analogamente le rette 
polari dei punti di K rispetto a C' inviluppano un’altra curva della classe (m—1) (m'—1). 
In queste due curve-inviluppi, a ciascuna tangente dell’una corrisponde una tangente 
dell’altra, purchè si assumano come corrispondenti quelle tangenti che sono polari di 
uno stesso punto di K rispetto a C e C'. Dunque (83, a) le intersezioni delle tangenti 
omologhe formeranno una curva dell’ordine (m—1)(m—1)+(m—1)(m—-1) la 
quale segherà la retta L in altrettanti punti è. 

Così a ciascun punto è corrispondono (m—1)(m'—1) punti #, mentre ad ogni 
punto è corrispondono (m—1)(m"—1)+-(m'—1)(m'—1) punti î. Onde la coincidenza 
di due punti omologhi è, è in L avverrà (m—1)(m—1)4+-(m—1)(m_-1)+(m-1)(m_1) 
volte; cioè questo numero esprime l'ordine del luogo richiesto. Questa curva passa 
evidentemente pei punti comuni alle tre ‘curve date, ov esse ne abbiano. 

(a) Quando le tre curve date siano dello stesso ordine wm, ad esse ponno sostituirsi . 
altre tre curve della rete da quelle individuata, senza che venga a mutarsi il luogo 
dianzi considerato. Questo, che in tal caso è dell’ordine 3(m —1)}, può chiamarsi la 
Steineriana della rete (88, d). 

(b) Data una rete di curve d’ordine m, ogni punto p della curva Hessiana è il polo 
d’infinite rette polari relative alle curve della rete, le quali rette concorrono in uno stesso 
punto o (95) della Steineriana. In questo modo, a ciascun punto dell’ Hessiana corri- 
sponde un punto della Steineriana e reciprocamente; quindi la retta che unisce due punti 
corrispondenti inviluppa una terza curva della classe 3(m—1)+3(m—1)=3m(m—1) 
(83, b). 

Ogni retta passante per o è adunque polare del punto p rispetto ad una curva della 
rete. Del resto, se la retta polare passa pel polo, questo giace nella curva fondamen- 
tale, che è ivi toccata dalla retta polare medesima. Ne segue che la retta 0p tocca in p 
una curva della rete; ma tutte le curve della rete che passano per p si toccano ivi 
fra loro (92), dunque la comune tangente di queste curve è op. [81] 
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Art. XVI. 


Formole di Pliicker. 


99. Data una curva qualsivoglia C, (fondamentale), indichiamo con 


n l'ordine della medesima, 
m la classe, 
ì è il numero de’ punti doppi, 
x il numero de’ punti stazionari o cuspidi, 
ct il numero delle tangenti doppie, 
: il numero delle tangenti stazionarie, ossia de?’ flessi. 


Siccome m è il numero delle tangenti che da un punto arbitrario si possono con- 
durre alla curva data, così, in virtù del teorema (74, c) o (87, d), si ha: 


1) m=nn_—-1)—2d—-3%, 


formola che somministra la classe di una curva, quando se ne conosca l’ordine e si 
sappia di quanti punti doppi e cuspidi è fornita. 

Pel principio di dualità, un'equazione della stessa forma dovrà dare l’ ordine di 
una curva, quando se ne conosca la classe, il numero delle tangenti doppie e quello 
delle stazionarie (82); dunque: 


2) n=m(m_—-1)—2r—- 3. 


100. Siccome ogni punto della curva fondamentale, il quale abbia per conica polare 
il sistema di due rette, è un flesso o un punto multiplo (80), così la curva Hessiana, 
la quale è il luogo de’ punti le cui coniche polari si risolvono in coppie di rette (90, a), 
sega la linea data nei flessi e ne’ punti multipli di questa. Onde, essendo 1’ Hessiana 
dell'ordine 3(n—2), se la curva data non ha punti multipli, il numero de’ suoi flessi 
è 3n(n_-2)*). | 

Supponiamo ora che C, abbia un punto doppio d; nel qual caso tutte le prime 
polari passano per d. Allora l’ Hessiana della rete formata da queste prime polari, che 


*) PLUCKER, System der analytischen Geometrie, Berlin 1835, p. 264. — Hesse, Ueber die 
Wendepuncte der Curven dritter Ordnung (Giornale di CRELLE, t. 28, Berlino 1844, p. 104). 
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è anche l’ Hessiana di C, (90, a; 92), passa due volte per d ed ivi ha le due tangenti 
comuni colla prima polare del punto stesso (96, d), cioè ha le tangenti comuni colla 
curva data (72). Dunque il punto d equivale (32) a sei intersezioni dell’ Hessiana con 
C,; ossia ogni punto doppio fa perdere a questa curva sei flessi. 

Ora s’imagini che C,, abbia una cuspide d, e sia T la tangente cuspidale. In questo 
caso tutte le prime polari relative a C, passano per d ed ivi sono toccate dalla retta T 
(74, c); [inoltre la prima polare di d ha ivi una cuspide, con T per tangente cuspidale 
(72)] [**]; epperò l’Hessiana ha tre rami passanti per d, due de’ quali hanno per 
tangente T (97, d). Dunque il punto d equivale ad otto intersezioni dell’ Hessiana con 
C,, ossia ogni cuspide fa perdere a questa curva otto flessi *). 

Quindi, se C, ha è punti doppi e x cuspidi, il numero de’ flessi ossia delle tangenti 
stazionarie sarà dato dalla formola: 


3) i=3n(n_-2)—60—8x. 


E pel principio di dualità, se una curva della classe m ha c tangenti doppie ed ‘ tan- 
genti stazionarie, essa avrà 


4) n= 3m(m—-2)—6r— 8 


punti stazionari. 
Le quattro equazioni così trovate equivalgono però a tre sole indipendenti; infatti, 
sottraendo la 1) moltiplicata per 3 dalla 3), si ha la 


5) n =3n—m), 


equazione che può essere dedotta nello stesso modo anche dalle 2), 4). 

Così fra i sei numeri n,7,d,%,t,t si hanno tre equazioni indipendenti, onde, 
dati tre, si possono determinare gli altri tre. Per esempio, dati »,d,%, il valore di © 
sì ottiene eliminando mm ed ‘ fra le 1), 2), 3); e si ha: 


6) =zan—2) (n° — 9) (20 + 3x) (M—n—6)4-2d(0—1) +5*@—1) + 6dx. 


Una formola assai utile si ottiene sottraendo la 2) dalla 1), ed eliminando AL 
dal risultato mediante la 5): 


7) 20_-)=n_-mn+m—-9) 





*) CayLEY, Recherches sur l’élimination et sur la théorie des courbes (Giornale di CRELLE 
t. 34, Berlino 1847, p. 43). 
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Queste importanti relazioni fra l’ordine, la classe e le singolarità di una curva piana 
sono state scoperte dal sig. PLUÙCKER *). 

101. Se una curva deve avere un punto doppio, senza che questo sia dato, ciò 
equivale ad una condizione; infatti, a tal uopo basta che tre prime polari (non appar- 
tenenti ad uno stesso fascio) abbiano un punto comune. Invece, se la curva deve avere 
un punto stazionario, senza che questo sia dato, ossia se tre prime polari (non appar- 
tenenti ad uno stesso fascio) debbono toccarsi in uno stesso punto, ciò esige due con- 
dizioni. Onde segue che, se una curva d’ordine » deve avere è punti doppi e x cuspidi, 

n(n-+4 3) 


essa sarà determinata (34) da "isa ò — 2x condizioni. E, in virtù del principio 


4 «iu mm 3 PONTI ; 
di dualità, rale, condizioni determineranno una curva della classe ww 


la quale debba essere fornita di © tangenti doppie e di . tangenti stazionarie. 
Perciò, se i numeri n, 7, d,x,T,t competono ad una sola e medesima curva, dovrà 
essere: 


8) nm+3) _, tic: m(m + 3) 


CO Ino 


2 2 
formola che può dedursi anche dalle 1),2)...**). Ma, ove sia stabilita a priorî, come 
qui si è fatto, essa insieme con due qualunque delle 1),2),... potrà servire a som- 
ministrare tutte le altre ***). 

102. Noi prenderemo quind’innanzi a studiare le proprietà di una curva C, di un 
dato ordine n, la quale supporremo affatto generale fra quelle dello stesso ordine. 
Epperò, a meno che non si facciano dichiarazioni in contrario, la curva fondamen- 
tale sarà della classe »(n —1) ed avrà nessun punto multiplo, 3n(n—2) flessi e 
o” (n—2)(n°— 9) tangenti doppie. 

Le prime polari relative a C,, formano una rete dell’ordine » —1, l Hessiana della 
quale taglia C,, ne’ 3n(n —2) flessi di questa. La Steineriana della rete (98, a), che 
è anche la Steineriana di C, (88, d), è dell'ordine 3(n—2). 





*) Theorie der algeb. Curven, p. 211. 
##) | La (8) è una conseguenza delle (5), (7). Da queste si deduce anche: 


(m_— 1) ee TORNI ( 





m_-l)(m—-2) à 
9 — (C-0), 


###) SALMON, Higher plane curves, p. 92. 
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ARTIOLI 


Curve generate dalle polari, quando il polo si muova con legge data. 


103. Se un punto, considerato come polo rispetto alla curva fondamentale C,,, 
percorre un’altra curva data C,, d'ordine w, la retta polare inviluppa una curva K, 
la quale abbiamo già trovato (81) essere della classe m(n— 1). Le tangenti che da 
un punto qualunque o si possono condurre a K sono le rette polari degli m(n —1) 
punti, ne’ quali C,, è intersecata dalla prima polare di o. 

(a) Se o è tal punto che la sua prima polare sia tangente a C,, due rette polari 
passanti per o sono coincidenti, cioè o è un punto della curva K (30); questa è dunque 
il luogo geometrico de’ poli le cui prime polari toccano C,,. Questa proprietà ci mette 
in grado di trovare l’ordine di K, cioè il numero de’ punti in cui K è incontrata da 
una retta arbitraria L. Le prime polari de’ punti di 4 formano un fascio (77); onde, 
supposto che C,, abbia è punti doppi, e x cuspidi, vi saranno m(m-+2n—5) —(224-3%) 
punti in L, le cui prime polari sono tangenti a C©,, (87, c). Dunque K è dell'ordine 
m(m+2n—5)— (2343) ) cioè 2m(n—2)+M, ove M è la classe di O} (GSi 

E poi evidente che le tangenti stazionarie di K sono le rette polari de’ punti 
stazionari di C,,; donde segue che K ha x flessi. 

Conoscendo così la classe, l’ordine ed il numero de’ flessi della curva K, mediante 
le formule di PLùcKER (99,100) troveremo che essa ha inoltre: 


2 
3 (m (m +2n—5)—(23+3%)) —m(5m + 6n— 21) + 10 +5 x punti doppi, 


3m(m-+n—4)—(6è 4 8x) cuspidi e 5 m(n—-2)(mn—3)+ è tangenti doppie. 


(b) È manifesto che ogni punto doppio di K è il polo di una prima polare tangente 
a ©, in due punti distinti; che ogni cuspide di K è il polo di una prima polare avente 
con C,, un contatto tripunto; e che ogni tangente doppia di K è una retta avente o 
due poli distinti sulla curva C,,, 0 due poli riuniti in un punto doppio di questa curva. 

Siccome le proprietà del sistema delle prime polari (relative a C,) valgono per 
una rete qualsivoglia di curve [84], così da quanto precede si raccoglie: 

1.° Il numero delle curve d’una rete d'ordine n—1, le quali abbiano doppio contatto 
con una data linea d'ordine m, fornita di è punti doppi e x cuspidi, è 


3 (m(m-+2n—5)— (2234-31) — m (Gm + 6n — 21) +-10d +5 x. 
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2.° Il numero delle curve della stessa rete aventi coll’anzidetta linea d'ordine m un 
contatto tripunto è 3m(m-+n—4) — (63 | 8x) *). 

(c) Ogni punto della curva K è polo di una prima polare tangente a C,,; onde, 
considerando le intersezioni delle curve K e C,,, si ha: 

In una curva C,, dell'ordine m, dotata di è punti doppi e di «x cuspidi, vi sono 
m'(m--2n—5) — m(2è-|-3x) punti, le cui prime polari relative alla curva fondamen- 
tale C,, toccano la medesima C,,. 

Di qui per m="1 si ricava: 

In una retta qualunque vi sono 2(n—2) punti, le cui prime polari relative alla 
curva fondamentale C,, toccano la retta medesima. 

Se la retta è tangente a C,, nel contatto coincidono due di quei 2 (x — 2) poli. 
Dunque in una retta tangente a C,, esistono 2(n—3) punti, ciascun de’ quali è polo 
di una prima polare tangente in altro punto alla retta medesima. 

(d) Se nella ricerca superiore, la curva C,, si confonde con C,, la linea K si 
compone evidentemente della C, medesima e delle sue tangenti stazionarie, perchè 
ogni punto di quella e di queste è polo di una prima polare tangente alla curva fon- 
damentale (71, 80). In tal caso, i punti doppi di K sono le intersezioni delle tangenti 
stazionarie fra loro e colla curva C,; le cuspidi di K sono rappresentate dai flessi di 
C,, ciascuno contato due volte; e le tangenti doppie di K sono le stazionarie e le 
doppie di C,. 

I punti doppi di K sono (b) i poli d’altrettante prime polari doppiamente tangenti 
alla curva fondamentale. Ed invero: se o è un punto comune a due tangenti stazio- 
narie di questa, la prima polare di o tocca C, ne’ due flessi corrispondenti (80); e se 
o è un punto di segamento di C, con una sua tangente stazionaria, la prima polare 
di o tocca C, in o (71) e nel punto di contatto di questa tangente (80). Sonvi adunque 
3n(n—2)(n—3) prime polari doppiamente tangenti a C,, i cui poli giacciono in C, 
medesima; e vi sono altre ont —2) (8n (2) 1) prime polari pur doppiamente 
tangenti, i cui poli sono fuori di C,.. 

(e) La curva K, inviluppo delle polari (a—1)"° de’ punti di C,.,, si chiamerà 
l'(n—1)"° polare di C,,**). 

Facendo m=1, troviamo che l’(2—1)”“ polare di una retta R, cioè l’inviluppo 
delle rette polari de’ punti di R, od anche il luogo de’ poli delle prime polari tangenti 





*) BISCHOFF, É. c. p. 174-176. 
##) Occorre quindi nel seguito distinguere bene fra polare di un punto e polare di una 
curva. | Linleitung | 


408 INTRODUZIONE AD UNA TEORIA GEOMETRICA DELLE CURVE PIANE. 


ad R, è una curva della classe n—1 e dell’ordine 2(n — 2), con 3(n— 3) cuspidi, 


—2) (n—3) 
2 


2(n—3)(2—4) punti doppi ed & tangenti doppie; cioè: 


Vi sono 3(n—3) prime polari, per le quali una data retta R è una tangente sta- 
zionaria; 2(n—3)(n—4) prime polari, per le quali R è una tangente doppia; ed inoltre 


sO—2) (n 3) rette, ciascuna delle quali ha due poli în R. 


(f) Se P(n—1)"" polare della retta R passa per un dato punto 0, questo è il polo 
di una prima polare tangente ad R (e); talchè se l’(n—1)"“ polare varia girando 
intorno al punto fisso o, la retta R invilupperà la prima polare di o. Così abbiamo 
due definizioni della prima polare di un punto: 

La prima polare di un punto o è il luogo de’ poli le cui (n—1)"° polari s° incro- 
ciano în 0, ed è anche l’inviluppo delle rette le cuù (n—1)"° polari passano per 0. 

104. Supposto che un polo p percorra una data curva C,, d’ordine m, avente è 
punti doppi e x cuspidi, di qual indice è la serie (34) generata dalla polare (r)"“ di p 
rispetto alla linea fondamentale C,, e quale ne sarà l’inviluppo? 

(a) Se la polare (r)”“ di p passa per un punto o, il polo sarà nella polare (n—r)"® 
di 0 (69, a), cioè sarà una delle rm intersezioni di questa polare colla proposta curva C,.. 
Dunque per o passano rm polari (r)"° di punti situati in C,, cioè le polari (r)”° 
de’ punti di C,, formano una serie d’indice rm. 

(b) Se l'(n—r)"“ polare di o tocca in un punto C,,, avremo in o due (r)"° polari 
coincidenti, ossia o sarà un punto della linea inviluppata dalle curve della serie anzi- 
detta. Dunque: 

L’inviluppo delle polari (r)"° de’ punti di una curva C, è anche il luogo de’ poli 
delle polari (n—r)"° tangenti a Cm. 

(c) Quale è l’ordine di questo luogo? Ovvero, quanti punti vi sono in una retta 
arbitraria L, le polari (n—r)"° de’ quali tocchino C,,? Le polari (n —r)"° de’ punti 
di una retta L formano (a) una serie d’ordine r e d’indice n—r; epperò (87,c) ve 
ne sono (n—7) (m (m-+2r—3)— (204 34)) che toccano C,,. Donde segue che: 

L’inviluppo delle polari (r)"° de’ punti di una curva d'ordine m, dotata di è punti 
doppi e x cuspidi, è una linea dell'ordine (n—7) (n (m-+2r —3)—(23+-3%)). 

Questa linea si denominerà polare (r)”“ della data curva C, rispetto alla curva 
fondamentale C, *). 

(d) Fatto r==1 ed indicata con wm' la classe di C,,, cioè posto m'=m(m —1) —(2d-+-3x) 
(99), si ha: 


#) STEINER, Z. c. p. 2-3. — V. anche la nota **) alla pag. precedente. 
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La prima polare di una curva della classe m', cioè il luogo de’ poli delle rette tan- 
genti di questa, è una linea dell’ordine m' (n— 1). 

Questa linea passa pei punti ove la curva fondamentale è toccata dalle tangenti 
comuni ad essa ed alla curva della classe m. 

Se m'=1, ricadiamo nella definizione della prima polare di un punto (103, f). 

(e) Posto m=1, troviamo che la polare (r)"" di una retta è una linea dell'ordine 
2(r—1)(m—r) Quindi la prima polare di una retta è dell'ordine zero; infatti essa è 
costituita dagli (@—1)° poli della retta data (77). 

Per "r=n— 1, si ricade in un risultato già ottenuto (103, e). 

(f) L’ordine della linea polare (r)"“ di una retta R si può determinare direttamente 
come segue. A tal uopo consideriamo quella linea come luogo de’ punti comuni a due 
curve successive della serie d’indice » e d’ordine n—r, formata dalle polari (r)"° 
de’ punti di R (34). 

Se a è un punto qualunque di R, le polari (r)”° passanti per a hanno i loro rispet- 
tivi poli nella polare (n—7)”" di a, la quale sega R in r punti a'. Se invece assumiamo 
ad arbitrio un punto a’, la sua polare (r)”"“ sega R in n—r punti a; talchè, riferiti 
i punti a, a' ad una stessa origine o, fra i segmenti 0a, 0a’ avrà luogo un’equazione 
del grado r in 0a' e del grado »—r in oa. Il punto a apparterrebbe alla linea cercata, 
se due delle r polari (r)"° passanti per esso fossero coincidenti. Ma la condizione 
perchè l'equazione anzidetta dia due valori eguali per oa' è del grado 2(r—1) rispetto 
ai coefficienti della medesima, e per conseguenza del grado 2(r—1)(r —7) rispetto 
ad ca. Sono adunque 2(r—1)(2—r) i punti comuni al luogo richiesto ed alla retta R; 
ossia l’inviluppo delle polari (r)"° de’ punti di una retta data è una linea dell’ordine 
2-1)(n_r. 

Le stesse considerazioni si possono applicare, in molti casi, alla ricerca dell’ordine 
della linea che inviluppa le curve d’una data serie. Per esempio, se la serie è d’indice r 
e d’ordine s, e se si può assegnare una punteggiata projettiva alla serie (cioè se fra 
le curve della serie e i punti di una retta si può stabilire tale corrispondenza che ad 
ogni punto della retta corrisponda una curva della serie, e viceversa), l’inviluppo sarà 
dell’ordine 2(r—1)s. Di qui per s=1 si ricava: 

Se una curva della classe r è tale che sì possa assegnare una punteggiata projettiva 
alla serie delle sue tangenti, l'ordine della curva è solamente 2 (r— 1). 

(g) Se la polare (n—r)"“ di una retta passa per un dato punto 0, questo è (b) 
il polo di una polare (r)"“ tangente a quella retta. Dunque: 

La polare (r)"" di un punto 0, ossia il luogo de’ punti le cui (n—r)"° polari passano 
per 0, è anche V inviluppo delle rette le polari (n—r)"° delle quali contengono il punto o. 

Così le polari de’ punti e delle linee sono definite in doppio modo, e come luoghi 
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e come inviluppi. Egli è appunto in questa doppia definizione che sembra risiedere 
il segreto della grande fecondità della teoria delle curve polari. 

(h) La polare (+) di una curva C tocchi un’altra curva C' nel punto o. In 0 quella 
polare toccherà la polare (»)”“ di un punto o' di C; e viceversa (b) in o' la curva C 
sarà toccata dalla polare (n—r)"" di o. Ma la polare (r)”"“ di o' tocca in o anche C'; 
dunque la polare (n— 7)” di o toccherà in o' la polare (n—r)"“ di C'; ossia: 

Se la polare (r)"" di una curva C tocca un’altra curva C', reciprocamente la polare 
(n—r)"" di C' tocca C. 

(k) Una retta R sia l'(r—1)”° polare di un punto o rispetto all’ (2 — +)" polare 
di un altro punto 0’, ovvero, ciò che è la medesima cosa (69, c), la polare (n—r)"° 
di o' rispetto alla polare (r— 1)” di o. Se R varia ed inviluppa una curva qualunque ©, 
restando fisso il punto o’, il luogo del punto o sarà (d) la prima polare di C rispetto 
all’(n—r)"" polare di o. Se invece resta fisso il punto 0, mentre R inviluppa la curva C, 
il luogo di o' sarà la prima polare di C rispetto all'(r—1)”° polare di o. Dunque: 

Se la prima polare di una curva C rispetto all’(r —1)"“ polare di un punto 0 passa 
per un altro punto o, la prima polare di C rispetto all'(n—r)"" polare di 0' passerà 
per 0; e viceversa. 

105. L’(n 1)" polare di una curva C, d’ordine w è (81) una linea K della classe 
m(n—1). Reciprocamente, la prima polare di K sarà (104, d) una linea dell’ ordine 
m(n—1). Questa linea comprende in sè la data curva C,, perchè K è non solo l’invi- 
luppo delle rette polari dei punti di C,,, ma anche il luogo de’ poli delle prime polari 
tangenti a C,, (103, a). Dunque, allorchè un punto o percorre la curva C,, gli altri 
(:—1)°—1 poli della retta polare di o descriveranno una linea dell’ordine m(n—1)—m 
—=mn (n —2). 

A questo risultato si arriva anche cercando la soluzione del problema: quando un 
punto o percorre una data linea, quale è il luogo degli altri poli della retta polare di 0? 

Supposto dapprima che la data linea sia una retta R, cerchiamo in quanti punti 


essa seghi il luogo richiesto. Siccome (103, e) vi sono 5 (n—2)(m— 3) rette, ciascuna 


delle quali ha due poli in R, così gli (# —2)(n — 3) poli di tali rette sono altrettanti 
punti del luogo. Inoltre ricordiamo (90, b) che in ogni punto dell’ Hessiana coincidono 
due poli d’una medesima retta, talchè le 3(n—2) intersezioni dell’ Hessiana con R 
sono comuni al luogo di cui si tratta. Questo luogo ha dunque (n —2) (n—-3) +3(n—2) 
punti comuni con R, vale a dire, esso è dell’ordine n (n — 2). 

Se invece è data una linea C,, dell'ordine m, assunta un’arbitraria retta R, cer- 
chiamo quante volte avvenga che una stessa retta abbia un polo in R ed un altro in C,,. 
I poli congiunti ai punti di R sono, come or si è dimostrato, in una linea dell’ordine 
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n(n—2), la quale sega C,, in ma(n—-2) punti. Dunque vi sono ma (n—-2) punti in 
C,., ciascun de’ quali ha un polo congiunto in R; ossia: 

Se un polo descrive una curva d'ordine m, il luogo degli altri poli congiunti è una 
linea dell’ordine mn(n—-2). [8°] 

106. Imaginiamo un polo che si muova percorrendo una data curva C,, d'ordine #m; 
quale sarà il luogo delle intersezioni della prima colla seconda polare del polo mobile, 
rispetto alla curva fondamentale C,? Assunta una retta arbitraria R, se per un punto è 
di essa passa una prima polare, il polo giace nella retta polare di i; questa retta 
sega C,, in m punti, le seconde polari dei quali incontreranno Rin m(n— 2) punti è. 
Se invece si assume ad arbitrio in R un punto è pel quale debba passare una seconda 
polare, il polo sarà nella conica polare di è, che taglia C,, in 2wm punti; le prime 
polari di questi determinano in R 2w(n—1) punti è. Così vediamo che ad ogni punto è 
corrispondono »m (n —2) punti #, mentre ad ogni punto è corrispondono 2wm (n — 1) 
punti è; talchè (83) vi saranno (in R)m(n—-2)+2m(n—1)=m(3n—-4) punti i, 
ciascun de’ quali coincida con uno de’ corrispondenti è; cioè i luogo richiesto è una 
curva U dell’ordine m(3n—4). Evidentemente questa curva tocca C, negli mn punti 
comuni a C,, e C,, perchè in ciascuno di questi punti le polari prima e seconda si . 
toccano fra loro e toccano ©, (71). 

Inoltre, siccome per un fiesso della curva fondamentale passa la prima e la seconda 
polare di ogni punto della relativa tangente stazionaria (80), così la curva U passerà 
pel flesso di C,, tante volte quanti sono i punti comuni a C,, ed alla tangente stazio- 
naria. Dunque la curva U passa m volte per ciascuno dei 3n(n-—2) flessi di C, *). 

(a) Se C,, coincide con C,, la linea U contiene manifestamente due volte la curva 
fondamentale; prescindendo da questa, rimarrà una curva dell'ordine 3n(n — 2), per 
la quale i flessi di C,, sono punti (n —2)?". Dunque, se un polo percorre la curva fon- 
damentale, gli (n —1)(2—2)—2 punti in cui si segano le polari prima e seconda 
generano una linea dell’ordine 3w(n — 2), avente n—2 branche passanti per ciascun 
flesso di C,,, una delle quali ha ivi con C,, un contatto tripunto. Il che riesce evidente, 
considerando che ogni tangente stazionaria della curva fondamentale ha con questa 
n—2 punti comuni, cioè il flesso ed n—3 intersezioni semplici. 

(b) Analogamente si dimostra che, se il polo percorre la curva C,., le intersezioni 
delle polari (r)”"“ ed (s)"“ descrivono una linea dell'ordine mn (r-+s) — 2mrs, la quale 
tocca la curva fondamentale ne’ punti comuni a questa ed a C,,. È da notarsi che il 
numero #22 (rs) —2mrs non cambia sostituendo n —r,n —s ad r,s. 


*) CLEBSCH, Ueber eine Classe von Eliminationsproblemen und ‘iiber einige Punkte der 
Theorie der Polaren (Giornale CRELLE-BOoRCHARDT, t. 58, Berlino 1861, p. 279). 
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ARISSOSVILTE 


Applicazione alle curve di second’ ordine. 


107. Se ne’ teoremi generali suesposti si fa n==2, si ottengono i più interessanti 
risultati per la teoria delle coniche. 

Dato un polo o nel piano della curva fondamentale C, di second’ordine, il luogo 
del punto coniugato armonico di 0, rispetto alle due intersezioni della curva con una 
trasversale mobile intorno ad 0, è la retta polare di o (68). Se la polare di o passa 
per un altro punto 0°, viceversa (69, a) la polare di o' contiene 0; ossia tutte le rette 
passanti per un punto dato hanno i loro poli nella retta polare di questo punto, e 
reciprocamente tutt’i punti di una data retta sono poli di rette incrociantisi nel polo 
della data. 

Siccome ogni punto ha una determinata retta polare, e viceversa ogni retta ha un 
polo unico, così è punti di una retta costituiscono una punteggiata projettiva alla stella 
formata dalle loro rispettive polari. Donde segue che il rapporto anarmonico di quattro 
rette divergenti da un punto è eguale al rapporto anarmonico dei loro poli *). 

La retta polare di un punto o sega la conica fondamentale ne’ punti in cui questa 
è toccata da rette uscenti da o (70). 

Considerando la conica fondamentale come una curva di seconda classe, se da un 
punto qualunque di una retta data si tirano le due tangenti alla curva, la retta coniu- 
gata armonica della data, rispetto a queste due tangenti, passa per un punto fisso (82) 
che è il polo della retta data. 

Due figure, l’una delle quali contenga i poli e le polari delle rette e dei punti 
dell'altra, diconsi polari reciproche. Sui pochi principii or dichiarati si fonda il celebre 
metodo di PonceLET **) per passare dalle proprietà dell’una a quelle dell’altra figura. 

108. Due punti 0,0', lun de’ quali Le polari di due poli coniugati, ossia 
giaccia nella polare dell’altro, diconsi pol due rette passanti ciascuna pel polo del- 
coniugati. Le infinite coppie di poli coniu- l’altra, diconsi coniugate. Le infinite cop- 
gati esistenti in una trasversale formano pie di polari coniugate passanti per uno 


*) CHasLEs, Mémoire de géometrie sur deux principes généraux de la science ete. (Mémoires 
couronnés par l’Académie R. de Bruxelles, t. 11, 1837, p. 582). 

**) PONCELET, | Solution ..., citato al n. 70.} — Traité des propriétés projectives des figures, 
Paris 1822, p. 122. — Mémoire sur la théorie des polaires réciproques (Giornale di CRELLE, t. 4, 
Berlino 1829, p. 1). 
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un’involuzione (quadratica), i cui punti 
doppi sono le intersezioni della conica colla 
trasversale; cioè i punti della conica fon- 
damentale sono coniugati a sè medesimi. 


(a) Due poli coniugati ed il polo della 
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stesso punto dato formano un’involuzione 
(quadratica), i raggi doppi della quale sono 
le tangenti che dal punto dato si possono 
condurre alla conica; cioè le tangenti di 
questa sono rette coniugate a sè medesime. 
retta che li unisce (ovvero due rette co- 


niugate e la polare del punto ad esse comune) individuano un triangolo (o un trila- 
tero), nel quale ciascun lato è la polare del vertice opposto. Siffatto triangolo o tri- 


latero dicesi coniugato alla conica data. 

(b) Se da un punto p si conducono due 
trasversali a segare la conica data ne’ quat- 
tro punti de, ad, e se g, 7 sono le interse- 
zioni delle coppie di rette (ca, bd), (ad, cd), 
la retta gr sarà la polare del punto p; anzi 
nel triangolo pgr ciascun vertice è polo del 
lato opposto. Ciò è una immediata conse- 
guenza della proprietà armonica del qua- 
drangolo completo abed (5). Dunque tutte 
le coniche circoscritte a questo quadran- 
golo sono coniugate al triangolo formato 
dai punti diagonali pgr. 


(b') Se per due punti di una data retta 
P si tirano quattro tangenti BC, AD alla 
conica data, e se Q, R sono le rette pas- 
santi per le coppie di punti (CA, BD) 
(AB, CD), il punto QR sarà il polo della 
retta P; anzi nel trilatero PQR ciascun 
lato è la polare del vertice opposto, come 
segue immediatamente dalla proprietà ar- 
monica del quadrilatero completo ABCD 
(5). Dunque tutte le coniche inscritte nel 
quadrilatero sono coniugate al trilatero for- 
mato dalle diagonali PQR. 


(c) In generale (89), se un punto ha la stessa retta polare rispetto a due curve 


d’un fascio, esso è doppio per una curva del fascio medesimo. Ciò torna a dire che 
due coniche non ammettono alcun triangolo coniugato comune, oltre quello che ha i 
vertici ne’ tre punti doppi del fascio da esse determinato; ossia i punti diagonali del 
quadrangolo completo formato dai punti comuni a due coniche, e le rette diagonali 
del quadrilatero completo formato dalle tangenti comuni alle stesse coniche sono i 
vertici e i lati dell’unico triangolo coniugato ad entrambe le curve. 
 (d) Il teorema di Pascar relativo ad un esagono inscritto in una conica (45, c), se 
si assume il secondo vertice infinitamente vicino al primo, ed il quinto al quarto, 
somministra la seguente relazione fra quattro punti di una conica e le tangenti in due 
di essi: 

Se un quadrangolo è inscritto in una conica, le tangenti in due vertici concorrono 
sulla retta che unisce due punti diagonali. 

Donde si conclude facilmente che le diagonali del quadrilatero formato da quattro 
tangenti di una conica sono i lati del triangolo avente per vertici i punti diagonali 
del quadrangolo formato dai quattro punti di contatto. 
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(e) Se di un quadrangolo completo abcd sono dati i tre punti diagonali pgr ed un 
vertice a, il quadrangolo è determinato ed unico. Infatti, il vertice d è il coniugato 
armonico di a rispetto ai punti in cui pg, pr segano ar; ecc. Dunque le coniche pas- 
santi per uno stesso punto a e coniugate ad un dato triangolo pgr formano un fascio; 
ossia (92): 

Tutte le coniche coniugate ad un dato triangolo formano una rete. 

(f) Le curve di questa rete che dividono armonicamente un dato segmento 00° 
formano un fascio. Infatti, se è è un punto arbitrario, tutte le coniche della rete pas- 
santi per è hanno altri tre punti comuni, epperò incontrano la retta 00' in coppie di 
punti in involuzione (49). Ma anche le coppie di punti che dividono armonicamente 00° 
costituiscono un’ involuzione (25, a), e le due involuzioni hanno una coppia comune di 
punti coniugati; dunque per i passa una sola conica della rete, la quale sodisfaccia alla 
condizione richiesta, c. d. d. In altre parole, la rete contiene un fascio di coniche, 
rispetto a ciascuna delle quali i punti 00° sono poli coniugati. 

In una rete due fasci hanno sempre una curva comune; dunque, se si cerca la 
conica della rete rispetto alla quale il punto 0 sia coniugato sì ad o’ che ad 0”, cioè o 
abbia per polare 00", il problema ammette una sola soluzione; vale a dire: vi è una 
sola conica, rispetto alla quale un dato triangolo sia coniugato, e un dato punto sia 
polo di una data retta. 

(g) Siano pgr, par due triangoli coniugati alla conica fondamentale; s,t i punti 
in cui le rette pg, pr segano gr; s',# quelli ove g'r' è incontrata dalle pg, pr. Le 
polari de’ punti g,,s,# sono evidentemente le rette p(r,9,x,g), che incontrano 
gr in #,s,rq. Ma il sistema di queste quattro rette e quello de’ loro poli hanno 
lo stesso rapporto armonico (107), dunque: 


(grst) =(f'srq), 
ossia (1): 

(ars) =(stdr)); 
vale a dire, le quattro rette pg, pr, pig, pr incontrano le gr, g in due sistemi di 
quattro punti aventi lo stesso rapporto anarmonico. Dunque (60) i sei lati dei due 
triangoli proposti formano un esagono di BriancHon. Inoltre i due fasci di quattro 
rette 9'(4,r,49,7), p(g,r,g,r) hanno lo stesso rapporto anarmonico, onde (59) i sei 
vertici de’ triangoli medesimi costituiscono un esagono di Pascar *). Ossia: 





*) STEINER, Systematische Entwickelung der Abhéngigkeit geometrischer Gestalten von ein- 
ander, Berlin 1832, p. 308 (Aufg. 46). — CHASLES, Mémoîre sur les lignes conjointes dans les 
coniques (Journal de M. LIiouvILLE, aoît 1838, p. 396). 
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Se due triangoli sono circoscritti ad una conica, essi sono inscritti in un’altra; e 


viceversa. 


Affinchè due triangoli siano coniugati ad una stessa conica, è necessario e sufficiente 


che essi siano circoscritti ad un’altra conica, ovvero inscritti in una terza conica. 
Questa proprietà si può esprimere eziandio dicendo che la conica tangente a cinque 

de’ sei lati di due triangoli coniugati ad una conica data tocca anche il sesto; e la 

conica determinata da cinque vertici passa anche pel sesto. Donde s’inferisce che: 


Se una conica tocca i lati di un trian- 
golo coniugato ad una seconda conica, infi- 
niti altri triangoli coniugati a questa saran- 
no circoscritti alla prima; cioè le tangenti 
condotte alle due coniche dal polo (relativo 
alla seconda) di ciascuna retta tangente alla 
prima formeranno un fascio armonico. 


Se una conica passa pei vertici di un 
triangolo coniugato ad un’altra conica, sarà 
pur circoscritta ad infiniti altri triangoli 
coniugati alla medesima; cioè ogni punto 
della prima conica sarà, rispetto alla se- 
conda, il polo di una retta segante le due 
curve in quattro punti armonici. 


109. Le coniche circoscritte ad un quadrangolo abed sono segate da una trasversale 
arbitraria in coppie di punti che formano un’involuzione (49). Fra quelle coniche vi 
sono tre paja di rette; dunque le coppie di lati opposti (bc, ad), (ca, da), (ad, cd) 
del quadrangolo incontrano la trasversale in sei punti @'a,, d'd,, c'e, accoppiati invo- 
lutoriamente. [5°] Viceversa, se i lati di un triangolo abc sono segati da una trasversale 
ne’ punti ade’, e se questi sono accoppiati in involuzione coi punti @,0,c, della stessa 
trasversale, le tre rette aa,, db, , cc, concorreranno in uno stesso punto d. 

Sia or dato un triangolo abc, i cui lati be, ca, ab seghino una trasversale in a’, dc; 
e sia inoltre data una conica, rispetto alla quale i punti a,, d,, c, situati nella stessa 
trasversale siano poli coniugati ordinatamente ad a’, dc. Le tre coppie di punti 
a'a,, bb, ce, sono in involuzione (108), epperò le rette aa,, db;, cc passano per uno 
stesso punto d. Se di più si suppone che @,d siano poli ordinatamente coniugati ad 
a,b, le polari di a’, d’ sono le rette aa,, 60,, talchè il polo della trasversale sarà il 
punto d. Dunque la polare di c' è cc,, ossia anche i punti c,c' sono poli coniugati. 
Abbiamo così il teorema: 

Se i termini di due diagonali aa',bb' d’un quadrilatero completo formano due coppie 
di polì coniugati rispetto ad una data conica, anche è termini della terza diagonale cc’ 
sono coniugati rispetto alla medesima conica *). 

110. Se un polo percorre una data curva C,, dell’ordine m, avente è punti doppi 





*) Hesse, De octo punctis intersectionis trium superficierum secundi ordinis (Dissertatio pro 
venia legendi), Regiomonti 1840, p. 17. 
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e x cuspidi, la retta polare (relativa alla conica fondamentale C.) inviluppa una seconda 
curva della classe m, dotata di è tangenti doppie e « flessi, la quale è anche il luogo 
dei poli delle rette tangenti a C,, (103). Le due curve diconsi polari reciproche. 


(a) Se la conica fondamentale C è il 
sistema di due rette concorrenti in un punto 
i, la polare d’ogni punto o passa per i, ed 
invero essa è la coniugata armonica di o 
rispetto al pajo di rette costituenti la co- 
nica (73, b); ma la polare del punto è è 
indeterminata (72), cioè qualunque retta 
nel piano può essere considerata come po- 
lare di è. Donde segue che ogni retta pas- 
sante per è ha infiniti poli tutti situati in 
un’altra retta passante per è, mentre una 
retta non passante per è ha per unico polo 
questo punto. 

Perciò se è data una curva della classe 
r, considerata come inviluppo di rette, la 
sua polare reciproca, ossia il luogo dei poli 
delle sue tangenti, sarà il sistema di r rette 
passanti per è e ordinatamente coniugate 
armoniche (rispetto alle due rette onde 
consta C.) di quelle r tangenti che si pos- 
sono condurre da è alla curva data. 


(a') Se la conica fondamentale C., ri- 
sguardata come inviluppo di seconda classe, 
è una coppia di punti 00', il polo di ogni 
retta R giace nella retta 00', e questa è 
divisa armonicamente dal polo e dalla po- 
lare. Però il polo della retta 00' è indeter- 
minato, cioè qualunque punto del piano può 
essere assunto come polo di quella retta. 
Ond’ è che ogni punto della retta 00° ha in- 
finite polari tutte incrociantisi in un altro 
punto della medesima retta; mentre un 
punto qualunque esterno alla 00' non ha al- 
tra polare che questa retta. 

Dunque, se è data una curva dell’or- 
dine », la sua polare reciproca, cioè l’in- 
viluppo delle polari de’ suoi punti, è il 
sistema di y punti situati in linea retta con 
00°, i quali sono, rispetto a questi due, i 
coniugati armonici di quelli ove la curva 
data incontra la retta 00°. 


(b) Nell'ipotesi (a) è evidente che ogni trilatero coniugato avrà un vertice in è, 


e due lati formeranno un sistema armonico colle due rette costituenti la conica fon- 
damentale. Viceversa, se un trilatero dato è coniugato ad una conica che sia un pajo 
di rette, queste dovranno tagliarsi in un vertice e formare un fascio armonico con due 
lati del trilatero medesimo; e in particolare, un lato di questo, considerato come il 
sistema di due rette coincidenti, terrà luogo di una conica coniugata al trilatero. Per 
conseguenza, le tre rette costituenti il trilatero contengono i punti doppi delle coniche 
ad esso coniugate, ossia (92; 108, e) l’Hessiana della rete formata dalle coniche coniu- 
gate ad un trilatero dato è il trilatero medesimo. 

111. In virtù del teorema generale (110), la polare reciproca di una conica K ri- 
spetto ad un’altra conica C, è una terza conica K'; le due curve K,K' avendo tra 
loro tal relazione che le tangenti di ciascuna sono le polari dei punti dell’altra rispetto 
a C,. Ne’ quattro punti comuni a K, la conica fondamentale C, è toccata dalle quattro 
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tangenti comuni a K'; dunque (108, d) le tre coniche C,, K, K' sono coniugate ad uno 
stesso triangolo. 

(a) Se Rè la polare di un punto 7 rispetto a K, e se #°, R' sono il polo e la polare 
di R,r rispetto a C., è evidente che »' sarà il polo di R' rispetto a K'. 

(b) I punti comuni a K, K' sono i poli, rispetto a C., delle tangenti comuni alle 
medesime coniche. Donde segue che, se più coniche sono circoscritte ad uno stesso 
quadrangolo, le loro polari reciproche saranno inscritte in uno stesso quadrilatero. E sic- 
come le prime coniche sono incontrate da una trasversale arbitraria in coppie di punti 
formanti un’involuzione, così le tangenti condotte da un punto qualunque alle coniche 
inscritte in un quadrilatero sono pur accoppiate involutoriamente. 

(c) Se sono date a priorî entrambe le coniche K,K', le quali si seghino ne’ punti 
abed ed abbiano le tangenti comuni ABCD, la conica rispetto alla quale K, K' sono 
polari reciproche dovrà essere coniugata (111) al triangolo formato dai punti diago- 
nali del quadrangolo abcd e dalle diagonali del quadrilatero ABCD (108, c). Per de- 
terminare completamente questa conica, basterà aggiungere la condizione che il punto 
a sia, rispetto ad essa, il polo di una delle quattro rette ABCD (108, f). Donde segue 
esservi quattro coniche, rispetto a ciascuna delle quali due coniche date sono polari re-. 
ciproche. 

(d) Date due coniche K,K', la prima di esse sia circoscritta ad un triangolo pgr 
coniugato alla seconda. Se C, è una conica rispetto a cui le date siano polari reci- 
proche, e se le rette PQR sono le polari de’ punti pg rispetto a C., il trilatero PQR 
sarà circoscritto a K'. Ma il triangolo pgr è supposto coniugato a K'; dunque (a) il 
trilatero PQR sarà coniugato a K. Ossia: 

Se una conica è circoscritta ad un triangolo coniugato ad una seconda conica, vi- 
ceversa questa è inscritta în un trilatero coniugato alla prima; e reciprocamente *). 

Quindi, avuto riguardo al doppio enunciato (108, g): 

Se una conica è inscritta in un triangolo coniugato ad un’altra conica (ossia, se 
questa è circoscritta ad un triangolo coniugato a quella), la polare reciproca della 
seconda conica rispetto alla prima è l’inviluppo di una retta che tagli armonicamente 
le due coniche date; e la polare reciproca della prima rispetto alla seconda è il luogo 
di un punto dal quale tirate le tangenti alle due coniche date, si ottenga un fascio 
armonico. 

(e) In generale, date due coniche K, K', proponiamoci le seguenti quistioni **): 


* Hesse, Vorlesungen tiber analytische Geometrie des Raumes, Leipzig 1861, p. 175. 
##) SrAauDT, Ueber die Kurven 2. Ordnung, Niirnberg 1831, p. 25. 
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Quale è l’inviluppo di una retta che 
seghi le coniche date in quattro punti ar- 
monici? Quante rette dotate di tale pro- 
prietà passano per un punto qualunque, 
ex. gr. per uno de’ punti abed comuni alle 
coniche date? Affinchè una retta condotta 
per a seghi K, K' in quattro punti armo- 
nici, tre di questi dovranno coincidere in 
a, cioè le sole tangenti che per @ si pos- 
sano condurre all’inviluppo richiesto sono 
le due rette che ivi toccano l’una o l’altra 
conica. Dunque l’inviluppo è una conica F 
tangente alle otto rette che toccano in abed 
le curve date. 

Di queste otto rette, le quattro che toc- 
cano K' sono anche tangenti (111) alla co- 
nica H, polare reciproca di K rispetto a 
K'; ossia le coniche K', H, F sono inscritte 
nello stesso quadrilatero. Dunque, se una 
tangente di H, non comune a K', sega ar- 
monicamente K, K', le coniche H, F coin- 
cidono. Ciò accade quando K è circoscritta 
ad un triangolo coniugato a K' (d). 
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Quale è il luogo di un punto dal quale 
si possa condurre un fascio armonico di 
tangenti alle coniche date? Quanti punti 
dotati di questa proprietà esistono in una 
retta qualunque, ex. gr. in una delle tan- 
genti ABCD comuni alle coniche date? È 
evidente che le sole intersezioni della retta 
A col luogo di cui si tratta sono i punti in 
cui la retta medesima tocca l’una o l’altra 
conica data. Il luogo richiesto è dunque 
una conica F' passante per gli otto punti 
in cui le curve date sono toccate dalle loro 
tangenti comuni. 


Di questi otto punti, i quattro situati 
in K appartengono anche alla conica H', 
polare reciproca di K' rispetto a K; vale a 
dire, le coniche K, H', F' appartengono ad 
uno stesso fascio. Dunque, se un punto di 
H', non comune a K, è centro d’un fascio 
armonico di rette tangenti a K, .K', le co- 
niche H', F' si confondono in una sola. Ciò 
accade quando K' è inscritta in un trian- 
golo coniugato a K (d). 


Se C, è una conica rispetto alla quale K, K' siano polari reciproche, evidentemente 
le coniche F, F' (come pure H, H') sono polari reciproche rispetto a C.. 
(f) Siano K, K', K' tre coniche circoscritte ad uno stesso quadrangolo abed, e le 


prime due siano separatamente circoscritte a due triangoli coniugati ad una medesima 
conica C.. Le coniche H, H', H", polari reciproche di quelle prime tre rispetto a C., 
saranno tutte toccate dalle rette ABCD, polari de’ punti abcd rispetto a C. (b). Dunque 
(d) la retta A sega armonicamente sì le due coniche C,, K, che le due C,, K'; cioè 
le intersezioni di C, con A sono i punti doppi dell’involuzione (quadratica) che le 
coniche del fascio (KK') determinano sopra A. Di qui si trae che A taglia armoni- 
camente anche C.,K", ossia (e): 

Se in due coniche sono separatamente inscritti due triangoli coniugati ad una conica 
data, qualunque altra conica descritta pei punti comuni alle prime due sarà pur circo- 


BA 


scritta ad un triangolo coniugato alla conica data. 
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Art. XIX. 


Curve descritte da un punto, le indicatrici del quale variino con legge data. 


- 112. Riprendendo il caso generale d’una curva fondamentale C, d’ordine qualsi- 
voglia », cerchiamo di condurre per un dato punto p una retta che tocchi ivi la prima 
polare d’alcun punto o della retta medesima *). Le prime polari passanti per p hanno 
i loro poli nella retta polare di questo punto. Se inoltre p dev'essere il punto di con- 
tatto della prima polare con una tangente condotta dal polo o, anche la seconda polare 
di o dovrà passare per p (70); talchè o sarà una delle intersezioni della retta polare 
colla conica polare di p, cioè po dev'essere tangente alla conica polare di p. 

Dunque le rette che risolvono il problema sono le due tangenti che da p sì possono 
condurre alla conica polare di questo punto, ossia le due îndicatrici del punto p (90, c). 

(a) Se p è un punto dell’Hessiana, la sua conica polare è un pajo di rette incro- 
ciantisi nel corrispondente punto o della Steineriana, pel quale passa anche la retta 
polare di p. 1 punti di questa retta sono poli di altrettante prime polari passanti per p 
ed ivi aventi una comune tangente (90, a); donde segue che questa è un’indicatrice del 
punto p. Ma le indicatrici di p sono insieme riunite nella retta po (90, c); dunque (98, b): 

La retta che unisce un punto dell’ Hessiana al corrispondente punto della Steineriana 
tocca nel primo di questi punti tutte le prime polari passanti per esso. 

Ond’è che la linea della classe 3 (n —1) (n —2), inviluppo delle tangenti comuni 
ne’ punti di contatto fra le prime polari (91, b), può anche essere definita come l’invi- 
luppo delle rette che uniscono le coppie di punti corrispondenti dell’ Hessiana e della 
Steineriana (98, Db). 

(b) Data una retta R, in essa esistono 2(n — 2) punti, ciascun dei quali, 0, è il 
polo d’una prima polare tangente ad R in un punto p (103, c); epperò în una retta 
qualunque vi sono 2(n—2) punti, per ciascuno de’ quali essa è un’indicatrice. 

Se R è una tangente della curva fondamentale, nel punto di contatto sono riuniti 
due punti o ed i due corrispondenti punti p. 

113. Quale è il luogo del punto p, se una delle sue indicatrici passa per un punto 
fisso #? Ciascuna retta condotta per è contiene 2(n—2) posizioni del punto p(112,b); 
ed è rappresenta altri due punti p, corrispondenti alle due indicatrici dello stesso 
punto è. Dunque il luogo richiesto è una curva L' dell'ordine 2(n—2)+2=2(n— 1), 
che passa due volte per . 





*) CLEBSCH, l. c. p. 280-285. 
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Considerando una tangente della curva fondamentale, nel punto di contatto sono 
riuniti due punti p; dunque la linea L' tocca C,, negli n(n—1) punti di contatto delle 
tangenti condotte a questa dal punto è. 

Quando il polo o (112) prende il posto del punto è, le (n —1) (n —2) intersezioni 
della prima colla seconda polare di è sono altrettante posizioni del punto p. Viceversa, 
se p è nella seconda polare di è, la conica polare di p passa per è; ma i dee giacere 
in una tangente condotta da p alla conica polare di quest’ultimo punto, dunque anche 
la retta polare di p passerà per è, e conseguentemente p giacerà nella prima polare 
di é. Quegli (2 —1) (n —2) punti sono pertanto i solî che la curva L' abbia comuni 
colla seconda polare di è; ond’è che in tutti quei punti le due curve si toccano. Con- 
cludiamo adunque che la curva L' tocca la curva fondamentale e la seconda polare 
del punto è ovunque le incontra, e gli n(n—1)+(n—1)(x—2) punti di contatto 
giacciono tutti nella prima polare di +. 

Siccome la prima polare di è presa due volte può considerarsi come una linea del- 
l'ordine 2(n—1), e siccome la curva fondamentale e la seconda polare di è costitui- 
scono insieme un’altra linea dello stesso ordine; così (41) per i 2(a—1)° punti 
ne’ quali la prima polare di è sega C,, e la seconda polare, si può far passare un fascio 
di curve dell’ordine 2(# —1), ciascuna delle quali tocchi la curva fondamentale e la 
seconda polare di è in tutti quei punti. Fra le infinite curve di questo fascio, quella 
che passa per è è L®. 

114. Di.qual classe è l’inviluppo delle indicatrici dei punti di una data curva C,, 
d'ordine m? Ossia, quanti punti di questa curva hanno un’ indicatrice passante per un 
punto è fissato ad arbitrio? Il luogo di un punto p, un’indicatrice del quale passi 
per i, è (113) una curva dell’ordine 2(n —1), che segherà C, in 2m(n—1) punti; 
dunque in è concorrono 2w(a —1) tangenti dell’inviluppo richiesto. 

Si noti poi che quest’inviluppo tocca la curva fondamentale ovunque essa è incon- 
trata da C,,; e ciò perchè ciascuna di queste intersezioni ha le sue indicatrici confuse 
insieme nella relativa tangente di C,. Dunque: 

Le indicatrici deì punti di una linea d'ordine m inviluppano una linea della classe 
2m(n—1), che tocca la curva fondamentale ne’ punti ove questa è incontrata dalla linea 
d’ordine m. 

(a) Di qui per m==1 si ricava che le indicatrici dei punti di una retta data invi- 
luppano una curva della classe 2 (n — 1), la quale tocca in 2(n—2) punti la retta 
medesima, perchè questa è indicatrice di 2(# —2) suoi punti (112, b)*). 


*) {Quella curva è dell’ordine 87 — 14, e contiene, oltre ai 2(2—2) punti suddetti, anche 
le 3(n — 2) 4 n intersezioni della retta data colla Hessiana e colla curva fondamentale. | 
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(b) In virtù del teorema generale or dimostrato, se il punto p percorre l’Hessiana 
che è una curva dell’ordine 3 (n —2), le indicatrici di p inviluppano una linea della 
classe 6(#— 1) (Mm — 2); ma siccome in questo caso, per ogni posizione di p le due 
indicatrici si confondono in una retta unica (90, c), così la classe dell’inviluppo si ri- 
durrà a 3(m—1)(n—2): risultato già ottenuto altrimenti (91, b; 112, a). 

A quest’inviluppo arrivano 3 (n — 1) (2 — 2) tangenti da ogni dato punto è; onde 
ciascuno dei 3(n—1) (n—2) punti p dell’Hessiana, le indicatrici de’ quali sono le anzi- 
dette tangenti, rappresenta due intersezioni dell’Hessiana colla curva L' superior- 
mente determinata (113). 

Riunendo questa proprietà colle altre già dimostrate (113), si ha l’enunciato: 

Dato un punto i, il luogo di un punto p tale che la retta pi sia tangente alla conica 
polare di p è una linea dell’ordine 2(n—1), che passa due volte per i e tocca la curva 
fondamentale, l’Hessiana e la seconda polare di è ovunque le incontra. 

115. Cerchiamo ora di determinare l'ordine del luogo di un punto 7, un’indica- 
trice del quale sia tangente ad una data curva K, della classe 7, cioè indaghiamo quanti 
punti sianvi in una retta R, dotati di un’indicatrice tangente a K,. Se il punto p si 
muove nella retta R, le sue indicatrici inviluppano (114,a) una linea della classe 
2(n—1), la quale avrà 2r(n—1) tangenti comuni colla data curva K,. Dunque il 
luogo richiesto è dell’ordine 2r (n — 1). 

Se consideriamo una tangente comune a K, ed a C,, nel contatto con quest’ultima 
linea sono riupiti due punti p, pei quali la tangente fa l'ufficio d’indicatrice; donde 
s’inferisce che il luogo richiesto tocca la curva fondamentale negli rn (2 —1) punti 
ove questa è toccata dalle tangenti comuni a K,, ovvero (ciò che è la stessa cosa) 
ne’ punti in cui la curva fondamentale è incontrata dalla prima polare di K, (104, d). 

La curva K, ha 3r(n—1)(n— 2) tangenti comuni coll’inviluppo delle indicatrici 
dei punti dell’Hessiana; talchè 3r(n—1)(n—2) è il numero dei punti comuni al- 
l’Hessiana ed al luogo dell’ordine 2r(n— 1), di cui qui si tratta. Dunque: 

Il luogo di un punto dal quale tirate le tangenti alla sua conica polare, una di queste 
riesca tangente ad una data curva della classe r, è una linea dell’ordine 2r(n—1) che 
tocca la curva fondamentale e l’Hessiana ovunque le incontra. 

116. Dati due punti fissi è,, cerchiamo il luogo di un punto p tale che le rette 
pi, pj siano polari coniugate (108) rispetto alla conica polare di p. È evidente che 
questo luogo passa per è e per /. 

Sia R una retta condotta ad arbitrio per j, e p un punto di R. Le rette polari 
di p,è rispetto alla conica polare di p incontrino R ne’ punti a, d; i quali se coin- 
cidessero in un punto solo, questo sarebbe il polo della retta pi relativamente alla 
detta conica, talchè si avrebbe in p un punto del luogo richiesto. Assunto ad arbitrio 
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il punto a come intersezione di R con una retta polare, gli corrispondono n—1 po- 
sizioni del polo p (i punti comuni ad R e alla prima polare di a), e quindi altrettanti 
punti d. Se invece si assume ad arbitrio 6, come incontro di R colla retta polare di è 
rispetto ad una conica polare indeterminata, il polo p di questa è nella prima polare 
di è relativa alla prima polare di 5 (69, d), cioè in una curva d’ordine n —2, le in- 
tersezioni della quale con R sono le posizioni di p corrispondenti al dato punto d; 
ond’è che a questo punto corrisponderanno x —2 punti a *). Dunque il numero de’ punti 
p in R, pei quali a e è coincidono, è (n—1)-|--(x—2); e siccome anche j è un punto 
della curva cercata, così questa è dell'ordine (n—1){(n—-2)+1=2(n—1). La 
designeremo con L', perchè, ove } coincida con è, essa rientra nella curva L', già 
considerata (113) **). 

Sia p il punto di contatto della curva fondamentale con una tangente uscita da è; 
la retta polare di p è pi, tangente in p alla conica polare dello stesso punto p, onde, 
qualunque sia /, la retta pj passa pel polo di pì. Dunque p è un punto di L', cioè 
questa linea passa per gli (#1) punti di contatto della curva fondamentale colle 
tangenti che le arrivano da è; e per la stessa ragione passerà anche per gli n(n — 1) 
punti in cui C, è toccata da rette condotte per ;. 

Cerchiamo in quanti e quali punti la curva LY incontri la prima polare di è rela- 
tiva alla prima polare di j, la quale chiameremo per brevità seconda polare mista 
de’ punti ij. Se questa seconda polare mista passa per p, viceversa (69, d) la retta 
polare di è rispetto alla conica polare di p passa per j, ossia i punti è, sono poli 
coniugati (108) relativamente alla conica polare di p. In tal caso, affinchè le rette pi, pj 
siano polari coniugate rispetto alla medesima conica, basta evidentemente che la retta 
polare di p passi per è o per j; epperò p dovrà trovarsi o nella prima polare di è 0 
in quella di j. Dunque la curva L# passa pei punti in cui la seconda polare mista 
de’ punti ?j è segata dalle prime polari de’ punti medesimi. 





*) Variando il punto a nella retta R, la prima polare di a genera un fascio (77), le curve 
del quale determinano in R_ un'involuzione del grado n—1. Ma ad ogni punto p corrisponde 
un punto db; dunque, col variare di a, il gruppo de’ corrispondenti n —1 punti d genera un’ in- 
voluzione del grado n—1. [8] Anche la prima polare di è, rispetto alla prima polare del punto 
fisso î, quando è corra sopra R, dà luogo ad un fascio; epperò, col variare di d, il gruppo 
de’ corrispondenti » —2 punti a genera un’involuzione del grado n—2. Dunque, variando 
simultaneamente i punti a,d producono due involuzioni projettive, l’una del grado n—2, 
l’altra del grado n—1. I 2n—3 punti comuni a queste involuzioni (24, b), insieme con j, sono 
quelli in cui R incontra il richiesto luogo geometrico. 

#*) | LY sega la retta î} nei 2(n—2) punti le cui coniche polari toccano quella retta: punti 
che appartengono anche alle curve L?, Lò, | 
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Ora siano 7,0 due punti corrispondenti dell’Hessiana e della Steineriana, tali che 
la retta po passi per è. Per esprimere che, rispetto alla conica polare di p, le rette 
pi, pj sono coniugate, basta dire che le rette polari di p e j (relative alla conica) con- 
corrono in un punto di pi. Ma nel caso attuale, la conica polare di p è un pajo di 
rette incrociantisi in o (90, a), talchè per questo punto passano le polari di p e j (rela- 
tive alla conica medesima). E siccome anche pi contiene, per ipotesi, il punto 0, così 
p appartiene ad L”, ossia questa curva passa pei 3(n—1)(n—2) punti dell’ Hes- 
siana, le cui indicatrici concorrono in i. Analogamente la curva L passa anche pei 
3(n—1)(n—2) punti dell’Hessiana, le indicatrici de’ quali partono da j. Dunque: 

Dati due punti i,j, il luogo di un punto p, tale che le rette pi, pj siano coniugate 
rispetto alla conica polare di p, è una linea dell'ordine 2(n—1), che passa: 1.° pei 
punti i, j; 2.° pei punti în cui la curva fondamentale è toccata dalle tangenti condotte 
per è 0 per j; 5.° pei punti în cuì la prima polare di i (0 di j) è toccata da rette con- 
correnti in j (0 în è); 4.° pei punti dell’Hessiana, le indicatrici de’ quali convergono ad 
alari 

(a) In altre parole, la linea L sega la curva fondamentale e l’Hessiana ne’ punti 
ove queste sono toccate dalle due linee L', L%, che dipendono separatamente dai 
punti 2,7 (113). 

(b) Se il punto è è dato, mentre j varii descrivendo una retta R, la linea L” ge- 
nera un fascio. Infatti, essa passa, qualunque sia j, per 4(n—1)° punti fissi, i quali 
sono: 1.° il punto è; 2.° gli #(n—1) punti in cui C,, è toccata dalle tangenti che 
passano per è; 3.° i 3(nr—1) (n —2) punti dell’Hessiana, le cui indicatrici concorrono 
in i; 4.0°i 2nv—-3 panti nei quali (oltre a j che è variabile) R sega L; questi ultimi 
non variano, perchè sono i punti comuni a due involuzioni projettive, indipendenti dal 
punto j (vedi la nota *) a pag. 422). 

Questa proprietà si dimostra anche cercando quante curve L' passino per un dato 
punto 9g, quando è sia fisso e j debba trovarsi in una retta R. Siccome le rette gi, gj 
devono essere coniugate rispetto alla conica polare di g, così il punto j sarà l’ interse- 
zione di R colla retta che congiunge 9g al polo di gi relativo a quella conica. Dunque ecc. 

Nello stesso modo si dimostra che, se è è fisso, le curve Li passanti per uno stesso 
punto 9g formano un fascio; cioè per due punti dati 9,9 passa una sola curva L 
relativa al punto fisso è; ecc. 

117. La precedente ricerca (116) può essere generalizzata, assumendo una curva- 
inviluppo invece del punto j, od anche una seconda curva invece di è, ovvero una 
sola curva in luogo del sistema dei due punti. 

Data una curva K, della classe 7 e dato un punto è, vogliasi determinare il luogo 
di un punto p tale che la retta pi sia, rispetto alla conica polare di p, coniugata ad 
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alcuna delle tangenti che da p ponno condursi a K,: ovvero con altre parole, la retta 
pì passi per alcuno de’ punti in cui la retta polare di p taglia la curva polare reciproca 
di K, rispetto alla conica polare di p (110). 

La curva richiesta passa r volte per è, giacchè se il punto p cade in è, sonvi r 
rette pi sodisfacenti all’ anzidetta condizione: quelle cioè che da è? vanno agli r punti 
in cui la retta polare di p taglia la polare reciproca di K, (relativa alla conica po- 
lare di è). 

Sia p un punto di C,,; la retta polare di p sarà la tangente alla curva fondamentale 
nel punto medesimo. Laonde se questa retta tocca anche K,,p sarà an punto della 
polare reciproca di K, (relativa alla conica polare di p); e siccome, qualunque sia è, 
la retta pì passa per p, punto comune alla detta polare reciproca ed alla retta polare 
di p, così questo punto apparterrà al luogo richiesto. Ond’è che questo luogo contiene 
gli rn(n 1) punti di contatto della curva fondamentale colle tangenti comuni a K,. 

Se invece p appartiene a C, e pi è tangente a questa curva in p, la stessa retta pi 
è la polare di p; ma essa incontra in » punti la polare reciproca di K,, dunque p è 
un punto multiplo secondo » per la curva richiesta. Questa ha pertanto #(n— 1) 
punti (r)2%, e son quelli ove C, è toccata da tangenti che concorrono in è. 

Sia p un punto dell’Hessiana, o il corrispondente punto della Steineriana. Se po 
è tangente alla data curva K,, essa sarà coniugata alla retta’ pè rispetto alla conice 
polare di p; infatti, sì quella tangente che le polari dei punti p,?, relative a questa 
conica, concorrono nel punto o. Donde s’inferisce che p è un punto del luogo che si 
considera; vale a dire, questo luogo passa pei 3r(n —1) (n — 2) punti dell’Hessiana, 
le indicatrici de’ quali toccano K,.. 

Siano ancora p,0 punti corrispondenti dell’Hessiana e della Steineriana; ma po 
passi per è. Allora, siccome la conica polare di p è un pajo di rette incrociate in 0, 
così la polare reciproca di K, rispetto a tale conica sarà (110, a) un fascio di y rette 
concorrenti in o. Ond’è che il punto o rappresenta » intersezioni sì della retta pè che 
della retta polare di p colla polare reciproca di K,, e per conseguenza p tien luogo 
di » punti consecutivi comuni alla curva richiesta ed all’Hessiana. Dunque il luogo 
geometrico, del quale si tratta, ha un contatto (+)? [3*] coll’Hessiana in ciascuno 
dei 3(xr —1)(n —2) punti le cui indicatrici passano per +. 

Passiamo da ultimo a determinare l’ordine della curva in questione. Sia Runa 
retta arbitraria condotta per è, e p un punto in R, La retta polare di p incontri R 
ina, e la polare reciproca di K,. (rispetto alla conica polare di p) seghi R in + punti bd. 
Se si assume ad arbitrio @, vi corrispondono n -—1 posizioni di p (le intersezioni di 
I: colla prima polare di a) e quindi (n —1) posizioni di d. Se invece si assume ad 
arbitrio 6, come incontro di R colla polare reciproca di K, rispetto alla conica polare 
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di un polo indeterminato, questo polo giace (104, k) nella prima polare di K.,. relativa 
alla prima polare di è; la qual curva essendo (104, d) dell’ordine y(n — 2) sega R in 
altrettanti punti p, ed a ciascuno di questi corrisponde un punto a. Così ad ogni punto a 
corrispondono r(n—1) punti d, ed ogni punto 5 individua (n — 2) punti a; onde la 
coincidenza di un punto a con uno dei corrispondenti punti d avverrà r(n—1) +r(n—2) 
volte. Ma ove tale coincidenza si verifichi, il punto p appartiene alla curva cercata. 
Questa ha dunque r(22-—3) punti in R, oltre al panto è che è multiplo secondo 7; 
vale a dire, essa è dell’ordine 2r(n— 1). 

(a) Analogamente si dimostra che: 

Date due curve K,,K,, le cui classi siano r, s, il luogo di un punto p tale che 
due tangenti condotte per esso, l’una a K,, l’altra a K,, siano coniugate rispetto alla 
conica polare dello stesso punto p, è una linea dell’ordine 2rs(n —1), la quale 1.° passa 
s volte per ciascuno degli rn (n-—1) punti in cui la curva fondamentale C,, è toccata 
da rette tangenti di K,; 2.° passa r volte per ciascuno degli sn (n —1) punti in cui 
C,, è toccata da rette tangenti di K,; 3.° ha coll’Hessiana un contatto (s)2° in cia- 
scuno dei 3r(n —1)(#— 2) punti le cui indicatrici toccano K,; 4.° ha coll’Hessiana 
medesima un contatto (r)?**° in ciascuno dei 3s(n—1)(n—2) punti le indicatrici dei 
quali sono tangenti a K,. 

(b) Se invece è dato un solo inviluppo K, della classe », e si cerca il luogo di 
un punto p tale che due tangenti condotte da esso a K., siano coniugate rispetto alla 
conica polare di p, si trova una linea dell’ordine ra(r—1)(n—1), la quale passa 
»—1 volte per ciascuno degli rn (n —1) punti ove la curva fondamentale è toccata 
da rette tangenti di K,, ed ha un contatto (r— 1)?‘ coll’ Hessiana in ciascuno 
de’ 3r(n—1)(a—2) punti di questa curva, le indicatrici de’ quali toccano K,. 


Art. XX. 


Aleune proprietà della curva Hessiana e della Steineriana. 


118. Sia p un punto dell’Hessiana ed o il corrispondente punto della Steineriana. 
L'ultima polare di p è una retta passante per o, i punti della quale sono poli d’ altret- 
tante prime polari toccate in p dalla retta po; ma fra esse ve n’ha una dotata d’un 
punto doppio in p, e il suo polo è o (88, dj 90, a; 112, a). 

(a) Siano 0, 0' due punti della Steineriana; i poli della retta 00' saranno le (n — 1)? 
intersezioni delle prime polari di quei due punti, le quali hanno rispettivamente per 
punti doppi i corrispondenti punti p,p' dell’Hessiana. Assumendo o' infinitamente 
vicino ad o, la retta 00' ossia la tangente in o alla Steineriana avrà un polo in p; 
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dunque le tangenti della Steineriana sono le rette polari dei punti dell’ Hessiana. Ovvero 
(90, b): 

La Steineriana è l’inviluppo di una retta che abbia due poli coincidenti. 

(b) Questo teorema ci mena a determinare la classe della Steineriana. Le tangenti 
condotte a questa curva da un punto arbitrario è hanno i loro poli nella prima polare 
di i, e questa sega l’Hessiana in 3(n — 1) (#0 —2) punti. Dunque la Steineriana è 
della classe 3(n—1)(n— 2). 

(c) Siccome i flessi della curva fondamentale C, sono punti dell’Hessiana (100), 
così le rette polari dei medesimi, cioè le tangenti stazionarie di C,,, sono anche tan- 
genti della Steineriana. 

I punti della Steineriana che corrispondono ai flessi di C,,, considerati come punti 
dell’Hessiana, giacciono nelle tangenti stazionarie della curva fondamentale; queste 
tangenti adunque toccano anche la curva della classe 3 (n —1) (n—2), inviluppo delle 
indicatrici dei punti dell’Hessiana (114, b). 

(4) Secondo il teorema generale (103), l’(n—1)"“ polare dell’ Hessiana, cioè 
l’inviluppo delle rette polari de’ punti dell’ Hessiana, è una curva K della classe 
3(n—1)(n—2) e dell'ordine 3(n—2) (n —11), della quale fa parte la Steineriana. 

Se è è l’intersezione di due rette tangenti alla Steineriana, ciascuna di esse ha 
un polo nell’Hessiana, e per questi due poli passa la prima polare di è. Se le due 
tangenti vengono a coincidere, i due poli si confondono in un sol punto, nel quale 
l’Hessiana sarà toccata dalla prima polare di i; epperò quest’ultimo sarà un punto 
dell’ (2 —1)”” polare dell’Hessiana, riguardata come il luogo dei poli delle prime polari 
tangenti all’Hessiana medesima. Ma i punti î, ne’ quali può dirsi che coincidano due 
successive tangenti della Steineriana, sono, oltre ai punti di questa curva, quelli situati 
in una qualunque delle tangenti stazionarie della curva medesima. Per conseguenza 
la linea K, (a—1)”° polare dell’Hessiana, è composta della Steineriana e delle tan- 
genti stazionarie di questa. Ossia, la Steineriana ha 3(n—2)(5n—11) —3(n—2) 
= 3(n—-2)(4n—-9) tangenti stazionarie. 

Della Steineriana conosciamo così l’ordine 3 (n—2), la classe 3 (n—1) (n—2) ed il 
numero 3 (n—2) (4r—9) de’ flessi. Onde, applicandovi le formole di PLiùcKER (99,100), 


troveremo che la Steineriana ha 12(n—2)(n—3) cuspidi, 0-2) (n—3) (3n°'—9m—5) 
i Mao i 
punti doppi e n) (n—2) (n—3) (3n°—3n—8) tangenti doppie. 


Se al numero delle cuspidi s’aggiunge due volte quello de’ fessi, se al numero delle 
tangenti doppie si aggiunge quello delle stazionarie, e se il numero de’ punti doppi è 
sommato col numero de’ punti in cui le tangenti stazionarie segano la Steineriana e 
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sì segano fra loro; si ottengono rispettivamente i numeri delle cuspidi, delle tangenti 
doppie e de’ punti doppi della complessiva curva K d’ordine 3 (n—2) (5n—11), (n—1)"“ 
polare dell’ Hessiana, in accordo coi risultati generali (103). 

119. Sia 00' una retta tangente alla Steineriana; o il punto di contatto; p il corri- 
spondente punto dell’ Hessiana. Le prime polari dei punti di 00' formano un fascio di 
curve, che si toccano fra loro in p, avendo per tangente comune po. Fra le curve di 
questo fascio ve n’ha una, la prima polare di o, per la quale p è un punto doppio, 
e ve ne sono altre 3(m—2)° —2, cioè le prime polari de’ punti in cui 00' sega la Stei- 
neriana, le quali hanno un punto doppio altrove. 

(a) Se 00° è una tangente doppia della Steineriana; 0, 0 i punti di contatto; p, p' 
i corrispondenti punti dell’ Hessiana; allora le prime polari di tutti i punti di o0' si 
toccheranno fra loro sì in p che in p'. Dunque (118, d): 


i i 3 
In una rete geometrica di curve d’ordine n—1, vi sono g M_2) (n—3) (3n°—3n—8) 


fasci, in ciascuno dei quali le curve si toccano fra loro in due punti distinti. 

(b) Se nella tangente doppia 00 i punti di contatto si riuniscono in 0, per modo 
che essa divenga una tangente stazionaria della Steineriana, anche i punti p, p' si con- 
fonderanno in un solo, e le prime polari dei punti di 00' avranno fra loro un contatto 
tripunto in p, punto doppio della prima polare del flesso o. 

Inoitre quelle prime polari toccano in p l’ Hessiana, perchè le tangenti stazionarie 
della Steineriana fanno parte (118, d) del luogo de’ poli delle prime polari tangenti 
all’ Hessiana. Donde segue che, se 0 è un flesso della Steineriana e p è il punto doppio 
della prima polare di 0, la retta po è tangente all’ Hessiana in p. 

Così è anche dimostrato che in una rete geometrica di curve d'ordine n—1, v'hanno 
3(n—2)(4n— 9) fasci, in ciascun de’ quali le curve hanno fra loro un contatto tripunto, 
cioè si osculano în uno stesso punto. 

120. Consideriamo una prima polare dotata di due punti doppi p, p°, e sia o il 
polo di essa. Condotta per o una retta arbitraria R, le prime polari dei punti di R 
formano un fascio, nel quale trovansi 3 (n — 2)? punti doppi (88), cioè i 3(n — 2) punti 
comuni ad R ed alla Steineriana sono i poli d’ altrettante prime polari dotate di un 
punto doppio. Ma, siccome due punti doppi esistono già nella prima polare di 0, così 
quel fascio avrà solamente 3(n—2) —2 altre curve dotate di un punto doppio; donde 
s'inferisce che R taglia la Steineriana non più che in 3(n 2) —2 punti, oltre ad 
o, cioè 0 è un punto doppio della Steineriana. 

Quando R prenda la posizione di P retta polare di p, le prime polari dei suoi 
punti passano tutte per p, epperò questo punto conta per due fra i 3(a 2)? punti 
doppi del fascio (88, a). I punti p, p equivalendo così a tre punti doppi, il fascio con- 
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terrà soltanto altre 3(n —2) —3 curve aventi un punto doppio; e ciò torna a dire 
che la retta P non ha che 3(a—2)—3 punti comuni colla Steineriana, oltre ad o. 
Questo punto equivale dunque a tre intersezioni della curva con P; e lo stesso può 
ripetersi per P’, retta polare di p'. 

Per conseguenza: se una prima polare ha due punti doppi p, p', il suo polo 0 è un 
punto doppio della Steineriana, la quale è ivi toccata dalle rette polari di p, p. 

Ed avuto riguardo al numero de’ punti doppi della Steineriana (118, d), si conclude: 


In una rete geometrica dell’ordine n—-1, vi sono 5 (n—-2)(n—3)(3n° —9n—5) 


curve, ciascuna delle quali ha due punti doppi *). 

121. Imaginisi ora una prima polare dotata di una cuspide p, e siane o il polo. 
Una retta qualunque R condotta per o determina un fascio di prime polari, una delle 
quali ha una cuspide in p; perciò il numero di quelle dotate di un punto doppio (88, b) 
sarà 3(n—2)} — 2. Dunque R incontra la Steineriana in due punti riuniti in o. 

Ma se si considera la retta P polare di p, le curve prime polari dei suoi punti 
passano tutte per p, e fra-esse ve n’ha soltanto 3(n —2)°— 3, che siano dotate di 
un punto doppio (88, c). Cioè il punto o rappresenta tre intersezioni della retta P colla 
Steineriana; ed è evidente che tale proprietà è esclusiva alla retta P. 

Dunque: se una prima polare ha una cuspide p, il suo polo 0 è una cuspide della 
Steineriana, la quale ha ivi per tangente la retta polare di p**). 

Ed in causa del numero delle cuspidi della Steineriana (118, d): 

In una rete geometrica dell'ordine n—1, vi sono 12(n--2)(n—3) curve, ciascuna 
delle quali è dotata di una cuspide. 

122. Una curva C,, d'ordine »w incontri 1’ Hessiana in 3m(x—2) punti; le rette 
polari di questi punti saranno tangenti sì all'(n—1)"“ polare di C,, (103, e) che alla 
Steineriana (118, a). Sia p uno di quei punti, ed o quello in cui la Steineriana è toc- 
cata dalla retta polare di p. La prima polare di o ha un punto doppio in p, onde ha 
ivi due punti coincidenti comuni con C,,; dunque, siccome l’(n—1)"“ polare di C,, 
è il luogo dei poli delle prime polari tangenti a C,,(103), così o è un punto di questa 
(a— 1)" polare. Ossia: 

L’(n—1)"° polare di una data curva d’ordine m tocca la Steineriana in 3m(n—-2) 





*) STEINER, Î. c. p. 4-5. 

*#) STEINER enunciò che la Steineriana (da lui chiamata Kerncurve) ha 12 (n—-2)(n—3) 
cuspidi (G. di GRELLE, t. 47, p. 4). Poi CLEBSCH, avendo trovato lo stesso numero di polari cu- 
spidate, sospettò che i poli di queste fossero le cuspidi della Steineriana, e dimostrò questa 
proprietà pel caso di n—=4 (Ueber Curven vierter Ordnung, Giornale CRELLE-BORCHARDT, t. 59, 
Berlino 1861, p. 131). 
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punti, che sono è poli d’altrettante prime polari aventi è punti doppi nelle intersezioni 
della curva data coll’ Hessiana. 

Se m==1, abbiamo: 

Una retta arbitraria R sega l’Hessiana in 3(n — 2) punti, che sono doppi per altret- 
tante prime polari; i poli di queste sono i punti di contatto fra la Steineriana e 
(n —1)"° polare di R. 

Ed è evidente che: 

Se R è una tangente ordinaria dell’Hessiana, l' (n —1)”“ polare di R avrà colla 
Steineriana un contatto quadripunto e 3n —8 contatti bipunti. 

Se R è una tangente stazionaria dell’Hessiana, l'(n—-1)”“ polare di R avrà colla 
Steineriana un contatto sipunto e 3(n—3) contatti bipunti. 

E se R è una tangente doppia dell’Hessiana, l' (#—1)"“ polare di R avrà colla 
Steineriana due contatti quadripunti e 3n —10 contatti bipunti. 


Art. XXI. 


Proprietà delle seconde polari. 


123. La prima polare di un punto o rispetto alla prima polare di un altro punto 0’, 
ossia, ciò che è la medesima cosa (69, c), la prima polare di o’ rispetto alla prima 
polare di o, si è da noi chiamata per brevità (116) seconda polare mista de’ punti 00°. 
Avuto riguardo a questa denominazione, la seconda polare del punto 0, cioè la prima 
polare di o rispetto alla prima polare di o (69, b) può anche chiamarsi seconda po- 
lare pura del punto 0. 

Se la seconda polare mista de’ punti 00° passa per un punto a, la retta polare 
di o relativa alla conica polare di @ passa per o' (69, d); dunque (108): 

La seconda polare mista di due punti 00' è il luogo di un punto rispetto alla conica 
polare del quale ìè punti 00° siano poli coniugati. 

Ond’ è che, data una retta R, se in essa assumonsi due punti 00' i quali siano coniu- 
gati rispetto alla conica polare di un punto a, la seconda polare mista di 00° passerà 
per a. Le coppie di punti in R, coniugati rispetto alla conica suddetta, formano un’in- 
voluzione i cui punti doppi ef sono le intersezioni della conica colla retta (108). I punti 
ef sono pertanto i poli di due seconde polari pure passanti per «. 

Di qui s’inferisce che, affinchè una seconda polare mista, i cui poli 00° giacciano 
in R, passi per a, è necessario e sufficiente che 00' dividano armonicamente il seg- 
mento ef: vale a dire: se 00ef sono quattro punti armonici, la seconda polare mista 
di 00° passa pei poli di tutte le coniche polari contenenti i punti ef. Ora, quando una 
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conica polare passa per due punti ef, il suo polo giace sì nella seconda polare pura 
di e che in quella di f (69, a); gli (#0 — 2) punti comuni a queste due seconde polari 
sono poli d’altrettante coniche polari passanti per ef, epperò sono anche punti comuni 
a tutte le seconde polari miste che passano per a ed hanno i poli in R. 

Dunque le seconde polari miste passanti per un punto dato e aventi ì poli in una 
data retta formano un fascio d’ordine n —2. 

Se una seconda polare mista i cui poli giacciano in R dee passare per due punti 
ab, essa è pienamente e in modo unico determinata. I punti di R, coniugati a due 
a due rispetto alla conica polare di a, formano un’involuzione; ed una seconda in- 
voluzione nascerà dal punto d. I punti coniugati comuni alle due involuzioni (25, b) 
sono i poli della seconda polare mista richiesta. 

Concludiamo adunque che le seconde polari pure e miste î cui poli giacciano in una 
data retta formano una rete geometrica dell'ordine n—2. Inoltre, le seconde polari pure 
dei punti della retta data formano una serie d’indice 2; cioè per un punto arbitrario @ 
passano due seconde polari pure i cui poli giacciono nella retta data (e nella conica 
polare di a). E il luogo de’ punti doppi delle seconde polari pure e miste de’ punti della 
retta data, cioè 1’ Hessiana della rete anzidetta, è una curva dell'ordine 3(n—3) (92). 

124. Abbiamo or ora osservato che per due punti ef della data retta R passano 
(a— 2) coniche polari, i poli delle quali sono le intersezioni delle seconde polari pure 
di e, f. Se questi due punti s’avvicinano indefinitamente sino a coincidere in uno solo f, 
avremo (n — 2) coniche polari tangenti in f alla retta R, e i loro poli saranno le in- 
tersezioni della seconda polare pura di f con quella del punto infinitamente vicino in R, 
vale a dire, saranno altrettanti punti di contatto della seconda polare pura di f colla 
seconda polare della retta data (la curva inviluppo delle seconde polari pure de’ punti 
di R, ossia il luogo de’ poli delle coniche polari tangenti ad R (104)). 

Si è inoltre notato che, se 00'ef sono quattro punti armonici (in R), la seconda po- 
lare mista di 00' passa per le (n —2)° intersezioni delle seconde polari pure di e, f. 
Ora, supposto che ef coincidano in un sol punto f, anche uno degli altri due (sia 0°) 
cadrà in f (4); dunque la seconda polare mista di due punti of in R passa per gli 
(#—2) punti in cui la seconda polare pura di f tocca la seconda polare di R. Ossia: 

La curva d'ordine 2(n—2), seconda polare di una retta R, tocca in (n—2)° punti 
la seconda polare pura di un punto qualunque o di R. I 2(n—2) punti in cui la se- 
conda polare di R è toccata dalle seconde polari pure di due punti 0, 0' di R, giacciono 
tutti in una stessa curva d'ordine n—2, che è la seconda polare mista de’ punti 00°. 

(a) Di qui si può dedurre che la seconda polare di una retta ha, rispetto alle se- 
conde polari pure e miste de’ punti di questa retta, tutte le proprietà e relazioni che 
una conica possiede rispetto alle rette che la toccano o la segano. 
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(b) Nè questo importante risultato è proprio ed esclusivo alle curve seconde po- 
lari, ma appartiene ad una rete qualsivoglia. Data una rete geometrica di curve d’or- 
dine m, fra queste se ne assumano infinite formanti una serie d’indice 2; il loro in- 
viluppo sarà una linea tangente a ciascuna curva inviluppata negli m° punti in cui 
questa sega l’inviluppata successiva. Ma per un punto arbitrario passano solamente 
due inviluppate: anzi queste coincidono, se il punto è preso nella linea-inviluppo. Donde 
segue che l’inviluppo non può incontrare un’inviluppata senza toccarla; e siccome 
queste due linee si toccano in m° punti, così l’inviluppo delle curve della serie pro- 
posta è una linea dell’ordine 2m. 

Tutte le curve di una rete, passanti per uno stesso punto, formano un fascio. Ora, 
i punti di contatto fra l’inviluppo ed un’inviluppata nascono dall’intersecarsi di questa 
coll’inviluppata successiva; dunque essi costituiranno la base d’un fascio di curve della 
rete. Ossia tutte le curve della rete, passanti per un punto ove l’inviluppo sia tan- 
gente ad una data inviluppata, passano anche per gli altri m°—1 punti di contatto 
fra l’inviluppo e l’inviluppata medesima. 

Per due punti in cui l’inviluppo sia toccato da due inviluppate differenti passa una 
sola curva della rete. Ond’è che una curva qualunque, la quale appartenga bensì alla 
rete ma non alla serie, intersecherà la linea-inviluppo in 2° punti, ove questa è toc- 
cata da due curve della serie. 

(c) Ritornando alla seconda polare della retta R, gli (2—2)° punti di contatto fra 
questa curva e la seconda polare pura di un punto o di R compongono la base di un 
fascio di seconde polari miste, i cui poli sono o ed un punto variabile in R. Se due 
di quei punti di contatto coincidono in un solo, le curve del fascio avranno ivi la tan- 
gente comune, e per una di esse quel punto sarà doppio (47). Questo punto appar- 
terrà dunque alla curva Hessiana della rete formata dalle seconde polari pure e miste 
dei punti di R (123). Ossia in ciascuna delle 6 (n —2) (n — 3) intersezioni di quest’Hes- 
siana colla seconda polare di R, quest’ultima curva ha un contatto quadripunto con 
una seconda polare pura (il cui polo è in R), la quale tocca la medesima curva in altri 
(n —2) —2 punti distinti. 

125. La seconda polare della retta R può anche essere considerata come il luogo 
delle intersezioni delle curve corrispondenti in due fasci projettivi. Siano 00° due punti 
fissi, ed è un punto variabile in R. La seconda polare mista di oi e la seconda polare 
mista di o' s' intersecano in (n —2)° punti che appartengono alla seconda polare di R, 
perchè in essi ha luogo il contatto fra questa curva e la seconda polare pura di è (124). 
Variando è in R, mentre 00' rimangono fissi, quelle due seconde polari miste generano 
due fasci projettivi dell'ordine "—-2; ed il luogo de’ punti comuni a due curve cor- 
rispondenti è appunto la seconda polare di R. 
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Ai punti 00' se ne possono evidentemente sostituire due altri qualunque presi in R, 
perchè le (2 — 2) intersezioni delle seconde polari miste di oè e di o altro non sono 
che i poli di R rispetto alla prima polare di è (77). Donde si ricava quest'altra de- 
finizione (86): 

La seconda polare di una retta è il luogo de’ poli di questa retta rispetto alla prima 
polare di un punto variabile nella retta medesima *). 

(a) Questa definizione conduce spontaneamente ad un’ importante generalizzazione. 
Date due rette R, R', quale è il luogo dei poli dell'una rispetto alla prima polare di 
un punto variabile nell’altra? Fissati ad arbitrio due punti 00° in R', e preso un punto 
qualunque è in R, le seconde polari miste de’ punti 0 ed 0° si segano in (n — 2) punti, 
che sono i poli di R' rispetto alla prima polare di î. Variando è in R, quelle seconde 
polari miste generano due fasci projettivi dell’ ordine #—-2; ed il luogo de’ punti ove 
si segano due curve corrispondenti è una linea dell'ordine 2(x—-2), la quale è evi- 
dentemente la richiesta. Ad essa può darsi il nome di seconda polare mista delle rette R R', 
per distinguerla dalla seconda polare pura di R, superiormente definita. 

(b) Come la seconda polare pura di R è il luogo di un punto la cui conica polare 
è toccata da R, così la seconda polare mista di due rette RR' è il luogo di un punto 
rispetto alla conica polare del quale le rette RR' siano coniugate. Infatti: se la seconda 
polare mista di oè e quella di o passano per un punto a, la retta polare di è rispetto 
alla conica polare di a passa per o e per o' (123), cioè è è il polo di R' rispetto a 
quella conica, c. d. d. 

(c) Se nella precedente ricerca (a) si pone il punto è all'intersezione delle rette R R', 
troviamo che la seconda polare mista delle rette medesime passa per gli (n — 2)? punti 
comuni alla seconda polare mista de’ punti o ed alla seconda polare mista de’ punti 0‘, 
ossia (124) per gli (n — 2) punti in cui la seconda polare pura del punto è tocca la 
seconda polare pura della retta R'. Dunque: 

La seconda polare pura del punto comune a due rette tocca le seconde polari pure 
di queste, ciascuna in (n--2) punti. I 2(n—2) punti di contatto giacciono tutti nella 
seconda polare mista delle rette medesime. 

126. Se la seconda polare mista di due rette RR’, concorrenti in un dato punto è, 
dee passare per un altro punto pur dato 0, è necessario e sufficiente (125, b) che quelle 
due rette siano coniugate rispetto alla conica polare di 0, cioè ch’esse formino un si- 
stema armonico colle rette EF che da è si possono condurre a toccare quella conica. 
Ossia, se le rette RR'EF formano un fascio armonico, la seconda polare mista di RR' 
passa pei poli di tutte le coniche polari tangenti alle rette EF. Ora, se una conica 


*) SALMON, Higher plane curves, p. 152. 
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polare tocca queste due rette, il polo giacerà.nelle seconde polari pure d’entrambe 
(104, b; 124); dunque le 4(n—2) intersezioni di queste due curve sono poli d’al- 
trettante coniche polari inscritte nell’ angolo EF, epperò sono punti comuni a tutte le 
seconde polari miste passanti per o e relative a rette passanti per è. Ond’ è che queste 
seconde polari miste formano un fascio. 

Da ciò consegue che per due punti dati 00° passa una sola seconda polare mista 
relativa a due rette (non date) concorrenti in un dato punto ?. Vale a dire, le seconde 
polari pure e miste delle rette passanti per un dato punto formano una rete geometrica 
di curve dell'ordine 2(n — 2). 

Di qual indice è la serie delle seconde polari pure di tutte le rette passanti pel 
dato punto #? Cerchiamo quante di tali seconde polari passino per un punto arbi- 
trario o. L'inviluppo delle rette le cui seconde polari (pure) passano per o è la conica 
polare di questo medesimo punto (104, g); ad essa arrivano due tangenti da è; dunque 
per è passano due sole rette le cui seconde polari (pure) contengano il punto o. Ossia 
le seconde polari pure delle rette passanti per un punto dato formano uma serie d’ indice 2. 

127. Sia p un punto comune alla seconda polare pura di R ed all’Hessiana (della 
curva fondamentale C,). Come appartenente alla prima di queste curve, p sarà il polo 
di una conica polare tangente ad R; e come appartenente all’Hessiana, lo stesso punto 
avrà per conica polare un pajo di rette incrociantisi nel punto corrispondente o della 
Steineriana. Ond’è che i punti comuni all’Hessiana ed alla seconda polare di R saranno 
tanti, quante sono le intersezioni di R colla Steineriana, cioè 3 (n—2)°. Dunque: 

La seconda polare pura dì una retta qualunque tocca l’Hessiana dovunque l’incontra, 
cioè in 3(n—-2) punti. i 

Siccome la conica polare di p è formata da due rette concorrenti in 0, così la retta 
R, che passa per o, ha, rispetto a quella conica, infiniti poli situati in un’altra retta 
pur concorrente in o (110, a). Laonde una retta R' condotta ad arbitrio (non per 0) 
contiene un polo di R relativo alla conica polare di p; ossia (125, b) p-è un punto 
della seconda polare mista delle rette RR'. Dunque: 

I 6(n—2) punti in cui l Hessiana è toccata dalle seconde polari pure di due rette 
date giacciono tutti nella seconda polare mista delle rette medesime *). 

Le seconde polari pure delle rette passanti per un dato punto è formano (126) una 
serie d’ordine 2(n—2) e d’indice 2; epperò sono inviluppate (124, b) da una linea 


*) } Ne segue che le seconde polari miste relative ad una retta fissa R [e ad una retta 
variabile] passano per 3(2—2)? punti fissi della Hessiana. Esse formano una rete: in fatti, se 
la seconda polare mista deve passare per due punti 0,0', essa apparterrà (oltre ad R) a quella 
retta R' che congiunge i poli di R relativi alle coniche polari di 0, o'. | 


Cremona, tomo I. 28 
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dell’ordine 4(n —2). Questa linea è composta dell’Hessiana e della seconda polare pura 
del punto è (125, c); e gli 8(#—2) punti, in cui le seconde polari pure di due fra 
quelle rette toccano l’ Hessiana e la seconda polare pura di î, giacciono tutti nella 
seconda polare mista delle medesime due rette. 

(a) Si è dimostrato che la seconda polare (pura) di R tocca l’Hessiana in p; inoltre 
anche la seconda polare (pura) di o passa per p, giacchè questo punto è doppio per 
la prima polare di o. D'altra parte la seconda polare (pura) di o e la seconda polare 
(pura) di R (retta passante per 0) si toccano ovunque s'incontrano (124); dunque: 

L’Hessiana, in un suo punto qualunque, è tangente alla seconda polare (pura) del 
corrispondente punto della Steineriana. 

(b) Da ciò segue che la tangente in p all’Hessiana è la coniugata armonica di po 
rispetto alle due rette che toccano la prima polare di o nel punto doppio p (74, c); e se la 
prima polare di o ha una cuspide in p, la tangente cuspidale tocca ivi anche l’Hessiana. 

Analogamente, la tangente in o alla Steineriana è la coniugata armonica di op ri- 
spetto alle due rette che formano la conica polare di p. 

(c) Se si considera una seconda retta R passante per o, la seconda polare pura 
di R' toccherà anch'essa l’Hessiana in p. Viceversa: le rette le cui seconde polari pure 
passano per p sono le tangenti della conica polare di p (104, g); ma questa conica si 
risolve in due rette passanti per o; dunque le rette, le cui seconde polari pure con- 
tengono il punto p, passano tutte per o. 

Ossia, l’Hessiana è toccata in p dalla seconda polare pura di o e dalle seconde 
polari pure e miste di tutte le rette passanti per o. 

(d) Siccome i contatti dell’Hessiana colla seconda polare (pura) di una retta R cor- 
rispondono alle intersezioni di R colla Steineriana, così, se R tocca questa curva in 
un punto o, la seconda polare (pura) di R avrà un contatto quadripunto coll’Hessiana 
nel corrispondente punto p, e la toccherà semplicemente in 3(n—2)'—2 altri punti. 

Le rette tangenti alla conica polare d’un punto i sono le sole (104, g), a cui spettino 
seconde polari pure passanti per é. Ma quella conica ha 6(n—1)(n—2) tangenti comuni 
colla Steineriana; dunque la serie formata dalle seconde polari pure (di rette) aventi 
un contatto quadripunto coll’Hessrana è dell'indice 6(n—1)(n_2). 

Se R è una tangente doppia della Steineriana, la seconda polare (pura) di R avrà 
coll’Hessiana due contatti quadripunti e 3(n—2)°—4 contatti bipunti. 

E se R è una tangente stazionaria della Steineriana, la seconda polare (pura) di R 
avrà coll’Hessiana -un contatto sipunto, oltre a 3(n—2)°—3 contatti bipunti. 

128. Quali sono le rette le cui seconde polari (pure) hanno un punto doppio? Sic- 
come la seconda polare (pura) di una retta R è il luogo dei poli delle coniche polari 
tangenti ad R, così se quella seconda polare ha un punto doppio, è necessario che vi 
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sia una conica polare avente più di due punti comuni con R, cioè una conica polare 
che si risolva in due rette, una delle quali sia R. [®®| Dunque: 

Le rette cui spettano seconde polari (pure) dotate di punto doppio sono quelle che a 
due a due costituiscono le coniche polari dei punti dell’ Hessiana. E î punti doppi delle 
seconde polari (pure) di quelle rette sono gli stessi punti dell’ Hessiana. 

La seconda polare (pura) di un punto qualunque è sega l’Hessiana in 3 (n 2) punti, 
poli di altrettante coniche polari passanti per è, ciascuna delle quali è il sistema di 
due rette. Dunque: 

Le rette che costituiscono le coniche polari dei punti dell’ Hessiana inviluppano una 
curva della classe 3(n—2). 

129. La seconda polare mista di due rette RR' è il luogo di un punto, alla conica 
polare del quale condotte le tangenti dal punto RR', queste tangenti formino colle rette 
date un fascio armonico. Tali coniche polari costituiscono una serie d’indice 2(n—2), 
tanti essendo i punti in cui quella seconda polare mista è intersecata dalla seconda 
polare (pura) di un punto arbitrario; dunque fra quelle coniche ve ne sono 4(n—2) 
tangenti ad una retta qualsivoglia data (85). 

Ora sia data una conica qualunque C, e si domandi il luogo di un punto la cui 
conica polare sia inscritta in un triangolo coniugato a C. Sia @ un punto arbitrario 
ed A la retta polare di « rispetto a C. Vi sono 4(m — 2)° coniche polari tangenti ad A 
e a due rette concorrenti in a e coniugate rispetto a C, ossia 4(r#—2) coniche polari 
inscritte in triangoli coniugati a C, un lato dei quali sia in A. Ma le coniche polari 
tangenti ad A hanno i loro poli nella seconda polare pura di A; dunque il luogo ri- 
chiesto ha 4(n —2)° punti comuni colla seconda polare pura di una retta arbitraria, 
vale a dire, è una curva dell’ordine 2 (n —2). 

Quando un triangolo coniugato alla conica C abbia un vertice o sulla curva, due 
lati coincidono nella tangente ed il terzo è una retta arbitraria passante per o. Dunque, 
se il punto o appartiene anche alla Steineriana, cioè se o è il punto doppio della conica 
polare d’un punto p dell’Hessiana, questa conica può risguardarsi come inscritta in 
quel triangolo. Per conseguenza: 

Il luogo di un punto, la conica polare del quale sia inscritta in un triangolo coniugato 
ad una conica qualsivoglia data, è una linea dell’ordine 2(n— 2), che sega l° Hessiana 
ne’ punti corrispondenti alle intersezioni della Steineriana colla conica data. 

Questa linea d’ordine 2(#x — 2), quando la conica data degeneri in un pajo di rette, 
non è altro che la seconda polare mista delle rette medesime. 

Così ad una conica qualunque corrisponde una determinata curva d’ordine 2(n—2). 
E pel teorema (111, f) è evidente che a più coniche circoscritte ad uno stesso qua- 
drangolo corrispondono altrettante curve d’ordine 2(n —2) formanti un fascio. 


SEZIONE III. 
CURVE DEL TERZ’ORDINE. 


Art. XXII. 


L’ Hessiana e la Cayleyana di una curva del terz’ ordine. 


130. Applichiamo le teorie generali precedentemente esposte al caso che la curva 
fondamentale sia del terz’ordine, vale a dire una cubica Cz, che supporremo priva di 
punti multipli; ond’essa sarà della sesta classe (70) ed avrà nove flessi (100). 

(a) Un punto qualunque è polo di una conica polare e di una retta polare (68). 

Per due punti presi ad arbitrio passa una sola conica polare (77, a). Tutte le co- 
niche polari passanti per un punto o hanno altri tre punti 0,030; comuni, e i loro poli 
giacciono in una retta, che è la polare di ciascuno di quei quattro punti 00,030. 

Una retta ha dunque quattro poli; essi sono i vertici del quadrangolo inscritto nelle 
coniche polari dei punti della retta. 

Tutte le rette passanti per uno stesso punto o hanno i loro poli in una conica, 
la quale è la conica polare del punto o (69, a). 

(b) La retta polare di un punto o' rispetto alla conica polare di un altro punto o 
coincide colla retta polare di o rispetto alla conica polare di o' (69, c). Ond’è che, se 
da o si conducono le tangenti alla conica polare di 0', e da o' le tangenti alla conica 
polare di o, i quattro punti di contatto giacciono in una sola retta: la seconda polare 
mista de’ punti 00' (123) *). 

(c) Da un punto qualunque o del piano si possono, in generale, condurre sei tan- 


*) | Una retta qualunque è la seconda polare mista dei due suoi punti 0,0', le cui coniche 
polari toccano la retta medesima (i punti di contatto sono d',0). Ciò è una conseguenza della 


proprietà più generale: la seconda polare mista di due punti 0,0' è la retta che unisce i poli 
della retta oo' rispetto alle coniche polari di 0,0'. | 
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genti alla cubica data, poichè questa è una curva della sesta classe. I sei punti di 
contatto giaccono tutti nella conica polare del punto 0. 

(d) Ma se o è un punto della cubica, questa è ivi toccata sì dalla retta polare che 
dalla conica polare del punto medesimo. In questo caso, da o partono sole quattro 
rette, tangenti alla cubica in altri punti. Edi punti di contatto sono le quattro inter- 
sezioni di questa curva colla conica polare di o (71). 

131. Sia o un punto della cubica, la quale intersechi la conica polare del medesimo 
(oltre al toccarla in 0) in aded: onde le rette o(a,d,c,d) saranno tangenti alla cu- 
bica rispettivamente in aded (130, d). 

Una tangente è incontrata dalla tangente infinitamente vicina nel suo punto di 
contatto (30); quindi, se o' è il punto della cubica successivo ad o, le quattro rette 
o'(a,b,c,d) saranno le quattro tangenti che si possono condurre da o'. Siccome poi 
la conica polare di o tocca la cubica in o e la sega in adced, così i sei punti 004bcd 
giacciono tutti in essa conica, epperò i due fasci o (a, d, c, d), 0'(a, db, c, d) hanno lo 
stesso rapporto anarmonico (62). Ciò significa che il rapporto anarmonico delle quattro 
tangenti condotte alla cubica da un suo punto o non cambia passando al punto suc- 
cessivo; ossia: 

Il rapporto anarmonico del fascio di quattro tangenti, che si possono condurre ad 
una cubica da un suo punto qualunque, è costante*). [®}] 

(a) Di qui si ricava che, se o(a,d,c,d), 0'(a,0',c, d') sono i due fasci di tangenti 
relativi a due punti qualisivogliano 0,0' della cubica, i quattro punti in cui le tangenti 
del primo fascio segano le corrispondenti del secondo giacciono in una conica passante 
per 00 (62). La corrispondenza delle tangenti ne’ due fasci può essere stabilita in 
quattro maniere diverse, perchè il rapporto anarmonico del fascio o (a, d, c, d) è iden- 
‘ tico (1) a quello di ciascuno de’ tre fasci 0(5,@,d,c), 0(c,d,a,0), 0(d,c,b,a); dunque 
i sedici punti ne’ quali le quattro tangenti condotte per o intersecano le quattro 
tangenti condotte per o' giacciono in quattro coniche passanti per 00°. 

(b) Il rapporto anarmonico costante delle quattro tangenti, che arrivano ad una 
cubica da un suo punto qualunque, può essere chiamato rapporto anarmonico della 
cubica. 

Una cubica dicesi armonica quando il suo rapporto anarmonico è l’unità negativa, 
cioè quando le quattro tangenti condotte da un punto qualunque della curva formano 
un fascio armonico. 

Una cubica si dirà equianarmonica quando il suo rapporto anarmonico sia una radice 


*) SALMON, Théorèémes sur les courbes de troisiome degré (Giornale di CRELLE, t. 42, Ber- 
lino 1851, p. 274) — Higher plane curves, p. 151, 
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cubica imaginaria dell’unità negativa, cioè quando le quattro tangenti condotte da un 
punto della curva abbiano i tre rapporti anarmonici fondamentali eguali fra loro (27). 

132. Se la conica polare di un punto o è un pajo di rette che si seghino in o’, 
viceversa la conica polare di o' è un pajo di rette incrociate in o (78). Dunque il luogo de’ 
punti doppi delle coniche polari risolventisi in paja di rette è anche il luogo de’ loro poli, 
cioè la Steineriana e l’Hessiana sono una sola e medesima curva del terz’ordine (88, 90). 

(a) Inoltre, siccome la retta 00' tiene il luogo di due rette congiungenti due punti 
o,o' dell’Hessiana ai corrispondenti punti 0', o della Steineriana, così l’inviluppo di 00‘, 
che secondo il teorema generale (98, b) sarebbe della sesta classe, si ridurrà qui alla 
terza classe *). 

(b) I punti 0, 0' sono poli coniugati rispetto ad una qualunque delle coniche polari 
(98, b), le quali costituiscono una rete geometrica del second’ ordine. Dunque: 

Il luogo delle coppie di poli coniugati relativi ad una rete di coniche è una curva 
di terz’ordine (l’Hessiana della rete) **). 

(c) Nella teoria generale è dimostrato che la Steineriana in un suo punto qualunque 
è toccata dalla retta polare del corrispondente punto dell’Hessiana (118), e che l’Hes- 
siana è toccata in un suo punto qualunque dalla seconda polare del corrispondente 
punto della Steineriana (127, a). Nel caso della curva di terz’ordine, queste due pro- 
prietà si confondono in una sola, ed è che la tangente all’Hessiana in o è la retta 
polare di 0'; ossia: 

L’Hessiana è l’inviluppo delle rette polari de’ suoi punti. 

Questo teorema somministra le sei tangenti che arrivano all’ Hessiana da un punto 
arbitrario è. Infatti, le rette polari passanti per è hanno i loro poli nella conica polare 
di è, la quale incontra l’Hessiana in sei punti; ciascuno di questi ha per retta polare 
una tangente dell’Hessiana, concorrente in è. Naturalmente i punti di contatto di queste 
sel tangenti giacciono nella conica polare di è relativa all’Hessiana. 

133. Siano 0, o' (fig. 8.* pag. 441)-due poli coniugati (rispetto alle coniche polari): la 
conica polare di o sarà il sistema di due rette ab, cd concorrenti in 0', e la conica polare 
di o' sarà formata da due altre rette ad, be incrociantisi in o. Se le due coniche polari 
si segano mutuamente in adced, questi saranno (130, a) i poli della retta 00', e le rette 
ac, bd, il cui punto comune sia v, formeranno la conica polare di un punto w' situato 
nella retta 00. Dunque «,%' sono due nuovi poli coniugati; ed «' è il terzo punto 
d’intersezione dell’Hessiana colla retta 00°. 





*) CAyLEY, Meémoire sur les courbes du troisieme ordre (Journal de M. LIoUVILLE, aoùt 
1844, p. 290). 
**) Hesse, Ueber die Wendepunete u. s. w. p. 105, 
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La retta polare di o' rispetto alla cubica fondamentale coincide (69, b) colla polare 
di o' rispetto alla conica formata dalle due rette ad, de; dunque (132, c) la tangente 
in o all’Hessiana è la retta ov, coniugata armonica di 00' rispetto alle ad, bdc: pro- 
prietà che poteva anche concludersi dal teorema (127, b). Analogamente la tangente 
all’Hessiana in o' è ov. Dunque: 

Le tangenti all’ Hessiana in due poli coniugati 0,0 concorrono nel punto di questa 
curva, che è polo coniugato alla terza intersezione della medesima colla retta 00°. 

(a) Due punti di una cubica chiamansi corrispondenti, quando hanno lo stesso tan- 
genziale (39, b), cioè quando le tangenti in essi incontrano la curva in uno stesso punto. 

Usando di questa denominazione possiamo dire che due poli coniugati rispetto ad 
una rete di coniche sono punti corrispondenti dell’Hessiana di questa rete. 

(b) Siccome le rette polari di 0,0' concorrono in «, così la conica polare di « pas- 
serà per o e per o. Ma « è un punto dell’Hessiana; dunque la sua conica polare consta 
della retta 00' e di una seconda retta passante per w. Ossia: 

Una retta la quale unisca due poli coniugati 0,0, e seghi per conseguenza l’ Hessiana 
in un terzo punto «, fa parte della conica polare di quel punta u che è polo coniu- 
gato ad u'. 

Le rette che costituiscono le coniche polari dei punti dell’Hessiana inviluppano una 
curva di terza classe (128). Essa coincide adunque coll’inviluppo della retta che unisce 
due punti corrispondenti dell’ Hessiana (132, a). 

A questa curva daremo il nome di Cayleyana della cubica data, in onore dell’ illustre 
CayLEY, che ne trovò e dimostrò le più interessanti proprietà in una sua elegantis- 
sima Memoria analitica *). 

(c) Le tangenti che da un punto qualunque o dell’Hessiana si possono condurre 
alla Cayleyana sono la retta che unisce o al suo polo coniugato o’, e le due rette 
formanti la conica polare di 0’. 

(d) Se abed sono i quattro poli di una retta R, le coppie di rette (dc, ad), (ca, dd), 
(ab, cd) costituiscono tre coniche polari, i cui poli giacciono in R; dunque i punti di 
concorso di quelle tre coppie di rette appartengono all’Hessiana. Ossia: 

L’Hessiana è il luogo de’ punti diagonali, e la Cayleyana è l’inviluppo dei lati del 
quadrangolo completo i cui vertici siano è quattro poli di una retta qualunque. 

134. Siano aa', bb' due coppie di poli coniugati; c il punto comune alle rette 
ab,a'd'; c' quello ove si segano le ad', a'd. Allora a a'bb'ec' saranno i sei vertici di un 
quadrilatero completo; e siccome i termini delle due diagonali aa', dd’ sono, per ipo- 


*) A Memoir on curves of the third order (Philosophical Transactions, vol. 147, part 2, 
London 1857, p. 415-446), 
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tesi, poli coniugati rispetto a qualsivoglia conica polare, così anche i punti ce saranno 
poli coniugati rispetto alla medesima rete di coniche (109). Dunque: 

Se abc sono tre punti dell’Hessiana in linea retta, i tre poli a'd'e' coniugati a quelli 
formano un triangolo i cui lati b'e', c'a', a'd' passano per a,b, c. *) 

Donde si ricava che, dati due poli coniugati a@ ed un altro punto 6 dell’ Hessiana, 
per trovare il polo coniugato d', basta tirare le rette da, da' che seghino nuovamente 
questa curva in €, c; il punto comune alle ca', c'a è il richiesto **). 

(a) Le rette condotte da un punto qualunque o dell’Hessiana alle coppie di poli 
coniugati formano un’involuzione (di secondo grado). Infatti: se una retta condotta 
ad arbitrio per o sega l’Hessiana in a e d, i poli a', d' coniugati a questi sono pure in 
linea retta con 0; onde le rette cab, ca'd' sono così tra loro connesse che l’una deter- 
mina l’altra in modo unico. Dunque ece. ***), 

(b) Viceversa, dati sei punti @ a’, bb', cc', il luogo di un punto o, tale che le coppie 
di rette o(a,@’), 0(0, 0), 0(c,c) siano in involuzione, è una curva del terz’ordine, per 
la quale a@', d0', cc sono coppie di punti corrispondenti ****). 

135. Quando due de’ quattro poli (poli congiunti) di una retta coincidano in un solo 
o, questo appartiene all’Hessiana (90, b), e tutte le coniche polari passanti per esso 
hanno ivi la stessa tangente 00°. Siano (fig. 8.2) 0,0, gli altri due poli della retta (0°) 
polare di 0; cioè siano 0,0, i punti in cui le rette (ad, de) formanti la conica polare 
di o' incontrano quella retta che passa per w' e forma con 00' la conica polare di w 
(138,0D): 

Due delle tangenti, che da o, ponno condursi alla Cayleyana (133, d), coincidono 
con 0,0, e la terza è 0,0,; così pure, delle tangenti che da o, arrivano alla Cayleyana, 
due coincidono in 0,0, e la terza è 0,0,. Dunque (30) le rette 00,, 00, toccano la Cay- 
leyana in 0,, 0». 

Ne segue che la Cayleyana è il luogo de’ poli congiunti ai punti dell’Hessiana (105), 
cioè: se una retta polare sì muove inviluppundo l’Hessiana, due poli coincidenti percor- 
rono l’Hessiana medesima, mentre gli altri due poli distinti descrivono la Cayleyana . 

(a) Si noti ancora che da un punto qualunque o dell’Hessiana partono tre tangenti 
0(0,,0:,0) della Cayleyana; e due di queste 00,, 00 si corrispondono fra loro in modo 
che la retta passante pei loro punti di contatto 0,0. è pure una tangente della Cay- 
leyana. 





#) } Il triangolo a'd'e' è coniugato al fascio delle coniche polari dei punti della retta abc. | 


#8) MACLAURIN, /. c. p. 242. 
###) } I raggi doppi di questa involuzione sono le tangenti della Cayleyana passanti per o 
e diverse da 00'| |o' essendo il polo coniugato di 0]. 
###%) CAYLEY; Meémoire sur les courbes du troisième ordre, p. 287. 
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(b) Quella retta che passa per w, e forma con oo la conica polare di u, sega la 
Cayleyana, non solo in 0,0, poli congiunti ad 0, ma eziandio in 0,0, poli congiunti 














ad o. Siccome poi quella retta è pure una tangente della Cayleyana, così se ne infe- 


risce che questa curva è del sest’ ordine. 

Il che può dimostrarsi anche nel seguente modo. Da un punto è partono sei tangenti 
dell’Hessiana (132, c); ciascuna di queste rette ha due poli coincidenti in un punto 
dell’Hessiana medesima, dunque gli altri dodici poli giacciono nella Cayleyana. Ma i 
poli delle rette passanti per è sono tutti. nella conica polare di i, epperò questa sega 
la Cayleyana in dodici punti; cioè la Cayleyana è una curva del sest’ordine. 

(c) Da quanto precede si raccoglie che, se 00, è una tangente della Cayleyana, il 
punto di contatto 0, è un polo congiunto a quel punto o dell’Hessiana che giace in 
quella retta, senza però che vi giaccia il suo corrispondente 0. Dunque, se indichiamo 
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con © il punto di contatto della 00° colla Cayleyana, © sarà un polo congiunto al 
punto w. 

Sia v' il terzo punto in cui l’Hessiana è segata dalla retta wu, e sia v il polo co- 
niugato a v. Quella retta che passa per v e forma con uv’ la conica polare di v segherà 
00° nel punto ®. 

Ora, la retta polare di v rispetto alla conica polare di o passa per 0’, perchè questa 
conica è un pajo di rette incrociate in o. Ma la retta polare di v rispetto alla conica 
polare di o coincide (130, b) colla retta polare di o rispetto alla conica polare di , 
cioè rispetto al sistema (uu, v'0); dunque il polo 0 ed i punti «', ©, o', in cui la retta 00° 
taglia la conica e la retta polare anzidette, formano un sistema armonico (110, a); 
ossia: 

La retta che unisce due poli coniugati è divisa armonicamente dal terzo punto ov’essa 
incontra l’Hessiana, e dal punto ove tocca la Cayleyana *). 

136. L’inviluppo delle rette polari de’ punti di una data retta KR è una conica, che 
è anche il luogo dei poli delle coniche polari tangenti ad R (103), ed anche il luogo 
dei poli di R rispetto alle coniche polari dei punti di R medesima (125). Questa conica, 
che secondo la teoria generale (104) è la seconda polare (pura) di R, si chiamerà, nel 
caso attuale, più brevemente poloconica (pura) della retta R. 

(a) La conica polare di un punto è, oltre all'essere il luogo de’ punti le cui rette 
polari concorrono in è, può anche definirsi l’inviluppo delle rette le cui poloconiche 
passano per è? (104, g). 

(b) Le rette le cui poloconiche hanno un punto doppio son quelle che costituiscono 
le coniche polari dei punti dell’Hessiana (128), cioè sono le tangenti della Cayleyana. 

Consideriamo adunque la retta 00' (fig. 8.8) e ricerchiamone la poloconica, come 
luogo dei poli delle coniche polari tangenti ad 00. Siccome 00' fa parte della conica 
polare di «, così questo punto sarà doppio per la poloconica richiesta (128). Osservisi 
poi che la conica polare di ciascuno de’ punti 0,0 ha due punti coincidenti comuni 
con 00; dunque la poloconica di questa è il pajo di rette uo, uo. 

Vediamo così che l’Hessiana è il luogo de’ punti doppi delle poloconiche risolventisi 
in due rette, ed è anche l’inviluppo di queste rette; mentre la Cayleyana è inviluppata 
dalle rette a cui si riferiscono quelle poloconiche **). 

(c) Il luogo di un punto rispetto alla conica polare del quale due rette R, R' siano 
coniugate, è una conica (la seconda polare mista di RR’, giusta la teoria generale), 
la quale può chiamarsi la poloconica mista delle rette RR'. Essa è anche il luogo dei 





*) CAYLEy, A Memoir on curves etc., p. 425. 
*#* CAYLBY, A Memoir on curves ete., p. 482, 
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poli di una qualunque di queste rette rispetto alle coniche polari dei punti dell’altra 
(125, a,b). 

(d) La retta polare del punto comune a due rette R R' tocca le poloconiche pure di 
queste in due punti, che giacciono nella poloconica mista delle rette medesime (125, c). 

137. Se una retta R incontra l’ Hessiana in tre punti abc, la poloconica di R tocca 
questa curva ne’ poli a'd'e coniugati a quelli (122, 127). Donde segue che, se R è una 
tangente ordinaria dell’Hessiana, il cui punto di contatto sia a ed il punto di semplice 
intersezione d, la poloconica di R avrà coll’ Hessiana un contatto quadripunto in a' 
(polo coniugato ad a) ed un contatto bipunto in d' (polo coniugato a 0). E se R tocca 
l’Hessiana in un flesso @, la poloconica di R avrà colla curva medesima un contatto 
sipunto in a' (127, d). 

(a) I sei punti in cui l’Hessiana è toccata dalle poloconiche pure di due rette giac- 
ciono nella poloconica mista delle rette medesime (127). Danque: 

Se due rette incontrano VHessiana in sei punti, è poli coniugati a questi giacciono in 
una stessa conica *). 

Se pei tre punti in cui VHessiana è toccata da una poloconica si fa passare un’altra 
conica qualsivoglia, questa taglia V Hessiana in tre nuovi punti, ne quali questa curva 
è toccata da una seconda poloconica. 

Abbiamo veduto (136, b) che, se 0,0° sono due poli coniugati (fig. 8.*), ne’ quali 
l’Hessiana sia toccata da rette concorrenti in «, queste rette costituiscono la poloco- 
nica (pura) di 0,0. Questa poloconica tocca l’Hessiana in «, 0,0. Dunque questi tre 
punti ed altri tre analoghi giacciono sempre in una stessa conica. 

(b) Le quattro rette che da « si ponno condurre a toccare altrove l’Hessiana sono 
quelle che costituiscono le poloconiche (pure) delle due rette concorrenti in w' e for- 
manti la conica polare di « (136, b). I punti di contatto di quelle quattro rette sono in 
una conica tangente all’Iessiana in « (130, d), e d’altronde i punti di contatto del- 
l’Hessiana colle poloconiche pure di due rette giacciono nella poloconica mista di 
queste. Dunque: 

La conica polare di un punto u dell’ Hessiana, rispetto all’ Hessiana medesima, coiîn- 
cide colla poloconica mista delle due rette che formano la conica polare di u, rispetto alla 
curva fondamentale. 

138. Una trasversale condotta ad arbitrio per un polo fisso o seghi la cubica fon- 
damentale ne’ punti a,a;a; e la conica polare di o in 72m. Nella medesima trasver- 
sale si cerchino i due punti put» determinati dalle due equazioni: 


*) Più generalmente, se una conica taglia l’Hessiana in sei punti, i poli coniugati a questi 
giacciono in un’altra conica (129), 
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Ma per le relazioni che hanno luogo fra i tre punti @,4,03 ed i loro centri armonici 
m,m, (Art. III), si ha: 
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onde l'equazione 2) potrà scriversi così: 


1 1 1 1 1 J 1 1 1 1 Li 1 
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Facendo girare la trasversale intorno ad o, il luogo de’ punti 1, sarà ana curva 
di second’ordine, che si può chiamare conica satellite del polo o *). 
Se i punti «a; coincidono, cioè se la trasversale tocca la cubica in a, e la sega 

















: : ; 3 1 1 
in @,, l'equazione 3) manifesta nel primo membro il fattore — — —. Dunque la 
04 00, 


conica satellite contiene è sei punti in cui la cubica fondamentale è segata dalle tangenti 
condotte pel polo. 

Se i punti 72,7, coincidono, cioè se la trasversale tocca in w, la conica polare di 0, 
le 1) mostrano che i punti p.{.s coincidono entrambi in m;, vale a dire, in questo punto 
la trasversale tocca anche la conica satellite. Dunque la conica satellite tocca la conica 
polare ne’ punti in cui questa è incontrata dalla retta polare. 

(a) Da quanto or si è detto e dal teorema (39, b) risulta che, se o è un punto 
dell’Hessiana, cioè se la conica polare di o è un pajo di rette concorrenti in 0, anche 
la conica satellite sarà un pajo di rette concorrenti in questo medesimo punto, e pro- 


*) Qual sarebbe l’analoga ricerca per una curva fondamentale di ordine 7»? Essa dovrebbe 
condurre ad una curva satellite dell’ordine (n—1) (n—2). Veggasi: SALMON, Higher plane curves, 
p. 68-69, 
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priamente il pajo formato dalle rette satelliti di quelle che costituiscono la conica 
polare di 0. 

Dunque ciascuna delle due rette concorrenti in 0 e facenti parte della conica polare 
di o ha per punto satellite (39, b) il punto o'. Ossia: 

L’Hessiana è il luogo de’ punti satelliti delle rette che toccano la Cayleyana. 

(b) Si ottiene un’altra definizione della Cayleyana, osservando che (fig. 8.*) il punto 
« è (133) il tangenziale di o' (come anche di 0) rispetto all’ Hessiana; e siccome le 
rette o(a,b,u,u') formano un fascio armonico, così 00' è la retta polare di « rispetto 
alla conica polare di o. Dunque la Cayleyana è l’inviluppo della retta seconda polare 
mista di due punti dell’ Hessiana, Vun de’ quali sia il tangenziale dell’altro *). 


Art. XXIII. 


Fascio di curve del terz’ ordine aventi i medesimi flessi. 


139. Il teorema (71), applicato alla cubica fondamentale C:, significa che, se per 
un punto fisso è della curva si tira una trasversale qualunque a segar quella in altri 
due punti è, è, il luogo del coniugato armonico di è rispetto ad è, 4 è la conica polare di è. 

Ma se è è un flesso della cubica, la conica polare si decompone nella relativa 
tangente stazionaria ed in un’altra retta I che non passa per è (80). Dunque il luogo 
del punto coniugato armonico di un flesso di una cubica, rispetto ai due punti in cui 
questa è incontrata da una trasversale mobile intorno al flesso, è una retta **). 

Alla retta I, che sega la cubica ne’ tre punti ove questa è toccata dalle tre tan- 
genti concorrenti nel flesso (39, c), si dà il nome di polare armonica del flesso è, e 
non dee confondersi coll’ordinaria retta polare che è la tangente stazionaria ***). 

(a) Dal flesso è si tirino due trasversali a segare la cubica rispettivamente ne’ punti 
aa', bb'. Siccome la polare armonica è pienamente determinata dai coniugati armonici 
di è rispetto alle coppie di punti @@,00, così essa non è altro che la polare di è ri- 
spetta al pajo di rette (ab, ad’), oppure rispetto al pajo (40, @'5). Dunque (110, a) la 
retta I passa pel punto comune alle rette (ab, «‘0) e pel punto comune alle (ad', «d). 

Se le due trasversali coincidono, si ottiene la proprietà che, se pel flesso è si con- 
duce una trasversale a segare la cubica in @,d, le tangenti in questi punti vanno ad 
incontrarsi sulla polare armonica di %. 





#) CayLEY, A Memoir on curves etc. p. 439-442. 
+6 MACLAURIN,; Î. è. p. 228. i 
##) | Prendendo è come centro e la polare armonica come asse d’omologia, ogni cubica sarà 
omologica (armonica) a se stessa, | 
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Quanto precede mette in evidenza che un flesso di una cubica ha, rispetto a questa 
ed alla sua polare armonica, le stesse proprietà *) che un punto qualunque possiede 
riguardo ad una conica ed alla sua retta polare (107). |®?] 

(b) Se tre rette segano la cubica data rispettivamente ne’ punti s@a', jbbd', Zec', e 
se èjl, abc giacciono in due rette, anche ade’ sono in linea retta (39, a). Supposto che 
i punti #)? coincidano in un solo (flesso) è, le due rette abc, a'd'e' concorreranno, come 
or ora si è osservato, sulla polare armonica di è. Se inoltre i punti ade coincidono in 
un punto unico, lo stesso avrà luogo de’ punti ade; dunque: 

La retta che unisce due flessi di una cubica sega questa in un terzo flesso **). E le 
tangenti (stazionarie) in due qualunque di questi tre flessi concorrono sulla polare armo- 
nica del terzo. 

(e) Da questo teorema e dalla definizione della polare armonica d’un flesso si rac- 
coglie che, se 123 sono tre flessi in linea retta, il punto coniugato armonico di 1 ri- 
spetto a 23 è situato nella polare armonica di 1, ecc.; e che per conseguenza le polari 
armoniche de’ flessi 123 sono le rette che uniscono i vertici del trilatero formato dalle 
relative tangenti stazionarie, col polo della retta 123 rispetto al trilatero medesimo (76). 

(d) Il teorema “ se tre flessi 123 della cubica sono in linea retta, le loro polari armo- 
niche I,I.I: concorrono in uno stesso punto , può dimostrarsi anche così. Siano I, 131% 
le tangenti (stazionarie) della cubica ne’ tre flessi nominati; le coppie di rette II, 
I, Is, I3T3 sono le coniche polari de’ punti medesimi, e queste coniche devono essere 
circoscritte ad uno stesso quadrangolo, i cui vertici siano i poli della retta 123 (130, a). 
Vale a dire, le rette I: I°; devono passare pei quattro punti II, IhT:, 1L:, 1l:. Ma 
le tangenti in due de’ flessi 123 s'incontrano sulla polare armonica del terzo, ossia 
I: passa pel punto TI; dunque I; passerà anche pel punto II, c.d. d. 

Di qui si raccoglie che è quattro poli di una retta che contenga tre flessi della cu- 
bica sono i vertici del trilatero formato dalle tre corrispondenti tangenti stazionarie, ed 
il punto di concorso delle polari armoniche de’ tre flessi ***). 

140. Tre trasversali condotte pel flesso è seghino la data cubica nei punti aa’, dd’, ee’; 
esse incontreranno la retta I, polare armonica di è, nei punti 2,{, coniugati armo- 
nici di è rispetto alle coppie «a', bb', cc. Ma gli stessi punti «By giacciono anche nella 
conica polare di è relativa a qualsivoglia cubica descritta pei sette punti îa a bb'ec' (139). 
Dunque questa conica polare si risolve in due rette, una delle quali è I; vale a dire 


*) CHASLES | Sur les courbes du 3° et du 4° degré, Lettres à M. QUETELET (Corresp. math. 
et ph. t. 5, Bruxelles 1829, p. 236) |, Apercu historique, p. 349. 
##) MACLAURIN, /. c. p. 231. 
#4) PLUCKER, System der analytischen Geometrie, p. 288. 
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(80), è è un flesso (ed I è la relativa polare armonica) per qualunque curva di terz’or- 
dine passante pei sette punti anzidetti *) **). 

(a) Una cubica ha nove flessi, che sono le intersezioni della medesima coll’Hes- 
siana (100). Siccome poi la retta che unisce due flessi passa per un terzo flesso (139, b), 
così per ciascuno di que’ nove punti passeranno quattro rette contenenti gli otto re- 
stanti. Quindi, in virtù del precedente teorema, qualunque linea del terz’ordine descritta 
pei nove flessì di una data cubica ha ì suoi flessi in questi medesimi punti ***). 
Le cubiche aventi in comune i nove flessi chiamansi sizigetiche. 


(b) Siccome per ogni flesso della cubica data passano quattro rette, ciascuna delle quali 


3 È : sa : MRORESCO 
contiene altri due flessi, così il numero delle rette contenenti tre flessi è O 19, 


Indicando i flessi coi numeri 123...9, tali rette si possono rappresentare così: 





123, 148, Oh L697 
456, 2000 268, 398, 
Od 367, 349, 247; 


dove si fa manifesto che queste dodici rette si ripartiscono in quattro gruppi, ciascuno 
de’ quali è formato da tre rette (scritte nella stessa linea verticale) passanti per tutti 
i nove punti d’inflessione. Dunque pei nove flessi di una cubica passano quattro si- 
stemi di tre rette 7), ossia în un fascio di cubiche sizigetiche v'hanno quattro cubiche, 
ciascuna delle quali sì risolve in tre rette (cubiche trilatere). 

Siccome una terna di rette può risguardarsi come una linea di terz’ordine dotata 
di tre punti doppi, e d'altronde (88) un fascio di cubiche contiene dodici punti doppi, 
così pei nove flessi della cubica data non passa, oltre i quattro sistemi di tre rette, 
alcuna curva dotata di punto doppio o di cuspide. 

141. Considerando il flesso è della cubica fondamentale come un punto dell’Hessiana 
(cioè come un punto avente per conica polare un pajo di rette incrociate in un altro 
punto è), il polo # coniugato (132, b) ad è è il punto d’intersezione della tangente 
stazionaria colla polare armonica. In generale, le tangenti all’Hessiana in due poli co- 


*) SALMON, Lettre à M. A. L. CRELLE (Giornale di CRELLE, t. 39, Berlino 1850, p. 365). 
##) | Se aa'bb'ec' sono sei punti di una conica tali che le rette «aa', bd, cc' concorrano in un 
punto è, tutte le cubiche passanti per aa'db'eci avranno un flesso in i; e la relativa polare ar- 
monica sarà la polare di ? rispetto alla conica data. | 
*#*) Hnsse, Ueber die Wendepuncte u. s. w. p. 107. 
+) PLUCKER, System der analytischen Geometrie, p. 284. 


f 
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niugati concorrono in uno stesso punto della medesima (133); d’altronde essendo è 
un flesso anche per l’Hessiana (140, a), questa curva ha ivi colla sua tangente un con- 
tatto tripunto; dunque la tangente in é' sega l’Hessiana in è, ossia la retta che è 
tangente (stazionaria) della cubica fondamentale nel flesso è è anche tangente (ordi- 
naria) dell’ Hessiana nel polo coniugato è *). 

Questa proprietà si poteva anche conchiudere dalla teoria generale (118, c; 119 Db), 
dalla quale segue ancora che tutte le coniche polari passanti per è hanno ivi fra loro 
un contatto tripunto. 

(a) Ciascuna tangente stazionaria della cubica fondamentale, essendo anche una 
tangente ordinaria dell’ Hessiana, conta come due tangenti comuni; onde le due curve 
avranno altre 6.6—2.9=18 tangenti comuni. Siccome poi ogni tangente dell’Hes- 
siana ha due poli coincidenti nel punto coniugato al punto di contatto e gli altri due 
poli distinti nella Cayleyana (135), così le diciotto tangenti (ordinarie) comuni all’Hes- 
siana ed alla cubica fondamentale toccano quest’ ultima curva ne’ punti in cui essa è 
incontrata dalla Cayleyana. 

(b) In generale, se 0, 0' sono due poli coniugati, e se «' è il terzo punto comune 
all’Hessiana ed alla retta 00’, questa tocca la Cayleyana nel punto © coniugato armonico 
di «' rispetto ai due 00' (135, c). Ma allorchè o sia un flesso della cubica fondamentale, 
« coincide con 0; epperò (4) anche © si confonde con o'. Dunque la Cayleyana tocca 
l Hessiana nei nove poli coniugati ai flessìî della cubica fondamentale. 

(c) Una tangente della Cayleyana, quale è «7 (fig. 8.*), sega questa curva in quattro 
punti 0,0,0,03, i quali sono le intersezioni di uv colle rette costituenti le coniche polari 
di 0,0 (135). Quando o è un flesso della cubica fondamentale, la conica polare di 0 
è costituita dalla tangente stazionaria 00' e dalla polare armonica, e quest’ultima si 
confonde con ur, perchè «' ed o coincidono insieme. Ond’ è che de’ due punti 0’, 0% 
l’uno cade in o' (od «) e l’altro si unisce all'intersezione di due tangenti infinitamente 
vicine wr, 001, della Cayleyana, cioè al punto di contatto fra questa curva e la retta 
ur. Questa retta ha dunque un contatto tripunto colla Cayleyana; e siccome questa 
curva, essendo della terza classe e del sest’ ordine, non può avere altre singolarità 
all'infuori di nove cuspidi (99,100), così: 

Le polari armoniche dei nove flessi della cubica fondamentale sono tangenti alla 
Cayleyana nelle nove cuspidi di questa curva. 

(d) L’Hessiana e la Cayleyana sono dotate di proprietà completamente reciproche. 
Infatti: 


*) CLeBscH, Veber die Wendetangenten der Curven dritter Ordnung (Giornale CRELLE-BOR- 
CHARDT, t. 58, Berlino 1861, p. 252). 
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Una tangente qualunque della Cayle- 
yana sega l’Hessiana in due punti corri- 
spondenti, cioè aventi lo stesso tangenziale, 
edinun terzo punto che è il coniugato ar- 
monico del punto di contatto della Cay- 
leyana rispetto ai primi due (135, c). 
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In un punto qualunque o dell’ Hessiana 
concorrono tre tangenti della Cayleyana; 
due di esse sono corrispondenti, cioè la retta 
che ne unisce i punti di contatto è una tan- 
gente della Cayleyana; la terza poi è la co- 
niugata armonica, rispetto alle due prime, 
della tangente all’ Hessiana in o (135, a). 


Da questa perfetta reciprocità segue che le proprietà della Cayleyana si potranno 
conchiudere da quelle dell’Hessiana e viceversa. Per esempio: 


I nove punti è, ne’ quali l’Hessiana è 
toccata dalle sue tangenti stazionarie, sono 
i flessi anche delle infinite curve di terzo 
ordine passanti pei medesimi. 

AI fascio di queste curve appartengono 
quattro trilateri, cioè i nove flessi sono di- 
stribuiti a tre a tre su dodici rette R, delle 
quali in ogni punto ? ne concorrono quattro. 


I vertici dei quattro trilateri sono i do- 
dici punti , *). 

Fra le curve di terz’ordine aventi i flessi 
in comune coll’Hessiana v'è anche la cubica 
fondamentale Cz, rispetto alla quale 1 Hes- 
siana è il luogo di un punto che abbia per 
conica polare un pajo di rette, e la Cayle- 
yana è l’inviluppo di queste rette. 

Le tangenti stazionarie I' della cubica 
Cs toccano l’ Hessiana e la Cayleyana ne’ 
punti è comuni a queste due curve. 


Le nove rette I tangenti alla Cayleyana 
nelle cuspidi, sono tangenti cuspidali per 
tutte le infinite curve di terza classe ch’esse 
toccano. 

Alla serie di queste curve appartengono 
quattro triangoli, cioè le nove rette I con- 
corrono a tre a tre in dodici punti r, cia- 
scuna di quelle contenendo quattro di 
questi. 

I lati dei quattro triangoli sono le do- 
dici rette R. 

Fra le curve di terza classe aventi per 
tangenti cuspidali le rette I ve n’ha una 
K3**), rispetto alla quale la Cayleyana è 
l’inviluppo di una retta il cui primo in- 
viluppo polare (82) sia una coppia di punti, 
e l’Hessiana è il luogo di questi punti. 

Le cuspidi della curva K3 sono i nove 
punti è ove l’Hessiana e la Cayleyana si 
toccano. 


142. Dato un fascio di cubiche, una trasversale qualunque le incontra in terne di 
punti formanti un’involuzione di terzo grado, e ne’ punti doppi di questa la trasver- 
sale tocca quattro cubiche del fascio (49). Se le cubiche sono sizigetiche (ossia se hanno 
i nove flessi comuni) e se la trasversale è la polare armonica I di un flesso è, le tre 
intersezioni di una qualunque fra quelle cubiche sono i punti di contatto fra essa e 


#) Questa proprietà sarà dimostrata fra poco (142). 


#*) E desiderabile una definizione di questa curva come inviluppo di una retta variabile. 


Cremona, tomo I, 


. 
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le tangenti che convergono al flesso è (139). Sia r uno de’ punti doppi dell’ involu- 
zione; la cubica passante per » toccherà ivi sì la trasversale I che la retta ri, cioè 
avrà in r un punto doppio. Ma i soli punti doppi in un fascio di cubiche sizigetiche 
sono le intersezioni scambievoli delle terne di rette contenenti a tre a tre i flessi (140, b); 
dunque i quattro trilateri (sizigetici) formati da tali rette hanno i loro vertici allineati 
a quattro a quattro sulle polari armoniche de’ flessi. 

Di qui si ricava che, se » è un vertice di un trilatero sizigetico, r dovrà giacere 
nella polare armonica di ciascuno de’ tre fiessi situati nel lato opposto del trilatero 
medesimo *); ossia: 

I punti in cui si segano a tre a tre le polari armoniche dei flessi sono i vertici dei 
quattro trilateri formati dalle dodici rette nelle quali giacciono distribuiti a tre a tre i 
flessi medesimi **). 

Considerando uno qualunque de’ trilateri sizigetici, i suoi lati contengono i nove 
flessi, mentre pei vertici passano le nove polari armoniche. Sia » uno dei vertici ed 
123 i flessi giacenti nel lato opposto. Siccome per » passano le polari armoniche di 
123, le quali fanno parte delle coniche polari di questi punti rispetto a tutte le cubiche 
sizigetiche del dato fascio (140), così la retta 123 sarà, relativamente a tutte queste 
curve, la retta polare del punto r (130, a). Dunque ciascun vertice di un trilatero si- 
zigetico è polo del lato opposto rispetto a tutte le cubiche sizigetiche. 

143. Proseguendo a studiare il fascio delle cubiche sizigetiche, una qualunque di 
esse sia incontrata dalla polare armonica I del flesso è ne’ punti mm, onde in questi 
punti le tangenti alla curva saranno é(m,wm', m'"). La tangente (stazionaria) alla cubica 
medesima nel flesso è incontri I in ». La cubica è individuata da uno qualunque de’ 
quattro punti nm mm", epperò, al variare di quella, la terna m m'wm' genera un’invo- 
luzione (di terzo grado) projettiva alla semplice punteggiata formata dai punti ». 

Se rr,rsr3 sono i punti doppi dell’involuzione, essi sono anche (142) vertici de’ 
quattro trilateri sizigetici; siano poi ss,s383 le intersezioni dei lati rispettivamente op- 
posti colla retta I. Per queste cubiche trilatere, le tangenti al flesso è sono evidente- 
mente gli stessi lati è(s, s1, s», s3); ond’è che, ogni qualvolta i due punti m'm' coinci- 
dono in 7, i punti mn si confondono insieme con s. 

La retta în, che tocca una cubica del fascio nel flesso è, è anche tangente all’Hes- 





* [AlItrimenti:] | Se r è un vertice di un trilatero sizigetico, e se è è uno dei flessi con- 
tenuti nel lato opposto, la polare armonica I è (139) il luogo del punto coniugato armonico 
di è rispetto alle intersezioni degli altri due lati con una trasversale qualunque per i. Dunque I 
passa per r. | 

**) Hesse, Eigenschaften der Wendepuncte der Curven dritter Ordnung u. s. w. (Giornale 
di CRELLE, t. 38, Berlino 1849, p. 257-261). 
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siana di questa nel punto » (141). Dunque, se una data cubica del fascio incontra la 
retta I ne’ punti mmm", le rette è(m, mm") sono tangenti nel flesso è ad altrettante 
cubiche del fascio, aventi per Hessiana la curva data. Ossia una data cubica è, în ge- 
nerale, Hessiana di tre altre cubiche sizigetiche ad essa *). 

(a) Se la cubica data è un trilatero, un vertice del quale sia » ed il lato opposto 
passi per s, le tre tangenti è(m, m'"), dn riduconsi alle due èr, îs. La seconda di queste 
rette può risguardarsi come tangente stazionaria della cubica data, la quale è per tal 
modo Hessiana di sè stessa. E l’altra retta èr sarà tangente in è ad una cubica (del 
fascio) avente per Hessiana il dato trilatero. Dunque ciascuna cubica trilatera è Hes- 
siana di sè stessa e di un’altra cubica (del fascio). Cioè in un fascio di cubiche sizi- 
getiche vi sono quattro curve le cui Hessiane sono i quattro trilateri del fascio. 

(b) Cerchiamo se nel dato fascio vi abbia alcuna cubica che sia Hessiana della 
propria Hessiana. Una cubica C ha per Hessiana un’altra cubica, e l’Hessiana di questa 
è una nuova cubica C'. Assunta invece ad arbitrio nel fascio la curva C', questa è 
Hessiana di tre cubiche, ciascuna delle quali è alla sua volta Hessiana di tre altre 
cubiche C; talchè C' dà nove cubiche C. Siccome le cubiche C, C' sono individuate dalle 
rispettive tangenti in è (46), od anche dai punti »,%' in cui queste segano la polare 
armonica I, possiamo dire che ad ogni punto » corrisponde un solo punto #»', mentre 
a ciascun punto »' corrispondono nove punti »; quindi la coincidenza di due punti 
corrispondenti »,x' avrà luogo dieci volte, cioè vi sono dieci cubiche sodisfacenti alla 
condizione proposta. Di questo numero sono i quattro trilateri sizigetici; epperò, la- 
sciatili da parte, avremo: 

Un fascio di cubiche sizigetiche contiene sei cubiche, ciascuna delle quali è Hessiana 
della propria Hessiana **). 

144. Vogliamo ora trovare la relazione segmentaria esprimente la projettività che 
ha luogo fra l’involuzione di terzo grado formata dai punti mmm" e la semplice serie 
generata dal punto » (143). Preso per origine de’ segmenti un punto r, cioè quel 
vertice di uno de’ trilateri sizigetici che cade nella retta I; e chiamato m uno qua- 
lunque de’ punti mmm", la projettività di che si tratta sarà espressa da un’equazione 
della forma (24, a): 


1) (A.rn-+A')rm*+3(B.rn+B')rm®+3(C.rn+C)rm+D.rn+D'=0, 





*) Hesse, Ueber die Elimination der Variabeln u. s. w. (Giornale di CRELLE, t. 28, Berlino 
1844, p. 89). 

##) SALMON, Higher plane curves, p. 184. — ARONHOLD, Zur Theorie der homogenen Functio- 
nen dritten Grades von drei Variabeln (Giornale di CRELLE, t. 39, Berlino 1850, p. 153). — 
| Le sei cubiche di cui sopra si parla si dividono in tre coppie; le cubiche di una coppia sono 
l’una Hessiana dell’altra. | 
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ove A, A',B,... sono coefficienti costanti. Il punto s corrispondente ad r (143) sup- 
pongasi a distanza infinita, com'è lecito fare senza sminuire la generalità dell’ indagine; 
perchè trattandosi qui di relazioni fra rapporti anarmonici, possiamo ai punti della retta I 
sostituire le loro projezioni fatte da un centro arbitrario sopra una retta parallela al 
raggio che passa per s (8). 

Ciò premesso, siccome i tre valori di rm corrispondenti ad rn=rs= ww devono 
essere rm=rs, rm=0,rm"=0, così se ne trae A=0, C=0, D=0. 

D'altronde s è un punto della retta polare di r rispetto a qualunque cubica del 
fascio (142), quindi (11): 


Si 1 1 1 3C 
RARO de ESA MAO i 
rs rm! ug ye 


ma 7s è infinito, dunque C'=0. Così l’equazione 1) diviene: 


2) A'.rm'+3(B.rn+B)rm+D'=0. 

La condizione affinchè la 2), considerando rm come incognita, abbia due radici 
eguali è: 
3) A"D'4-4(B.rn+B)°=0, 


cioè questa equazione del terzo grado rispetto ad vw darà quei tre punti » (s,5383) 2 
ciascuno dei quali, come ad s, corrispondono due punti m coincidenti (717273). 
Se nella stessa equazione 2) si fa rm=rn, ottiensi: 


4) (A'4+-3B)rn® + 3B'.ra°+D=0, 


ossia ciascuno de’ punti » dati dalla 4) coincide con uno de’ corrispondenti punti m. 
Ma i punti x dotati di tale proprietà sono (oltre ad s) gli stessi punti s,s»s3 dati dalla 3); 
dunque le equazioni 3), 4), dovendo ammettere le stesse soluzioni, avranno i coefficienti 


proporzionali. 

L’equazione 4) non contiene l’rn lineare; onde eguagliando a zero il coefficiente 
di rw nella 3), si avrà BB"—0, ossia B=0; perchè il porre B=0 farebbe scomparire 
il segmento sn dalla 2). Quindi le 3), 4) divengono: 


4B°.rn°4+A"D'=0, (A'+3B)ra8+D'=0, 


donde eliminando 7» si ha: 
5) (A'— B)(A'H2B)=0. 


Posto A'=B e per brevità D'=-— 44°B, ovvero posto A/-=—2B e per brevità 
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D'-=—/°B, le equazioni 3), 4) in entrambi i casi danno: 
6) rn h=0. 


e le radici di questa equazione saranno rs), #S2, 7:83. 
Fatto adunque 2°=rn?, B'=0 ed inoltre A'= B, ovvero A'=— 2B, l'equazione 2) 
diviene nel primo caso: 
7) (rm rn)(rm4-2rn}=0, 
e nel secondo: 
(rm-- rn (2m4rn)=0. 


Cioè nel primo caso uno de’ tre punti m corrispondenti ad w==(s1,s:,53) coincide 
collo stesso n, mentre gli altri due si riuniscono in un sol punto (r,,7:,73) diverso da 
n. Nel secondo caso invece, due de’ tre punti m corrispondenti ad w=(s;,52,53) ca- 
drebbero in ». Ma nella quistione che ci occupa si verifica il primo caso, non il secondo 
(143); ond’è che dobbiamo assumere A'=B, non già A'——2B. 

Dunque la richiesta equazione per la projettività fra l’involuzione formata dalle terne 
di punti mm'm' e la semplice punteggiata formata dai punti » può essere scritta così: 


8) rm+3rn. rm 4h°=0, 


ove » esprime un coefficiente costante *). 
(a) I punti s1ss3 sono dati dall’equazione 6), ed i punti r,r»r3 dalla 7): 


rmH-2rn=0, 


ossia dalla: 
rm + 8h=0; 


dunque entrambi i sistemi di quattro punti 8815283, 717»Yz sono equianarmonici (27). 

Ne consegue che, se è è un flesso reale delle cubiche sizigetiche, due de’ quattro 
vertici r giacenti nella polare armonica I sono reali, gli altri due imaginari (26). E 
per la reciprocità già avvertita (141,d), due delle quattro rette R (lati de’ trilateri 
sizigetici) concorrenti in è saranno reali, le altre due immaginarie. Che almeno uno 
de’ flessi di una cubica sia reale, risulta manifesto dall’essere dispari il numero totale 
delle intersezioni della cubica coll’Hessiana. 

Sia dunque 1 un flesso reale; e delle quattro rette R (140, b), cioè 123, 148, 157, 
169, siano reali le prime due, imaginarie coniugate le altre. I quattro flessi 57, 69 
saranno necessariamente tutti imaginari, ed invero uno de’ primi due sarà coniugato 


#) |I tre punti mm'm" sono i centri armonici (di 3° grado) del punto n rispetto ai quattro 


punti s8,8)$3. | 
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ad uno degli altri due. Siano coniugati 5 e 9, 6 e 7. Le due rette reali 59, 67, e le 
due rette imaginarie coniugate 56, 79 si segano separatamente in due punti reali ,7r,, 
situati nella polare armonica del flesso 1 (139, a). 

Essendo reali le rette 123, 148, i flessi 23, e così pure 48, sono o entrambi reali, o 
imaginari coniugati. D'altronde le coppie di rette (24, 38), (28, 34) devono dare gli 
altri due vertici ,,r3, situati in linea retta con r,r;. Ma 773 sono imaginari, dunque 
i punti 2348 non possono essere nè tutti reali, nè tutti imaginari; cioè 23 sono reali, 
e 48 imaginari. 

Da ciò segue che de’ nove flessi di una cubica tre soli (in linea retta) sono reali, 
essendo gli altri imaginari coniugati a due a due*). E delle dodici rette R, che con- 
tengono le terne de’ flessi, quattro (123, 148, 259, 367) sono reali; le altre no. Uno 
de’ quattro trilateri sizigetici ha un solo vertice reale; un altro ne ha tre; i rimanenti 
nessuno. 

(b) Come si è supposto sin qui, sia #2 uno de’ punti in cui una data cubica del 
fascio sega la retta I, e sia » l'intersezione di questa medesima retta colla tangente 
al flesso ?. Supponiamo poi che i punti M,N abbiano analogo significato per 1° Hes- 
siana della cubica suddetta; avremo similmente alla 8): 


rM*+3rN.rM°— 4h8—0. 
Ma l’Hessiana passa, come si è già osservato (143), pel punto n, talchè sarà: 
9) rn + 3rN . en — 4h°=0, 


donde, dato il punto x, si desume il punto N. Per ‘esempio, se » cade in r, si ha 
rN= 0, cioè N coincide con s; e se » è uno de’ punti r;r3r3, ossia se n è dato dal- 
l'equazione 





rné + 848=0, 
sì ottiene: 
2rN+rn=0, 


vale a dire, N è uno de’ punti s;s283. Di qui si ricava che le cubiche sizigetiche le 
cui tangenti al flesso è passano per uno de’ punti r7,r:r3 hanno per Hessiane i trila- 
teri sizigetici; come già si è trovato altrove (143, a). 

Se invece è dato il-punto N, l’equazione 9) dà i tre punti x corrispondenti alle 
tre cubiche, la comune Hessiana delle quali è la curva relativa al dato punto N (143). 





* PLUCKER, System der analytischen Geometrie, p. 265. 
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(c) Se la cubica data è Hessiana della propria Hessiana (143, b), si avrà oltre 
l'equazione 9) anche la: 


rN° + 3rn .rN°— 4638=0. 


Sottraggasi questa dalla 9), e dalla risultante, omesso il fattore rn —rN che corri- 
sponde alle cubiche trilatere, si elimini xN mediante la medesima 9); ottiensi così la: 


10) rnì — 2043. rn —8h=0, 


equazione di sesto grado, che dà i sei punti » corrispondenti alle sei cubiche dotate 
della proprietà d’essere Hessiane delle proprie Hessiane. 

145. Le quattro tangenti che in generale si possono condurre ad una cubica da 
un suo punto, nel caso che questo sia il flesso è, sono le rette #(m, m, m', m"). Ond’è che 
il rapporto anarmonico della cubica (131, b) sarà quello de’ quattro punti nmm'wm", 
ne’ quali la polare armonica del flesso è incontrata dalla tangente stazionaria e dalla 


cubica medesima. 
Ciò premesso, possiamo ricercare quali fra le cubiche sizigetiche del dato fascio 


sono equianarmoniche e quali armoniche (131, Db). 
Siccome i tre punti mmm! sono dati dalla 8), così i quattro punti n mmm" saranno 
p 


rappresentati dall’equazione: 


11) rmi + 2yn rm —3rn rm — 4h .rm4- 4h .rn=0, 


che si ottiene moltiplicando la 8) per rm — rn. 
La condizione necessaria e sufficiente affinchè la 11) esprima un sistema equia- 


narmonico è (27): 
rn (rn + 8h8)=0, 


che rappresenta i quattro punti rr,r,73. Dunque (144, b) un fascio di cubiche sizigetiche 
contiene quattro curve equianarmoniche, ciascuna delle quali è anche dotata della proprietà 
d’aver per Hessiana un trilatero (sizigetico). 

Affinchè la 11) rappresenti un sistema armonico, dev'essere (6): 


rnì — 20h3. rn — 8h8=0. 


Quest’'equazione coincide colla 10); dunque un fascio di cubiche sizigetiche contiene sei 
curve armoniche, le quali sono anche le cubiche dotate della proprietà d’essere Hessiane 
delle proprie Hessiane *). 


*) SaLMoN, Higher plane curves, p. 192. 
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Art. XXIV. 


La curva di terz’ordine considerata come Hessiana 


di tre diverse reti di coniche. 


146. Una data cubica qualsivoglia C può risguardarsi come Hessiana di tre altre 
cubiche ad essa sizigetiche (143). Ciascuna di queste tre curve dà origine ad una rete 
di coniche polari, epperò la cubica data sarà 1’ Hessiana di tre distinte reti di coniche. 
Rispetto a ciascuna di queste tre reti, la cubica data è il luogo delle coppie de’ poli 
coniugati (132, b); dunque in tre guise diverse i punti di una cubica possono essere 
coniugati a due a due, per modo che due punti coniugati abbiano lo stesso tangen- 
ziale, ossia nella cubica esistono tre sistemi di punti corrispondenti (133, a). 

Ed invero, se o è un punto della cubica data ed « è il tangenziale di esso, da « 
partono, oltre uo, altre tre tangenti (130, d); siano 0'0"0" i punti di contatto. Abbiamo 
così le tre coppie di poli coniugati 00',00",00", in relazione alle tre diverse reti che 
hanno per comune Hessiana la cubica data. 


PISA 


Applicando lo stesso discorso a ciascuno de’ punti 0000", come al punto o, si vede 
tosto che per la prima rete sono poli coniugati 00' ed 00"; per la seconda 00" ed 0"0'; 
per la terza 00" ed d'0". 

(a) Essendo 00,0"0" due coppie di poli coniugati relative ad una stessa rete, se le 
rette 00", 00" si segano in y e le 00", 00" in 2, anche yz sarà una coppia di poli co- 
niugati relativi alla stessa rete (134). 

I punti 0, 0",y sono in linea retta, epperò i loro tangenziali (che sono anche i 
tangenziali ordinatamente de’ punti 0', 0", 2) saranno allineati in una seconda retta 
(39, b). Ma i tangenziali di 0,0" coincidono in u; dunque il tangenziale comune di y 
e 2 sarà anche il tangenziale di x. Donde si raccoglie che: 

Se 0000" sono è punti ove una cubica è toccata dalle tangenti condotte da un suo 
punto u, è punti diagonali xyz del quadrangolo 00'0'0" giacciono nella cubica, e le tan- 
genti a questa in uxyz concorrono in uno stesso punto della curva. 

(b) Dal teorema (134) risulta che, se @4',52' sono due coppie di punti corrispon- 
denti della cubica, affinchè questi siano relativi ad uno stesso sistema è necessario 
e sufficiente che il punto comune alle ad, ad ed il punto comune alle ad', a'd giac- 
ciano nella curva. Laonde, avuto riguardo alla proprietà (45, d), potremo concludere 
la seguente: 

Se un quadrilatero completo è inscritto in una cubica, è vertici opposti formano tre 
coppie di punti corrispondenti relative ad uno stesso sistema, 


+ 
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Qui si offre immediatamente la ripartizione in tre diversi sistemi de’ quadrilateri 
completi inscritti in una cubica. 

(c) Siano «a,, db, due coppie di poli coniugati relative a due reti diverse; 2 il tan- 
genziale di a ed a,;f il tangenziale di 6 e 0». Siano c, 63,7 le terze intersezioni della 
cubica colle rette ab, a,0:, aB; sarà x il tangenziale sì di e che di c;3. Dunque c, cs 
sono due poli coniugati, relativi però alla terza rete (b). Così pure, se le rette ad,, ad 
segano la cubica nei punti c.,c,, questi sono poli coniugati rispetto alla terza rete 
medesima *). 

147. — Dato un punto o ed un fascio di coniche circoscritte ad un quadrangolo efgà, 
quale è il luogo de’ punti di contatto delle tangenti condotte da o a queste coniche? 
Siccome per o si può condurre una conica del fascio e quindi ad essa la tangente in o, 
così il luogo richiesto passa per o. Oltre ad o, ogni trasversale tirata per questo punto 
ne contiene altri due del luogo, e sono i punti doppi dell’involuzione che le coniche 
del fascio determinano sulla trasversale (49). Dunque il luogo richiesto è una cubica, 
la quale passa anche per efygA, poichè si può descrivere una conica del fascio che tocchi 
oe in e, ovvero of in f, ecc. 

Ciascuna conica del fascio sega la cubica in altri due punti mm, m' (oltre efg4), che 
sono quelli ove la conica tocca le tangenti condotte per o. La retta mm, polare di o 
rispetto alla conica, passa per un punto fisso v (il punto opposto ai quattro efyA) (65). 
Quando la conica passa per o, i due punti mm' coincidono in 0; laonde questa conica 
tocca la cubica in 0, ed « è il tangenziale di o. 

Fra le coniche del fascio vi sono tre sistemi di due rette, e sono le coppie di lati 
opposti (ef, 94), (eg, fl), (eh, fg) del quadrangolo dato; per ciascuno di essi i punti 
mm' coincidono nel relativo punto diagonale. Donde segue che i punti diagonali 0'0"0" 
del quadrangolo appartengono alla cubica, e le tangenti in questi punti concorrono in «. 

Siccome le rette o(e, f,9,%) sono tangenti alla cubica in e, f,9,%, così la conica 
determinata dai cinque punti 0efg% è la prima polare del punto o rispetto alla cubica 
medesima. Analogamente la conica «o00'0" è la prima polare di w. 

148. Sia o un punto qualunque di una data cubica C:, ed « il tangenziale di o. 
Se K; è una cubica, la cui Hessiana sia Cs, la conica polare di « rispetto a K; è un 
pajo di rette, una delle quali passa per o (133, b); dunque la retta polare di o rispetto 
a K; passa per «. Ma « giace anche nella retta polare di o relativa a C3, giacchè 
quest’ultima curva è toccata in o dalla retta ov; dunque in « concorreranno le rette 
polari di o, relative a tutte le cubiche descritte pei punti comuni a Cz e K; (84, c), 
ossia: 


*) Hesse, Ueber Curven dritter Ordnung und die Kegelschnitte, welche diese Curven in drei 
verschiedenen Puncten beriihren (Giornale di CRELLE, t. 36, Berlino 1848, p. 148-152), 
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Se una retta tocca una cubica in un punto 0 e la sega în un altro punto u, le rette 
polari di 0, rispetto alle cubiche sizigetiche colla data, passano tutte per u*)**). 

(a) Siano 0000" i punti di contatto delle tangenti condotte alla cubica data dal 
punto vu; pel teorema precedente, « giace nelle rette polari di ciascuno dei quattro 
punti suddetti, rispetto a tutte le cubiche sizigetiche. Dunque le coniche polari di v 


rispetto alle cubiche medesime passeranno per 00'0"0" ***), 


Le tre coppie di lati opposti del quadrangolo 0000" sono le coniche polari di w 
rispetto a quelle tre curve sizigetiche la cui Hessiana è C;, epperò saranno tangenti 
alle tre corrispondenti Cayleyane. 

(b) Si noti inoltre che 0‘0'0" sono i punti diagonali del quadrangolo formato dai 
quattro punti di contatto delle tangenti condotte alla cubica data dal punto o (146, a); 
dunque .0' è il polo della retta 0"0" rispetto alle coniche polari di o relative a tutte 
le cubiche sizigetiche (108, b); ecc. 

149. Siano af i tre punti in cui una retta sega una data cubica, ed @,0,0203, 
bob, b3bz, c0€:0363 i punti di contatto delle tangenti che da quelli si possono condurre 
alla curva. Siccome i tangenziali di tre punti in linea retta sono pur essi in linea retta, 
così la retta che unisce uno de’ punti @ con uno de’ punti d passerà necessariamente 
per uno de’ punti c; epperò i dodici punti abe giacciono a tre a tre in sedici rette t). 

Siano @006 tre punti scelti fra quei dodici in modo che siano allineati sopra una 
retta; e siano a,d)c;, 43036, a3b3c3 i punti corrispondenti a quelli rispettivamente nelle 
tre reti di coniche, alle quali dà nascimento la data cubica considerata come Hessiana 
(146). Pel teorema (134) sono in linea retta le terne di punti: 


abiti , bea ; cb: , 

Ao , do024» , Coda , 

Aobs03 , DboC343 ; CAIzb3 
oltre ad Modi 





*) SALMON, On curves of the third order, p. 535. 

#*) | Dal teorema (132, c) segue che, condotte per w le altre tre tangenti a C,, queste sono 
le rette polari di o rispetto alle tre cubiche di cui C, è la Hessiana. Cioè le quattro tangenti 
che da un punto « di una cubica C, si posson condurre a questa sono le rette polari di uno 
dei punti di contatto, rispetto a C, ed alle tre cubiche di cui C, è Hessiana. Il rapporto anar- 
monico delle quattro tangenti è quindi uguale a quello delle quattro cubiche: donde si cava 
una nuova dimostrazione della costanza del rapporto anarmonico delle quattro tangenti, al 
variare di « (131). 

Se o è un flesso di C,, segue dal teorema precedente che le tre rette che da 0 si possono 
condurre a toccare C, altrove sono le tangenti (stazionarie) in o alle tre cubiche di cui C, è 
l’Hessiana: il che s’accorda col teorema 141. | 

##4 CAYLEY, A Memoir on curves etc. p. 443. 

) PLUCKER, System der analytischen Geometrie, p. 272. 
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E pel teorema (146, c) sono in linea retta anche le terne: 


Ubylz , A,bs0, ; Azbic9 , 


adze» , A063, AsbsC 


Queste sedici rette si possono aggruppare in otto sistemi di quattro rette ciascuno, 
le quali contengano tutt’i dodici punti di contatto *). 

(a) I punti @,0,c,, che corrispondono ad «0,6, rispetto ad una medesima rete, sono 
i vertici di un triangolo i cui Jati passano ordinatamente per @,d, 6, (134), e sono 
anche i punti di contatto della cubica colla poloconica della retta ab, relativa a 
quella rete (137). Dunque (39) le rette che uniscono i punti ade, ai vertici del triangolo 
formato dalle tre tangenti za,, f0,, xc, concorreranno in uno stesso punto  |[®4]**). 

È superfluo accennare che la stessa proprietà compete ai punti 4,030», 430363 che 
sono i corrispondenti di a0,6 rispetto alle altre due reti. 

(b) Le rette «4, 0, s'incontrano sulla data curva in c,, onde questa passa sì pei 
punti comuni ai due sistemi di tre rette (240, do; 100); (28, ada, obo), Sì pei punti co- 
muni agli altri due analoghi sistemi (2@,, fd, 0); (ef, a,0,, ad). Saravvi adunque 
(50, b) un luogo di terz’ordine soddisfacente alla duplice condizione di passare pei punti 
comuni ai due sistemi (24, do, 160), (4041, Bd, 160), e di contenere le intersezioni dei 
due sistemi (28, &0n, &0); (26, 410, , @0;). Queste due condizioni sono appunto sodisfatte 
dal sistema di tre rette (a6,[01][10],c), ove [01] indica il punto comune alle rette 
a, Bb, ed [10] il punto ove si segano le a,, pd. D'altronde, qualunque luogo di 
terz’ordine appartenente al fascio determinato dai due sistemi (28, @000, 40), (08,410), 401) 
non può essere altrimenti composto che della retta af e di un pajo di rette coniugate 
nell’involuzione quadratica i cui raggi doppi sono @0, @0, ***). Dunque la retta [01][10] 
passa pel punto ©, 7) ed è coniugata armonica di ‘e, rispetto alle «9, 410, (25, 2). 

(c) Per la stessa ragione, se «a, incontra fd», #03 in [02],[03], e se Bb, incontra 
2a, 43 in |20],[30], le rette [02][20],[03][30] passano per e. Laonde, rappresen- 
tato con [00]il punto comune alle 24, Bb, i due sistemi di quattro punti [ 00, 01, 02, 03], 
[00, 10, 20, 30] avranno eguali rapporti anarmonici,-imperocchè essi risultano dal se- 
gare colle due trasversali 2, fb, uno stesso fascio di quattro rette concorrenti in 6. 





* Hessn, Ueber Curven dritter Ordnung u.s.w. p. 153. [9] 

#*) PLUCKER, System der analytischen Geometrie, p. 46. 

##*) Se le coniche d’un fascio hanno un punto doppio comune cy, cioè se ciascuna di esse 
consta di due rette incrociate in c;, tutte le analoghe coppie di rette formano evidentemente 
un’involuzione, i cui raggi doppi rappresentano le due linee del fascio per le quali c, è una 
cuspide (48). 

$) } Poichè la retta [01]|[10) passa per c,, ne segue che l’esagono cab, fb, a, è inscritto in 
una conica (S. RoBERTS, Ed. Times, ottobre 1868). ; 
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Ne segue che i rapporti anarmonici de’ due fasci &(@,, @1, 4, 43), B(do, di; de, dz) SONO 
eguali, ossia che i sei punti [00], [11], [22], [33], «, 8 giacciono in una stessa conica, 
come si è già dimostrato altrove (131, a). 

Analogamente, concorrendo in c, le quattro rette @b,, @00, 4,03, a3b., i due fasci 
a(d0, A, 42,43), B(01, do, d3,0:) avranno eguali rapporti anarmonici; ecc. 

(d) Come nel punto 6 concorrono le rette [01][10], [02][20],... 


così Ù Ci # (00]ELL] [22093 
: C» A [0022], [33][11],... 
» C3 » [00][33] ’ [1 1][22] poso w)} 


Dunque i punti [00], [11], [22], [33], ove si segano i raggi omologhi de’ due fasci 
projettivi 2(4,, 41, 4», 43), 8 (00, di, da, 03) formano un quadrangolo completo, i cui punti 
diagonali €, cs, c3 appartengono alla cubica e sono i punti di contatto di tre tangenti 
concorrenti in ‘, terza intersezione della curva colla retta af. 

Quando i punti «f coincidano, ritroviamo un teorema già dimostrato (146, a). 

(e) I punti a, f sono i centri di due fasci projettivi, ne’ quali alle rette a (40, @1, @2, 43) 
corrispondono (0; d1, d:, d3). Condotta per a una retta qualunque che seghi fb, nel 
punto [20]; unito [x0] con co mediante una retta che seghi 24, in [0]; sarà B[0x] la 
retta corrispondente ad 2[|x0]**). In questo modo si trova che alla retta af corrisponde 
Bc, 0d 20, secondo che af si consideri appartenente al fascio 2 o 8. Dunque (59) ace, Bco 
sono le tangenti in «,f alla conica generata dai due fasci projettivi; ossia (107) co è 
il polo della retta a rispetto alla conica «8[00][11][22][33]. 

Analogamente, i punti c,, c:, cs sono i poli della retta af rispetto alle altre tre 
coniche passanti per af e per le intersezioni delle tangenti che concorrono in 2 ed 
in B (131, a). Ossia: 

Le tangenti che si possono condurre ad una cubica da due suoi punti o, si segano 
in sedici punti [xy] situati a quattro a quattro in quattro coniche passanti per 1 e f. 

I poli della retta aB rispetto a queste conìche giacciono nella cubica, la quale è ivi 
toccata da quattro rette concorrenti în ‘|, terza intersezione della curva colla retta 08. 

I poli di aB rispetto a tre qualunque fra quelle coniche sono i punti diagonali del 
quadrangolo completo avente per vertici i quattro punti [xy] situati nella quarta conica ***). 

(f) La conica polare di 6, oltre al toccare la cubica in ©, la seghi ne’ punti pgrs. 
Ogni conica passante per pgrs incontra la cubica in due altri punti che sono in linea 


*) In ciascuno de’ punti c concorrono sei rette analoghe a [01][10].  |95] 
#5) {Perchè c, è il punto in cui concorrono le rette che uniscono le intersezioni delle coppie 
alterne di raggi, come (24, fd), (24), Bdo); (can; Bd2), (ca,, Bb); ecc. [99]| 
##) SALMON, Yheéorèmes sur les courbes de troisiéme degré, p. 276. — Higher plane curves, 
p. 134, 
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retta col punto ‘, tangenziale di e, (147); dunque la conica descritta per pgrs ed a 
passerà anche per f. 

Si noti poi che il quadrangolo completo pgrs ha i suoi punti diagonali in €,636,, 
cioè ne’ punti che hanno il tangenziale comune con © (146, a). Ne segue che il trian- 
golo c;c.€3 è coniugato rispetto ad ogni conica circoscritta al quadrangolo pgrs. 

Ma siccome c,c.e3 sono anche i punti diagonali del quadrangolo [00][11][22][33], 
così il triangolo €;,6,€3 è pur coniugato rispetto alla conica nella quale giacciono i sei 
punti a8[00][11][22][33]. Dunque (108,e) questa conica passa anche per pgrs*). 

150. Se nel metodo generale (67,c) per costruire il punto opposto a quattro punti 
di una cubica C; si suppone che questi, coincidendo per coppie, si riducano a due soli 
a,b, il punto opposto 1 sarà in linea retta coi tangenziali 2, di @,d, cioè sarà il tan- 
genziale della terza intersezione c della cubica colla retta ab. Ogni retta condotta per 
sega la cubica in altri due punti mn, pei quali passa una conica tangente in a e d 
alla cubica medesima; onde, se i punti m » coincidono, la conica e la cubica avranno 
fra loro tre contatti bipunti. Pel punto ‘ passano quattro rette tangenti a Cs; uno 
de’ punti di contatto, c, è in linea retta con «bd; gli altri tre siano c;c.c3, e conside- 
riamo la conica tangente in abe,. I punti cc, sono poli coniugati rispetto ad una delle 
tre reti di coniche, l’Hessiana delle quali è la cubica data (146); e se è, è il polo 
coniugato a è nella stessa rete, la retta dc, passerà per a, e le de,, de si taglieranno 
in a, polo coniugato ad a rispetto alla medesima rete (134). Vale a dire, se la cubica 
è toccata in abc, da una curva di second’ordine, i poli a,0,e coniugati ad ade, rispetto 
ad una delle tre reti sono in linea retta; donde segue che, rispetto alla rete mede- 
sima, quella curva di second’ordine è la poloconica della retta a,b, (137). Analoga- 
mente, se @.b,, a3b; sono i punti corrispondenti ad ad nelle altre due reti, le coniche 
tangenti in abc., abez sono le poloconiche delle rette a,0,c, 403€ rispetto a queste reti. 

Così Ze coniche tangenti ad una cubica in tre punti si distribuiscono in tre sistemi, 
relativi alle tre reti aventi per comune Hessiana la cubica data. I sei punti di contatto 
di due coniche d’uno stesso sistema giacciono in una conica segante; e viceversa, se 
pei tre punti di contatto d’una conica d’un certo sistema si descriva ad arbitrio una 
linea di second’ordine, questa sega la cubica in tre nuovi punti, ne’ quali questa curva 
è toccata da un’altra conica dello stesso sistema (137, a). 

Se una poloconica dee passare per due punti dati 0,0, la retta a cui essa corri- 
sponde sarà tangente alla conica polare di o ed a quella di o' (136, a) Ma due coniche 


*) SAMUEL RoBERTS, On the intersections of tangents drawn through two points on a curve 
of the third degree (Quarterly Journal of pure and applied Mathematics, vol. 3, London 1860, 
DE12 1] 
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hanno quattro tangenti comuni; dunque per due punti dati ad arbitrio passano dodici 
coniche (quattro per ciascun sistema) aventi tre contatti bipunti colla data curva di 
terz’ordine. |®3] 

La poloconica di una tangente stazionaria, per ciascuna delle tre reti, ha un contatto 
sipunto coll’Hessiana (137); vì sono adunque ventisette coniche (nove in ciascun sistema ) 
aventi un contatto sipunto colla cubica data*). I punti di contatto sono quelli che nei tre 
sistemi corrispondono ai nove flessi, vale a dire, sono i punti in cui la cubica è toccata 
dalle tangenti condotte per uno de’ flessi (39, d). Uno qualunque di questi punti chiamisi 
P,4 0d 7, secondo che appartenga all’uno o all’altro dei tre sistemi. 

Tre flessi in linea retta ed i nove punti pgr che ad essi corrispondono, nei tre 
sistemi, formano un complesso di dodici punti ai quali si possono applicare le pro- 
prietà (149). Dunque: 

Ogni retta che unisca due punti p (dello stesso sistema) passa per un flesso; 

Ogni retta che unisca due punti pg (di due diversi sistemi) sega la cubica in un 
punto » (del terzo sistema). 

Ed inoltre (137, a): 

I sei punti p che (in uno stesso sistema) corrispondono a sei flessi allineati sopra 
due rette, giacciono in una conica **). 


#) STEINER, Geometrische Lehrstitze (Giornale di CrELLE, t. 32, Berlino 1846, p. 132). 

#**) Hnsse, Ueber Ourven dritter Ordnung u. s.w. p. 165-175. 

Oltre alle Memorie citate in questo e nel precedente articolo veggansi le seguenti: 

MéBrus, Ueber die Grundformen der Linien der dritten Ordnung (Abhandlungen der K. 
Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften, 1. Bd, Leipzig 1849, p. 40). 

BELLAVITIS, Sulla classificazione delle curve del terz’ordine (Memorie della Società Italiana 
delle scienze, t. 25, parte 2, Modena 1851, p. 33). — Sposizione dei nuovi metodi di geometria 
analitica (Memorie dell’ Istituto Veneto, vol. 8, Venezia 1860, p. 342). 
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rette che toccano la Cayleyana (138, a). 


Art. XXIII. Fascio di curve del terz’ordine aventi i medesimi flessi 7 i . >» 445 
Polari armoniche de’ flessi di una cubica (139). 1 tlessi sono a tre a tre in linea retta 
(139, b). Cubiche sizigetiche (140). Pei flessi di una cubica passano quattro sistemi di 
tre rette (140, b). Punti ove l’Hessiana è toccata dalle tangenti stazionarie della cubica 
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fondamentale (141). Punti di contatto fra l’Hessiana e la Cayleyana (141, b). La Cayleyana 
e l’Hessiana hanno proprietà reciproche (141, d). Proprietà dei trilateri sizigetici (142). 
Una cubica è Hessiana di tre cubiche ad essa sizigetiche (143). Relazione segmentaria 
(144). Una cubica ha soltanto tre flessi reali (144, a). L’Hessiana di una cubica equianar- 
monica è un trilatero; ed una cubica armonica è l’Hessiana della propria Hessiana (145). 


Art. XXIV. La curva del terz’ordine considerata come Hessiana di tre diverse reti 


di coniche 7 ‘ r ; - 3 i - : 7 i ; 

Una cubica ha tre sistemi di punti corrispondenti (146). Quadrilateri completi inscritti in 
una cubica (146, b). Proprietà di quattro punti di una cubica, aventi lo stesso tangen- 
ziale (147). Polari di un punto rispetto a più cubiche sizigetiche (148). Proprietà de’ punti 
di contatto delle tangenti condotte ad una cubica da tre suoi punti in linea retta (149). 
Tre sistemi di coniche tangenti in tre punti ad una cubica; coniche aventi con essa 
un contatto sipunto (150). 
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COURBES GAUCHES DÉCRITES SUR LA SURFACE 
D'UN HYPERBOLOÎDE À UNE NAPPE *). 


Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo IV (1861), pp. 22-25. 


I. Courbes gauches d’ordre impair décrites sur la surface 
d’un hyperboloide è une nappe. 


1. Etant donnés trois faisceaux homographiques, c’est-à-dire deux faisceaux de 
plans passant par deux droites A, B, respectivement, et un faisceau de surfaces de 
l’ordre #, les points où la droite intersection de deux plans homologues rencontre 
la surface correspondante de l’ordre m, engendrent une courbe gauche C de l’ordre 
2m--1. Elle est entièrement située sur la surface de l’hyperboloide I engendré par 
les deux faisceaux de plans (Théorème de M. CHasLes, Compte rendu du 3 juin 1861). 

2. Toute génératrice de l’hyperboloide I, du système auquel appartiennent les axes 
A, B, rencontre la courbe C en m+4-1 points; et toute génératrice du second système ren- 
contre C en m points. 

3. Ilya 2m? génératrices du premier système et 2(m°—1) génératrices du second qui 
sont tangentes à la courbe C. 

4. La surface réglée dont les génératrices s’ appuient chacune en deux points sur la 
courbe C et en un point sur une droite L est de l’ordre m(3m--1); C est une ligne mul- 
tiple suivant 2m, et L est multiple suivant m°. 

Sì La un point commun avec C, la surface de l’ordre m(3m--1) se décompose en un 
cone de l’ordre 2m et en une surface réglée de l’ordre m(3m—1); pour celle-ci L est 
multiple suivant m, et C suivant 2m_1. 

Sì L a deux points communs avec C, on a deux cònes de l’ordre 2m et une surface gauche 
de l’ordre 3m(m—1), pour laquelle L est multiple suivant m°T—1, et C suivant 2(m—1). 


*) Extrait des Comptes rendus des séances de l’Académie des sciences; séance du 24 juin 
1861 [tome 52, pp. 1319-1328]. 
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5. Par un point quelconque de l’espace on peut mener: 1.° mÈ droites qui rencontrent 
deux fois la courbe C; 2.° 3(2m°—1) plans osculateurs à la courbe C; 3.° un nombre 
2(m—1)(m°+3m°—m—2) de plans, dont chacun contient deux tangentes de la courbe C. 

6. Par une droîte quelconque on peut mener 2m(m+-1) plans tangents à la courbe C. 

7. Un plan quelconque contient: 1.° 2m(m°—1)(m-+2) points, dont chacun est l’inter- 
section de deux tangentes de la courbe C; 2.° 18m'—40m°+5m-4-18 droites, dont chacune 
est l’intersection de deux plans osculateurs de la courbe C. 

8. Il suit de là que: 

La perspective de la courbe C est une courbe de l’ordre 2m-+1, et de la classe 2m(m4-1), 
ayant m? points doubles, 3(2m°—1) inflezions, et 2(m—1)(m°4-3m°—m—2) tangentes 
doubles. 

9. Les droites tangentes de la courbe C forment une développable S de l’ordre 2m(m+1) 
et de la classe 3(2m°—1), ayant 4(m—1)(3m-4-2) génératrices d’inflezion. 

10. Toute droite tangente à la courbe C, en un point, rencontre 2(m—1)(m4-2) droites 
qui sont tangentes à la méme courbe en d'autres points. Les points où se rencontrent ces 
tangentes non consécutives forment une courbe gauche K qui est double (courbe nodale) sur 
la développable S. Les plans déterminés par les couples de tangentes non consécutives de 
C qui se coupent, enveloppent une développable 2 qui est doublement tangente à la courbe C. 
Il suit des n°° 5 et 7 que Za développable X est de la classe 2(m—1)(m°4+3m?—m—2), 
et que la courbe K est de l’ordre 2m(m° —1)(m-2). 

11. On ‘peut déduire ces propriétés, et d’autres encore, des formules générales 
données par M. CayLEYy (Journal de Liouville, t. X). 


II. Nouvelles courbes gauches de tous les ordres sur la surface 
d’un hyperboloide è une nappe. 


12. On donne trois faisceaux de plans, dont les axes soient trois droites P, Q, R. 
Le faisceau P soit composé d’un nombre infini de groupes, dont chacun contient m 
plans. Ces groupes sont supposés en involution de l’ordre wm *), c’est-à-dire, un quel- 
conque des m plans d’un groupe détermine les autres m—1 plans du mème groupe. 
(Pour 1m=2 on a l’involution ordinaire}. Le deuxième faisceau soit homographique au 
premier, c’est-à-dire les plans de ces faisceaux se correspondent, un à un, entre eux. 


*) De JONQUIÈRES, Geénéralisation de la théorie de l’involution (Annali di Matematica, 
Roma, 1859). 
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Et les plans du faisceau R correspondent anharmoniquement, un par fois, aux groupes 
du faisceau P (et par conséquent aux groupes de Q) *). 

Le lieu des intersections des plans correspondants des trois faisceaux est une courbe 
gauche © de l’ordre m+4-2 qui coupe m--1 fois chacune des droites P et Q, et deux fois 
la droit R. Cette courbe C est situte entibrement sur l'hyperboloide I engendré par les 
deux faisceaur P et Q. 

Pour 1=1 on ala cubique gauche, et on tombe dans la construction donnée par 
M. ChasLEs (Compte rendu du 10 aoàt 1857). Pour m=2 on a la courbe du quatrième 
ordre étudiée par M. SaLmon (Cambridge and Dublin Math. Journal, vol. V); j'en ai 
donné la construction dans mon Mémoire Sulle superficie gobbe del terz’ ordine (Atti 
dell’ Istituto Lombardo, t. II). 

Hormis le cas de la cubiche gauche (m==1), l’hyperboloide I est la seule surface 
du second ordre qui passe par la courbe C. 

13. Toute génératrice de Vhyperboloide I, du système auquel appartiennent les axes 
P,Q, rencontre la courbe C en m4-1 points; et toute génératrice de Vautre système ren- 
contre cette courbe en un seul point. 

14. Les faisceaux P et R (de mème que Q et R) engendrent une surface gauche 
de l’ordre m+-1, dont l’axe P est une ligne multiple suivant le nombre m. 

15. Par la courbe C, par une génératrice du premier système de l’hyperboloide I, et 
par une droite qui s’appuie en deux points sur C, on peut faire passer une surface gauche 
de l’ordre m--1, dont la première directrice rectiligne est une ligne multiple suivant m. 

16. Si l’hyperboloide I et 2m-+3 de ses points sont donnés, on peut décrire par ces 
points, sur la surface I, deux courbes C. 

17. Si autour de deux genératrices du premier systéme de l’ hyperboloide I on fait 
tourner deux plans qui se rencontrent sur la courbe C, ces plans engendrent deux fais- 
ceaux homographiques. 

18. Ilya 2m génératrices du premier système de l’ hyperboloide I qui sont tangentes 
à la courbe C. 

19. Le lieu d’une droite mobile qui s'appuie en deux points sur la courbe C et en un 
point sur une droite fire L, est une surface de l’ordre (m+ 1). Les lignes C et L sont 

(m+1) 
2 


multiples suivant les nombres m+1 et respectivement. 


*) Si l’on représente un plan quelconque du premier faisceau par P--XP'=0 et les plans 
correspondants des autres faisceaux par Q+yQ'=0, R+vR'=0, on aura entre },y,v deux re- 
lations de la forme: 


(a+bMp+a+DI=0, (CAM +-+...) +. =0. 
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20. Quand deux courbes C tracées sur un méme hyperboloide rencontrent chacune en 
m--1 points une méme génératrice, ces deux courbes se rencontrent en 2(m-1) points. 
Et quand les deux courbes rencontrent lune en m+1 points et V’autre en un seul point 
une méme génératrice, elles se rencontrent en m°--2m+2 points. 


1 : 5 
21. Par un point quelconque de l’espace on peut mener: 1.9 SII droîtes qui ren- 
contrent la courbe C chacune en deux points; 2.° 3m plans osculateurs à la courbe C; 
3.° 2m(m—1) plans, dont chacun contient deux droites tangentes à C. 
22. Par une droite quelconque on peut mener 2(m+-1) plans tangent à la courbe C. 
23. Un plan quelconque contient: 1.° 2(m°—1) points dont chacun est l’ intersection 


de deux tangentes de la courbe C; 2.° 3 (On-17m-4-10) droites dont chacune est Vin- 


tersection de deux plans osculateurs de la courbe C. 
24. Il suit de ces théorèmes que: 
La perspective de la courbe C est, en général, une courbe de Vordre m+4-2 et de la 


m(m+1) . i 
classe 2(m4-1), ayant sr pointes doubles, 3m inflerions et 2m(m—-1) tangentes 


doubles. 

Mais si l’oeil est placé sur la courbe C, sa perspective est une courbe de l’ordre 
m-|-1 et de la classe 2w, ayant un point multiple suivant mm, 3(m-—1) inflexions, et 
2(m—1)(m—2) tangentes doubles. 

25. Les droites tangentes à la courbe C forment une développable S de l’ordre 2(m--1) 
et de la classe 3m, avec 4(m—1) génératrices d’inflexion. 

26. Toute droite tangente en un point de la courbe © rencontre 2(m—1) droites qui 
sont tangentes à la méme courbe en d'autres points. Les points où se rencontrent deux 
à deux les tangentes (non consécutives) de C forment, sur la développable S, une courbe 
double K de l’ordre 2(m°—1). Et les plans où se rencontrent ces mémes tangentes, enve- 
loppent une développable X, de la classe 2m(m—1), qui est doublement tangente à la 
courbe C. 

27. Les courbes C et K ont en commun: 1.° les 4(m-—1) points où C est touchée par 
les géenératrices d’inflerion de S; 2.° les 2m(m—1) points où C est coupée par les géné- 
ratrices de l’hyperboloide I qui sont tangentes à C (n. 18). Ces derniers points sont des 
points stationnaires pour la courbe K. 


28. Il y a, sur la courbe K, 3 m(m_—-1)(m—2) points (doubles), où se coupent trois 


tangentes de C; et il y a È (m—1)(m—2)(m—3) plans (tangents doubles de ), dont 


chacun contient trois tangentes de C. 
"“Etcteto: 
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29. Ces résultats font voir que la courbe C est réciproque d’ une certaine surface 
développable, dont MM. CayLEY et SALMON se sont occupés plusieurs fois *). Autrement: 
l’équation, en coordonnées tangentielles, de notre courbe C est le discriminant d’ une 
équation de la forme 

at'42_L (m4-2) bit SSEBEnO) (i 
où a,b,c,... sont des expressions linéaires des coordonnées, et # est la quantité qu’il 
faut éliminer. 


*) Journal de Crelle, t. XXXIV, p. 148; Cambridge and Dublin Mathematical Journal, vol. III, 
p. 169:-volV, p. 152. 
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O. HESSE — VORLESUNGEN UBER ANALYTISCHE GEOMETRIE DES RAUMES INSBESONDERE 


uBeR OBERFLACHEN zwErrer Orpnuna. Leipzig 1861. 


Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo IV (1861), pp. 109-111. 


Il signor HEssE, sì noto ai matematici pe’ suoi lavori analitici, coi quali ha poten- 
temente cooperato al progresso della scienza in varî rami di essa, ha ora pubblicato 
un libro che riassume le lezioni date dall’autore alle università di Konigsberg, di Halle 
e di Heidelberg. Questo libro di geometria analitica, nel quale sono specialmente stu- 
diate le superficie di second’ordine, rappresenta nel modo più degno lo stato attuale 
della scienza. L'autore fa uso dei metodi più perfetti che oggi si posseggano, svolge 
le sue formole con elegante simmetria, e con facilità sorprendente dimostra i più belli 
ed importanti teoremi relativi all'argomento. I quali metodi e teoremi, m’affretto a 
dirlo, sono in buona parte dovuti allo stesso signor Hesse, che già da parecchi anni ne 
arricchì la scienza, come è attestato dai volumi del giornale matematico di Berlino, 
in cui egli ha inserito le sue memorie. Pochi libri ci hanno inspirato quella viva gioia 
che abbiamo sentita nel leggere queste elegantissime pagine; e crediamo fermamente 
che il nostro entusiasmo sarà diviso da qualunque abbia la fortuna di studiare il libro 
del signor HEssE. 

Non ci è possibile di offrire, coll’inabile nostra parola, un'immagine abbastanza 
esatta de’ singoli pregi di quest’ opera. Ci limiteremo a indicare per sommi capi le 
materie svolte ne’ vari capitoli, che l’autore chiama lezioni. 

Dopo ì preliminarî esposti nelle prime due lezioni, la ferza comprende le più essen- 
ziali proprietà armoniche ed involutorie di un sistema di piani: proprietà che l’autore 
trasporta ai circoli massimi di una sfera. Queste proprietà sono dimostrate con quel 
metodo sì semplice, già usato da PLùcKER e da altri, che consiste nel rappresentare 
il primo membro dell’equazione di un piano (il secondo essendo lo zero) con una sola 
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lettera e nel combinare le equazioni analoghe di più piani per via di somma o sottra- 
zione. Collo stesso metodo simbolico sono dimostrati nella quarta lezione parecchi ele- 
ganti teoremi relativi alle figure sferiche, e nominatamente all’esagono di PascaL. 

In quelle quattro lezioni l’autore non fa uso che delle ordinarie coordinate cartesiane 
ortogonali. Nella quinta lezione sono introdotte le coordinate planari e tangenziali, già 
inventate da CHAsLES e PLUCKER, e col mezzo di esse l’autore sviluppa, rispetto ad un 
sistema di punti nello spazio, le proprietà analoghe a quelle precedentemente esposte 
per un sistema di piani. 

Nella sesta lezione troviamo le coordinate omogenee, ossia quattro coordinate per 
rappresentare sì un punto che un piano, onde l’equazione di un luogo o di un invi- 
luppo, con tali coordinate, riesce omogenea. Il signor HESSE, co’ suoi scritti, ha molto 
contribuito a divulgare e rendere popolari queste coordinate omogenee, che alcuni te- 
naci del passato guardano con sospetto e disprezzo, e che pur giovano tanto alla sim- 
metria ed alla facilità del calcolo. Nelle successive lezioni, l’autore fa uso quasi esclu- 
sivamente di coordinate omogenee per rappresentare sì i punti che i piani. 

Affinchè i giovani suoi uditori o lettori non fossero costretti a cercare altrove quelle 
teorie analitiche sulle quali egli fonda i suoi metodi, l’autore ha consacrato la settima 
lezione all'esposizione de’ principali teoremi relativi ai determinanti, e l'ottava alle 
funzioni omogenee. 

Nelle lezioni successive s'incontrano le fondamentali proprietà delle superficie di 
second’ ordine; le relazioni fra le coordinate di un polo e quelle del piano polare, la 
doppia rappresentazione di una superficie di second’ordine come luogo di punti e come 
inviluppo di piani, il principio di reciprocità (teoria delle polari reciproche di PONCELET), 
le proprietà de’ coni e delle coniche considerati come caso particolare de’ luoghi e 
degl’ inviluppi di secondo grado, ecc. Le lezioni sedicesima e diciassettesima (come anche 
la ventiduesima), sono tra le più belle in questo libro che è tutto bello da capo a fondo. 
Vi si considerano i tetraedri polari relativi ad una o a due o a più superficie, di secondo 
grado; il lettore troverà qui dimostrati con ammirabile e luminosa spontaneità quei 
molti teoremi che già furono trovati dall’autore e pubblicati nel giornale di CRELLE. 

La ricerca del tetraedro polare comune a due superficie di second’ordine conduce, 
com'è noto, alla riduzione delle equazioni di queste superficie ai soli termini quadrati, 
mediante un solo sistema di sostituzioni lineari. Questo importante problema anali- 
tico, che già fu scopo alle ricerche di JAcoBI, di CAyLEY e di WEIERSTRASS, è trattato 
dal sig. Hesse, con evidente predilezione. La lezione diciottesima è consacrata alla 
trasformazione delle funzioni omogenee di un numero qualunque di variabili, ed invero: 
dapprima sono sviluppate le relazioni che sussistono fra i coefficienti delle sostituzioni 
lineari, in generale; poi seguono le proprietà di quelle sostituzioni lineari che ridu- 
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cono una funzione omogenea di secondo grado a contenere i soli quadrati; e da ultimo 
si determinano le sostituzioni lineari che trasformano simultaneamente due date fun- 
zioni quadratiche in altre due prive de’ termini rettangoli. 

La lezione decimanona tratta del problema generale della trasformazione delle 
coordinate tetraedriche, cioè delle coordinate, per le quali un punto o un piano è rife- 
rito ad un tetraedro fondamentale. Come caso particolare, se una faccia del tetraedro 
va a distanza infinita, si hanno le formole per passare da una ad un’altra terna di 
assi coordinati, siano essi rettangoli od obliqui. 

Il tetraedro polare comune ad una data superficie di second’ordine qualsivoglia e 
ad un’arbitraria superficie sferica concentrica alla prima, ha una faccia all’infinito e 
le altre tre ortogonali fra loro; onde la ricerca di quel tetraedro conduce agli assi 
principali della superficie data. Questa ricerca, con l’analoga relativa alle coniche, è 
eseguita in due diverse maniere nelle tre lezioni seguenti. La seconda maniera è so- 
pratutto notevole perchè somministra le coordinate ellittiche, ed è mirabile che l’autore 
deduca le formole differenziali per le coordinate ellittiche dalle equazioni in termini 
finiti fra le coordinate ordinarie, con semplice scambio di lettere. Il qual processo 
semplice e fecondo è compreso in un teorema assai generale, dato dal prof. CHELINI 
a pag. 70 della sua interessante memoria Sulluso simmetrico de’ principj relativi al 
metodo delle coordinate rettilinee *). 

Interessantissima è pur la ventesimaterza lezione che ha per oggetto le linee geo- 
detiche dell’ ellissoide. Nella lezione successiva si considerano le curve focali di una 
data superficie di second’ordine, come quelle coniche che fanno parte del sistema di 
superficie confocali alla data; in seguito si dimostra che quelle curve sono anche il 
luogo de’ vertici de’ coni rotondi circoscritti alla superficie medesima. 

Nella lezione ventesimasesta si stabiliscono le condizioni necessarie perchè una data 
equazione quadratica fra le coordinate rappresenti una superficie di rotazione. Tali 
condizioni, com'è noto, sono due: mentre, in generale, la condizione dell’eguaglianza 
di due radici in un'equazione algebrica è unica. Di qui un apparente paradosso, che 
l’autore scioglie mostrando, come aveva fatto KummMER, che il discriminante dell’equa- 
zione cubica relativa agli assi principali è la somma di sette quadrati. 

La lezione seguente contiene la determinazione degli assi principali della sezione 
fatta da un piano in una superficie di second’ordine e la ricerca, in due modi diversi, 
delle sezioni circolari della superficie medesima. Finalmente, le ultime tre lezioni trat- 
tano de’ raggi di curvatura delle sezioni piane, normali ed oblique, delle superficie in 
generale e delle loro linee di curvatura. 


*) Raccolta scientifica, Roma 1849, 


temente. 
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Concludendo, il libro del signor Hesse è un prezioso dono fatto ai cultori della 
geometria; esso fa nascere nel lettore un solo ma vivo desiderio, ed è che l'illustre 
geometra pubblichi presto un libro simile per le altre teorie, come quelle delle curve 
piane di terzo e quart’ordine, in cui egli ha già fatto sì mirabili scoperte. 

Felice la gioventà alemanna che è educata nelle matematiche da tali professori! 
E felici anche i giovani italiani, se fra noi si saprà trar profitto dello splendido lavoro 
del signor HEssE! 


Bologna, 10 febbraio 1862. 














> ? Sad a Pod si 
bi "n° - VARO] x Ci ù Bia 
fi Aerei 


«(sa 






TE ese ai SSL OE 
a i AI SSA ARC NERE Rs VI i 
\ CRIS di La NIE, Ar era dle 


LI 
x 
\ 
' 
) 
‘ 
SI ; 
x 
” 
% 
N 
' 
' 
i , 
i 
‘ 
m 
"i 
N 
a 
2 - 
ona 
’ 
; 
i 
i 
i 
Ù 
‘ 
d ‘ 
h à 
> 
7 
val , 
‘ 
4 
î ‘ 
i 
Ù 
J 
} 1 I ” 
z Î A 
; 
» 
Ù i] 
r 4 Po 
Ul Lù 
f LI 4 
R Ù : 
X \ i AD: 
Ù 





NOTE DEI REVISORI. 


[i] Pag. 1. L'argomento di questa Nota viene ripreso con maggiore generalità in un lavoro 
successivo (Queste Opere, n. 21), dove l’Autore, avendo avvertito (come appunto ne fa cenno 
in questo lavoro) un errore a cui l'aveva condotto un calcolo appoggiato ad una considera- 
zione non giusta, sopprime le cose errate e riproduce soltanto risultati esatti della Nota in- 
sieme ad altri nuovi. 


E parso quindi opportuno di accogliere in questa edizione delle Opere soltanto la prima 
parte della Nota, che rimane libera dalla critica. 


n(n—-1) 


[}] Pag. 5. Nell’originale l’esponente qui e nella riga precedente era invece scritto 9 


[|] Pag. 6 e 7. Aggiungasi: « intera ». 


[i] Pag. 8. In questa formola e in altre successive furono corretti alcuni errori di segno 
dell’originale. 


|] Pag. 16. Nell’originale questa formola era scritta erroneamente così: c:y=—l:mv. 
La correzione è del CREMONA. 


|] Pag. 22. Per la validità dei risultati dei n.! 8-9 è essenziale l’ipotesi che le figure omo- 
grafiche considerate non siano affini. 


|") Pag. 27, 29, 32 e 33. Le questioni di cui si tratta nelle Memorie 4,5, 6,7, questioni poste 
rispettivamente nel tomo XV, p. 154; t. XV, p. 383; t. XVI, p. 126; t. XVI, p. 127 della rac- 
colta citata, sono le seguenti: 

321. Dans un hexagone gauche ayant les còtés opposés égaux et paralléles, les milieux 
des còtés sont dans un méme plan. 

322. Dans un polygone gauche d’un nombre pair de còtés, ayant les còtés opposés égaux 
et parallèles, les droites qui joignent les sommets opposés et celles qui joignent les milieux 
des còtés opposés passent par un seul et méèéme point. 

344. Un point fixe O est donné dans un angle plan de sommet A; par O on mène une 
transversale rencontrant les còtés de l’angle en B et C; s et s, étant les aires des triangles 
OBA, OCA, la somme Da > est constante, de quelque manière qu’on mène la transversale 


1 
(MANNHEIM). 
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368. p,g,r sont trois fonctions entières linéaires en x et y; p=0, gq=0, r=0 sont les 
équations respectives des còtés AB, BC, CA d’un triangle ABC; p—q=0, g—r=0, r—p=0 
sont donc les équations de trois droites passant respectivement par les sommets B, C, A, et 
se rencontrant an mème point D; soient «,f,{ les points où AD rencontre BC, où BD 
rencontre. CA, où CD rencontre AB. Trouver en foncetion de p, 9g, 7 l’équation de la conique 
qui touche les còtés du triangle en «, fi, {. 

369. Mémes données que dans la question précédente..Il s'agit de mener deux droites R, S 
rencontrant AB aux points r,, s), BC aux points 7), s3, CA aux points 74, 83, de telle sorte que 
les trois systèmes de cinq points 7),8,, A, B; 73; 80) B, 4, C; 73, 83, C, p, A soienten involu- 
tion, 2, f, { étant des points doubles. Trouver en fonction de p, 9g, 7 les équations des droites R, S. 


[3] Pag. 35. È noto che i Beitrige zur Geometrie der Lage comprendono tre fascicoli; la 
precedente Rivista bibliografica si riferisce ai primi due. 


[9] Pag. 41. Le forme di rette qui indicate col nome di « fasci » si sogliono chiamare oggi 
« stelle ». In due stelle omografiche due raggi corrispondenti non stanno però, in generale, 
in uno stesso piano. — Anche in seguito la parola «fascio» (di rette) è usata per indicare 
figure (cono, rigata) che oggi si designano con altri nomi. 


['°] Pag. 44. La parola «contiene» è una correzione manoscritta del CREMONA. Il luogo 
di cui trattasi è una superficie di quart’ordine avente i sei punti dati come doppi, e passante 
per la cubica gobba da questi individuata. 


[4] Pag. 44. Nei n.i 8-10, in conformità di indicazioni manoscritte del CREMONA, si sono cam- 
biati i segni delle quantità y, z (e, per conseguenza, di m, n) allo scopo di rendere simmetriche 
le formole. Altrettanto dicasi del segno di y (e di w) ai n.' 11-12. Si è pure tenuto conto di 
alcune aggiunte manoscritte del CREMONA, dirette a mettere in rilievo quella simmetria. 


[42] Pag. 49. Enunciato corretto a mano del CREMONA. 
[48] Pag. 51. Se la retta data si appoggia alla cubica in un punto ed inoltre giace nel piano 
osculatore in questo punto, essa incontra una sola tangente oltre quella che passa per quel 


punto (Osservazione manoscritta del CREMONA). 


[H] Pag. 61. I primi membri di questa equazione e della seguente furono qui corretti in 
conformità di un'indicazione del CREMONA. 


[15] Pag. 68. In luogo di «linea di stringimento » si legga «linea doppia». 


[49] Pag. 69. A questo punto furono soppresse due linee e mezzo di stampa, cancellate dal 
CREMONA. 


[°] Pag. 69. Si sopprimono sei linee, costituenti una « Osservazione» della quale si è già 
tenuto conto nella redazione dei n.i 8-10. Cfr. [1!]. 


pr 
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[18] Pag. 72. I secondi membri di queste tre equazioni sono qui corretti, secondo un’in- 


dicazione manoscritta del Cremona. 


[!9] Pag. 103. Questa equazione, la successiva ed un’altra in seguito (rappresentante un’el- 
lisse o un’iperbole) furono corrette secondo l’ Errata-corrige pubblicato negli stessi Annali a 
pag. 384 del tomo III (1860). 


[2°] Pag. 108. L’enunciato della questione è riprodotto nel testo, dal tomo XVII, p. 186, 
dei Nouv. Annales. 


[21] Pag. 112, 114, 116 e 125.Le questioni a cui si riferiscono le Memorie 14, 15, 16, 17 sono 
enunciate come segue, nei Nouv. Annales, tomi XVIII p. 117, XVIII p. 444, e XIX p. 43: 
464. Démontrer que l’équation de la sphère circonscrite à un tétraèdre est 


«,8,],ò sont les premiers membres des équations des faces mises sous la forme 
x cosa + y cosa' + z cosa" — p=0, 


(1, ò) représente l’angle que fait la face | avec la face è, (2, f]) V’angle que fait l’intersection 


des faces « et { avec l’intersection des faces f et |. (PROUHET). 
465. 
d at+ò ... 0+(n-2)dò a+(n_-1)d 
a+ d 1425... a+(n_-1)d a 





RISO] SACRE DOO a e a 
— 9 ni 


a+ (n_-1)d a ... at+b(n_-3)dò d+4(n_-2)d 
Si l’on fait 


on retombe sur la question 432 (tome XVII p. 185). 

494. Soient ABC, abe deux triangles dans le mèémé plan; q est un point variable, tel que 
les droites ga, qb, ge coupent respectivement les còtés BC, AC, AB en trois points qui sont 
en ligne droite: le lieu du point 9 est une ligne du troisième ordre. 

498. On donne: 1.° une droite fixe; 2.° un point B sur cette droite; 3.° un point fixe A. 
Trouver une courbe telle, qu’ en menant par un point quelconque pris sur cette courbe une 
tangente, et par le point A une parallèle à cette tangente, ces deux droites interceptent sur 
la droite fixe deux segments, comptés du point B, tels que la somme des carrés de ces segments 
soit égale à un carré donné K?. 

Mémes données, mais prenant la différence des carrés, ou bien le produit des segments, 
ou bien la somme des inverses des segments égale è une constante donnée. 
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499. Soient: 1.° A, B, C, D quatre droites dans un méme plan, et m, 0, L, s quatre 
points fixes dans ce plan; par #2 menons une droite quelconque coupant C et D aux points 
c et d; par c et 0 menons la droite co coupant A et B aux points a et d; par a et  menons 
la droite al et par c et s la droite cs; l’intersection p des droites al et es décrit une ligne du 
troisième ordre. 

2.° Soit un quadrilatère plan variable ABCD ; 0, p, 9, ” quatre points fixes; o sur AB, p 
sur BC, g sur CD, r sur DA. Les sommets opposés A et C sont sur deux droites fixes don- 
nées dans le plan du quadrilatère; les sommets opposés B, D décrivent des lignes du troisième 





ordre. 
La —1 ì 
[22] Pag. 115. Qui si è corretto l’ esponente di (— 1), che nell’originale era È i Così 
1 2 — l 
poi, alla fine, stava per esponente ni mentre dev'essere Ata Cfr. la nota|?|. 


[2] Pag. 116. Sopra una sfera, il cui centro è qui implicitamente supposto nell'origine delle 
coordinate, i rapporti x: y: 2 non individuano un punto, ma una coppia di punti diametralmente 
opposti. Si deve in conseguenza fare qualche modificazione alle affermazioni del testo. Per es. 
i centri di una conica sferica (n.° 2) sono seî, e non tre. Così la conica sferica rappresentata 
dall’equazione (2) si spezza (per valori generici di )) in due cerchi minori; il cono che proietta 
questi dal centro è bensì bitangente al circolo imaginario all'infinito, ma i due punti di con- 
tatto sono doppî per la detta conica. 


[|] Pag. 123. Nell’omografia qui considerata tra i due fasci di coniche proposti la conica K, 
ad essi comune, è omologa di sè stessa. Senza questa condizione, qui non esplicitamente enun- 
ciata, la proposizione cesserebbe di esser valida. La stessa condizione deve pure sottintendersi 
nella proposizione inversa (p. 124). 


[28] Pag. 128. Questo piano è determinato dall’altra condizione, già indicata dianzi, di esser 
parallelo alle generatrici dell’ unico cilindro di 2° ordine passante per la cubica. 


[26] Pag. 139. Qui è stata soppressa la parola «ortogonali» e corrispondentemente, tanto 
alla fine del n. 2, quanto nel secondo capoverso del n. 7, alla parola «quadrato » si è sosti- 
tuita la parola «rettangolo ». 


[®] Pag. 141. In questo numero è stata soppressa la prima proposizione, cioè sono state 
omesse circa due linee di stampa cancellate dal Cremona e sono state introdotte, nella terza pro- 
posizione, le correzioni pure’del Cremona, relative all'indicazione di due angoli e di due rette. 

[28] Pag. 226. Questo sistema %! di rigate cubiche non è un fascio (nel senso che comune- 

. LI > . n . . . . . 
mente si dà a tale parola), bensì una schiera. E fascio invece il sistema duale considerato al n. 6. 


[2°] Pag. 228. Queste corrispondenze non sono proiettive; sono invece corrispondenze (1, 2). 


[39] Pag. 229. La parola «une» è correzione manoscritta del CREMONA (invece di «la »). 
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Inoltre l’A., evidentemente, intende riferirsi a una cubica che non soltanto si appoggi alle 
cinque rette date, ma abbia queste come corde. Il problema è indeterminato; e la cubica ch’ egli 
costruisce è soltanto una fra le x? che soddisfanno alle condizioni suddette. 


134] Pag. 235. L’A., evidentemente, si riferisce a una posizione determinata non solo del ci- 
lindro parabolico, ma anche dei singoli versi sulle sue generatrici. Per la curva di cui qui 
sono scritte le equazioni, il primo dei due rami considerati si estende all’infinito da ambo le 
parti nel senso delle x positive. 


[3*] Pag. 241. Cfr. nota [4°]. 
[33] Pag. 242. Aggiungasi: « e complanari ». 


[35] Pag. 279. Negli estratti di questo lavoro era aggiunto: « Memoria . .. letta ai 7 di marzo 
1861 davanti all'Accademia delle Scienze dell'Istituto di Bologna ». Nei Rendiconti di quel- 
l'Accademia pel 1860-1861, a pag. 58-63, è esposto un breve sunto della Memoria, cogli enunciati 
dei principali risultati, senza le dimostrazioni. 


[35] Pag. 290. La Memoria del DE JoxnQuIÈRES a cui qui si allude è la Geéenéralisation de 
la théorie de l’involution (Annali di Matematica, t. II, pp. 86-94). 


[36] Pag. 291. Nell’originale stava «retta doppia» invece che «conica doppia». La corre- 
zione è di CREMONA. - 

[*?] Pag. 292. L'affermazione è in parte inesatta: se R è doppia o tripla, vi è una curva 
doppia residua, rispettivamente del quinto o del terzo ordine, che taglia R in due punti. 


[3] Pag. 297. Le parole «cambiate di segno» mancano nel testo del CREMONA. 


[39] Pag. 302. Qui, seguendo un’altra correzione manoscritta dell’ Autore, s'è scritto « tan- 
genti alla curva D» invece che «osculatori», com'era nell’originale; e anche nel ragiona- 
mento precedente si è mutata una parola e si sono scambiate due lettere. 


[4°] Pag. 317. Questa Memoria, secondo l'indicazione che è a pag. 314, fu presentata all’ Ac- 
cademia di Bologna nella sessione ordinaria del 19 dicembre 1861. Giova riferire testualmente 
la relazione di detta sessione (Rendiconto della citata Accademia, Anno 1861-62, pp. 30-31): 


«Il Ch. Prof. L. Cremona legge un sunto d’una sua Memoria sulla Teoria generale 
delle curve piane. 

« Il tomo 47.° del giornale matematico di Crelle (Berlino 1853) contiene fra l’ altre una 
Memoria di sei pagine del celebre STEINER, intitolata: Allgemeine Eigenschaften der alge- 
braischen Curven, nella quale sono enunciati senza dimostrazione molti importanti teoremi re- 
lativi alle curve algebriche. Recentemente una parte di questi teoremi fu dimostrata dal sig. 
CLeBscH di Carlsruhe, che, a tal uopo, si è servito dell’analisi più elevata e della nuovissima 
dottrina de’ covarianti. 


Cremona, tomo I. 31 
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« Il prof. CREMONA, persuaso che le scoperte dello STEINER sono dovute a metodi pura- 
mente geometrici, ha desiderato di trovare le dimostrazioni taciute dall’ illustre autore. Mirando 
a tale scopo, gli venne fatto di formare un'estesa teoria geometrica delle curve piane, la quale 
comprende in sè i risultati. pubblicati dai Signori STEINER, HESSE, CLEBSCH, ecc. ed altri af- 
fatto nuovi. Tale teoria riducesi in sostanza ad un ampio sviluppo della teorica delle polari, 
che l’autore fonda sulle proprietà armoniche di un sistema di punti in linea retta, e sul prin- 
cipio di corrispondenza anarmonica; ed è svolta con metodo semplice ed uniforme. Essa con- 
duce alle più interessanti e generali proprietà delle curve, che, altrimenti trattate, richiede- 
rebbero i più sottili e perfetti artifizj dell'analisi algebrica; ed applicata alle curve del 3.° e 4.° 
ordine somministra in modo affatto spontaneo i teoremi già ottenuti da CAYLEY, HESSE, ecc. ». 


La Memoria è stata tradotta in tedesco da M. CurTZE nel volume intitolato: Hinleitung 
in eine geometrische Theorie der ebenen Curven (v. queste Opere, n. 61), volume che in seguito 
si citerà brevemente con Finleitung. La traduzione è letterale, fatta astrazione da alcune ag- 
giunte o correzioni, delle quali si terrà conto, o nel testo, o in queste note, con apposite av- 
vertenze: rinviando solo le aggiunte più lunghe al detto n. 61. — La numerazione dei vari 
articoli, o numeri, è la stessa nella Einleitung come nell’originale. 

In questa ristampa abbiam profittato di un esemplare dell’ Introduzione [esemplare che 
citeremo con (A)], sul quale il CREMONA aveva scritto a mano parecchie addizioni o varianti. 
Le aggiunte, che così si sono introdotte, quando non sia detto espressamente, si riconoscono 
(come già fu avvertito nella Prefazione) dall’essere racchiuse fra ) |. 

Nell'ultima pagina della Memoria originale, dopo un’ « errata-corrige » (di cui il CREMONA 
dice che è dovuto alla cortesia del suo egregio amico E. BELTRAMI), stavano pure due brevi 
aggiunte. La 1.* di queste è la citazione del BATTAGLINI in nota al n. 7. La 2.8 sarà qui messa 
in nota al n. 49, ed è data dall’Autore come relativa a quel numero e al n. 21. 


[#1] Pag. 325. Anche nel seguito la parola «stella» è sempre usata nel senso di « fascio 
di rette », a differenza del significato che ora le si dà comunemente. 


[42] Pag. 325. Questa definizione è insufficiente per gli scopi a cui poi la si applica. Occor- 
rerebbe aggiungere, ad esempio, la condizione dell’a/gedricità della relazione (Cfr. C. F. GEISER, 
Sopra un teorema fondamentale della Geometria. Annali di matematica, 2.? serie, vol. 4, 1870-71, 
pag. 25-30). Così in seguito (nn. 8, 36, 46, ecc.) accade ripetutamente che dalla sola biuni- 


vocità di una corrispondenza si conchiuda che questa è rappresentabile con un’equazione bi- 
lineare. 


[#8] Pag. 335. In un esemplare dell’edizione tedesca (Finleitung), sul quale VA. fece segni 
in margine, probabilmente per servirsene in una ristampa, tutto il seguito di questo n. 19 
è segnato come cosa da sopprimere. 


[4] Pag. 336. V.la fine di [‘°] e la nota a pie’ di pagina al n. 49. 
[$] Pag. 342. Cfr. la nota alla fine del n. 23. 


[#6] Pag. 347. Qui, in nota ad (A), l'Autore scriveva: « A questa dimostrazione si sostituisca 


» 
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una delle due date da CHasLEs, fondate sul principio di corrispondenza (Comptes rendus, 
30 sept. 1872, 20 janv. 1873). » 


[7] Pag. 347. Le parole seguenti non s’intendano nel senso che, solo allora il numero 
delle intersezioni riunite in a possa divenir più grande. — L'esempio addotto, due righe dopo, 
è errato. Il punto a non equivarrebbe ad (7° 1) intersezioni, ma in generale solo a r'(r-+1)+1. 
Il sistema di r curve K di second’ordine..., che poi si assume, dà luogo ad una particolarità 
(due punti r—pli successivi) maggiore di quella del detto esempio. 


[#8] Pag. 349. Qui, e nel seguito, si deve sempre sottintendere che le serie di curve di cui 
si parla, e così le condizioni a cui le curve si assoggettano, siano algebriche. 


[‘9] Pag. 349. A questo punto, nella traduzione tedesca (Einleitung, pag. 48-49), è aggiunto 
quanto segue: 


In einer Reihe von Curven n—ter Ordnung kann man jede einzelne als von dem 
Werte einer bestimmten variablen Gròsze abhàngig betrachten, wie etwa, um ein 
Beispiel anzufiihren, von dem Producte der anharmonischen Verhàltnisze 


(abca).(abcr)....(abca,), 


worin a,d,c drei gegebene Puncte in gerader Linie bedeuten, und x,,%,,...,%, die 
Puncte sind, in denen diese Gerade die Curve schneidet. 

Dieser Gròsze, deren verschiedene Werte zur Bestimmung der verschiedenen Curven 
ein und derselben Reihe dienen, pflegt man den Namen Parameter zu geben. 

Hingt die Curve von irrationalen Functionen des Parameters ab, so werden die 
verschiedenen Werte dieser Functionen, es seien 7, ebenso viele Curven bestimmen, 
welche alle ein und demselben Werte des Parameters entsprechen. Die Gruppe dieser 7 
Curven kann als ein Ort der rn—ten Ordnung betrachtet werden, und die gegebene 
Reihe als eine solche von der rm—ten Ordnung, in welcher jeder Wert des Parameters 
nur eine einzige Curve individualisiert. Eine solche Reihe kann man zxusammengesetat 
nennen mit Riicksicht auf die Curven n—ter Ordnung, und einfach in Bezug auf die 
Gruppen oder Curven der 7». —ten Ordnung. Daher.ist klar, dasz der Fall einer zusam- 
mengesetzten Reihe, aus diesem Gesichtspuncte aufgefaszt, auf den der einfachen Reihen 
zurùckgefilhrt werden kann. Wir werden im Folgenden daher nur von letzteren reden, 
gleichgiiltig ob die Elemente derselben einfache Curven oder Gruppen von Curven sind. 


[9°] Pag. 354. La citazione « pag. 291» riguarda una dimostrazione di CARNOT, che non ha 
alcun fondamento. Vale invece la dimostrazione contenuta nell’altro passo citato (n. 378). 


[51] Pag. 358. Qui, in margine ad (A), sono aggiunte le parole: « se sono in numero ce! ». 
Accade in questo, come in altri luoghi della presente Memoria, che la locuzione « punti dati, 
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o presi, ad arbitrio » vada intesa nel senso di « punti generici », cioè « escluse talune posizioni 
eccezionali ». 


3 
[2] Pag. 359. Questo fatto non si può asserire senza riserve: perchè gli SALI —1 punti, 


essendo stati presi sulle due curve date, di ordini p, g, non sono « punti presi ad arditrio » nel 
senso della proposizione del n. 41 qui invocata. Effettivamente il teorema di PLI/CKER, a cui 
poi si giunge, esigerebbe qualche restrizione (cfr. nota seguente); e così pure i corollari che 
se ne traggono in questo n. 43 e nel n. 44. 


53] Pag. 360. Qui, in (A), si aggiunge: «se in numero ce' ». Cfr. le due note precedenti. 
8 gglung 


[i] Pag. 360. Anche qui occorrono restrizioni. La dimostrazione che segue esige, fra altro, 


. (n_-m)(n_-m+3 
Regie) 
per descrivere C,-, (irriducibile). Così per n=3, m=2,p=1 il teorema non vale. — È vera 


però, senza riserve, la proposizione così modificata (che occorre nel seguito): Date due curve 
Cn, Cp che si taglino in mp punti, se per questi passa una C,, ove 2>p, essa taglia ulte- 
riormente C,, in m (n—p) punti situati sopra una curva d’ordine n—p. 


punti 





che sia 7 <m-+p: se no, non si posson prendere (n. 42) su C, 





[5] Pag. 361. Questo teorema vale solo (come già diceva il CAvYLEy) colla condizione 
n=m-|p—3. Anzi, esso va modificato così: fra le mp intersezioni di due curve d’ordini m, p 
(m4p_n—1) (m+p_n—2) 

57- 


i 





se ne posson trovare mp — tali che qualunque curva d’ordine 


n=m+p—3 descritta per essi passa anche ecc. ecc. 


[6] Pag. 364. Per poter conchiudere che si ha un’involuzione non basterebbe quel carat- 
tere: occorrerebbe anche invocare, per esempio, l’algebricità. Cfr. nota [#*]. 


[57] Pag. 366. Si aggiunga all’una o l’altra ipotesi anche il caso s=s". 


[58] Pag. 366. La determinazione delle due tangenti in 0 a C,+w è fatta nel 1.° articolo 
n. 4) della Memoria n. 53 « Sopra alcune questioni nella teoria delle curve piane » . 
Ja, q P 


[9] Pag. 367. La dimostrazione di questo fatto viene, nel seguito, scomposta in due parti 
(nn. 54 e 55). 

Nel n. 54 si fa vedere, che, se una C,+, contiene n? punti formanti la base d’un fascio 
d’ordine n, essa può esser generata con due fasci projettivi degli ordini n, n’. Ciò è vero; ma il 
ragionamento si serve ripetutamente, per curve d’ordine n-+7', del teorema del n. 41 (al quale si 
riferiva la nota [?]), in casi che si prestano a riserve simili a quelle che abbiam fatto in [?]. 

Quanto all'esistenza su ogni C,4, di gruppi di n° punti base per fasci d’ordine 7, essa 
è poi provata nel n. 55, ma con solo conto di costanti: metodo che, in problemi di questa 
natura, non serve. 

Ciò nondimeno il fatto essenziale è esatto. Cfr. C. KUPPER, Projective Erzeugung der 
Curven mie Ordnung (Mathematische Annalen, t. 48, 1897, pag. 401). 
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[9°] Pag. 368. Qui, in (A) sta scritto: « perchè, essendo n>»', due curve d’ordine n’ non 
potrebbero avere nn' (> n?) punti comuni ». 


[54] Pag. 370. }I due numeri coincidono per n=n'+1 e per n=»'+2; dunque possiamo 
prendere l’uno o l’altro, secondo che r > »', oppure n = n°. Nel 2.° caso, aggiungendo ai 3n—2 


(-n+1) (n-n+42) 


) 
(n'-n°+3 (n'4n)—2 

9 3 
Dunque è questo, in ogni caso, il numero dei punti che si possono prendere ad arbitrio per 
costituire le due basi. } 

Grazie a quest'aggiunta [di (A)] il CREMONA poteva, nel successivo n. 56, dopo il primo 
calcolo che conduce al numero »7'—1 (quello fatto per n >r'+2: ipotesi che ora vi si può 
sopprimere), indicare [ancora in (A)] come da cancellare i periodi seguenti, passandosi subito 
alla conclusione di quel n. 56. 


unti, che si possono prendere ad arbitrio nella base del 1.° fascio, eli 
p ) » 8 





punti che (54, a) sono arbitrari nella base del 2°, si ha ancora il numero 





[92] Pag. 377. Qui, in (A), l’Autore segnava il problema: « Date 5 intersezioni di una cubica 
e di una conica, trovare la 6.% »; e citava: PONCELET, Applications d’analyse et de géométrie, 
t. 2, pag. 109. 


[58] Pag. 380. Si è corretto « polare (s)m4 », in « polare d’ordine s ». 


[5] Pag. 380. Si sostituisca questo ragionamento insufficiente con quello contenuto nei 
nn. 5-7 della Memoria 53, già citata in [8]. 


[65] Pag. 382. Applicando il n. 20, ossia la parte (a) dell’attuale n. 73, che il CREMONA 
contava (in una nuova edizione) di anticipare, ponendola subito dopo il n. 68. 


[56] Pag. 382. Il ragionamento precedente, fra ||, riportato da (A) (ove l'Autore l’aveva 
inserito per riempire una lacuna della Memoria originale), ha anche assegnato, alla fine, le 
tangenti nel punto (r—s)r! a quella polare (s)», anticipando così la proposizione che, per 
s=1, si troverà in principio del n. 74. 


[9°] Pag. 384. | Più generalmente: il punto, in cui la retta polare di o rispetto ad » delle n 
rette incontra la retta polare relativa alle altre n —r, giace nella retta polare di o rispetto 
alle n rette. BELTRAMI, Intorno alle coniche dei nove punti ecc., [1863. V. Opere matematiche 
di E. BELTRAMI, t. I, p. 45].} 


[68] Pag. 388. Nell’originale, invece di questo numero, stava scritto (n—1)—(r-1)—(s—1); 
e quindi nella riga seguente stava n—(r+s—1). La correzione è stata indicata dallo stesso 
CREMONA nell’elenco dei «Druckfehler » alla fine della Einleitung, e nel $ 2.° della Rivista 
bibliografica: Sulla teoria delle coniche. (Queste Opere, n. 52) — Pare che in una nuova edi- 
zione l’Autore avrebbe soppressa questa parte (c) del n. 81. 


[6°] Pag. 388. Qui vale quella stessa osservazione che, pel n. 7, s'è fatta nella nota [*?]. 
Bisogna aggiungere, ad esempio, la condizione che la legge data sia algebrica. 
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[?°| Pag. 389. Nella traduzione tedesca (Einleitung, pag. 117), è detto invece che quel luogo 
è «im Allgemeinen hòchstens von der (Mn+Nm)—ten Ordnung ». E subito dopo è aggiunto: 


Wir sagen « Im Allgemeinen hòchstens» weil verschiedene Umstaànde die Ordnung 
der resultierenden Curve erniedrigen kinnen. Z. B., wenn die beiden Reihen s7nguldre 
correspondierende Elementepaare enthalten. Die Gròsze Mr Nm musz man also vielmehr 
als eine obere Grenze betrachten, wie als eine absolute Zahl. Im Folgenden Nr. 111 dis 
werden wir hierzu in der Theorie der Kegelschnitte bemerkenswerte Beispiele betrachten. 


(Il n. 111 dis accennato è dato, per la parte a cui qui si allude, nella Memoria 47 di queste 
Opere). Vi è inoltre, a questo punto della Einleitung, la citazione a piè di pagina: 


« Man sehe auch einen Brief Joxqurkres' an den Verfaszer im Giornale di Matema- 
tiche ad uso ete., Napoli 1863 [t. 1.9], p. 128, sowie Bemerkungen iiber Curvenreihen 
von beliebigem Index von G. Barraeuini (Grunerts Archiv t. 41, Heft 1, S. 26) [= Sudle 
serie di curve d’indice qualunque, Rendiconti Accademia delle scienze di Napoli, t. 2, 18683, 
p. 149). 

La stessa modificazione (ripudiata poi, come diremo subito, dal CREMONA), consistente 
nell’aggiunta delle parole « im Allgemeinen hochstens », è fatta nella Einleitung, a quegli 
enunciati dei successivi nn. 85, 86, 87, che assegnano numeri (specialmente ordini di luoghi) 
relativi a serie di curve d’indice N. — Questi cambiamenti son rilevati in modo particolare 
nella prefazione di M. Curtze alla Einleitung. 

La lettera del Da JONQUIÈRES, a cui si riferisce la citazione a piè di pagina testè riportata, 
è data nel Giornale, sotto il titolo « Corrispondenza », preceduta dalle parole: « Il Prof. CREMONA 
ci prega di pubblicare la seguente lettera, a lui diretta dal chiarissimo sig. DE JONQUIÈKES ». 
In essa questo geometra dice che i teoremi sui sistemi di curve d’indice N da lui publicati 
nella Memoria del 1861 (citata in questa Introduzione, n. 34, ecc.)« Théorèmes genéraur ete. » 
sono enunciati in termini troppo assoluti, danno solo dei limiti superiori peri numeri di cui si 
tratta. «Il faut donc ajouter à la plupart de ces théorèmes ces mots: en genéral et au plus ». — 
Alla lettera il CREMONA fa seguire questa sua avvertenza: 


Non potendo ora occuparmi dell’argomento, colla pubblicazione di questa lettera 
dell’esimio geometra francese, intendo anche di mettere in guardia i giovani lettori della 
mia Introduzione contro le magagne dei teoremi che concernono le serie di curve 
d’indice qualsivoglia. (Bologna, 16 aprile 1863). 


Com'è esposto più diffusamente nell’articolo di C. Sere, Intorno alla storia del principio 
di corrispondenza e dei sistemi di curve (Bibliotheca mathematica, 2.2 serie, t. 6, 1892, pag. 33), 
i dubbi del De JoNQUIÈRES, accolti provvisoriamente dal CREMONA, erano derivati da qualche 
osservazione fatta a quello scienziato dallo CHASLES} e dipendevano da ciò che il metodo di 
dimostrazione del De JonquUIÈRES (adottato pure dal CREMONA in questo n. 83 e nel seguito), 
ossia l’uso del principio di corrispondenza (come poi fu chiamato dallo CHASLES), era basato 
sulla considerazione del grado di un’equazione, (così, nel teorema generale del n. 83 da cui 
abbiam preso le mosse, si aveva*un’equazione del grado Mn+Nm): e CHAsLES obiettava che 
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quel grado potrebbe abbassarsi. — Ma presto CREMONA riesciva a togliere quest’obiezione, ed 

a ridare con ciò il loro primitivo valore ai teoremi sui sistemi di curve. In una lettera al DE 

JONQUIÈRES, datata « Bolo®ne, 29 Janvier 1864 », (che fu poi parzialmente publicata a p. 14-16 
) gene, ) pol p p p 


x 


di un opuscolo litografato « Documents relatifs à une revendication de priorité et Réponse à 
quelques critigues nouvelles de M. Chasles, par M. E. De JonquibRES, Paris le 4 Février 1867»), 
egli così si esprimeva: 

.... Je vous serai fort obligé d’avoir la patience de lire ces lignes, et de me commu- 
niquer votre sentiment à ce propos. 

Pardonnez-moi si jose prendre, devant vous, la défense de vos théorèmes, mais je 
ne cherche qu’à ètre convaincu et à séparer la vérité de l’erreur. Si l’objection coritenue 
dans votre dernière lettre est la seule qu'on puisse élever contre vos théorèmes, je ne vois 
pas pourquoi l’on doute de leur exactitude ou de la solidité de leur démonstration. 


[Qui De JonquIÈRES avverte: « Il rappelle ensuite les éléments de la question, où il s'agit 
de prouver que les courbes correspondantes de deux séries projectives de degré m, n et d’indices 
M, N se coupent sur une courbe de degré mN-+nM, et il ajoute: »] 


Si l’on cherche l’ordre du lieu par la méthode dont vous et moi nous avons fait usage, 
il me parait 6vident que le terme KeN®, yM° ne pourra pas manquer, en général. S° il 
manquait, il faudrait supposer qu’à x= o corresponde [une ou] plusieurs fois y= 0%, 
et par conséquent ou la droite à l’infini ferait partie du lieu, ou la transversale sur laquelle 
on considère les points x et y rencontrerait le lieu à l’infini: deux hypothèses également 
inadmissibles en general... 

Certainement rien n’empèche de regarder le nombre obtenu comme une limite supé- 
rieure; mais je ne vois pas qu’il soit inexact, de l’énoncer mème comme un nombre 
absolu. C’est ce qui arrive dans presque toutes les questions de géométrie où il s’agit de 
l’ordre ou de la classe d’une courbe ou d’une surface, y compris le cas des faisceaux ou 
des séries de droites.... 

Je vous prie vivement d’accueillir avec indulgence ces idées et de les combattre si 
elles ne vous semblent pas justes. J’ aspire uniquement à ètre convaincu de mon erreur. 
Je vous prie de me dire sì vous et M. C®asLes avez d’autres raisons pour douter de la 
rigueur de ces démonstrations, et principalement de me dire pourquoi notre grand maître, 
M. CÒÙastes, doute absolument de l’exactitude des théorèmes dont il s’agit. Je suis dans la 
plus grande perplexité; je doute de moi-mème; je me confie en vous pour ètre rassuré 
ou détrompé.... 

Priez M. Crastes d’agréer mes civilités, et engagez-le à pousser l’impression de ses 
coniques, et à publier ses autres mémoires sur la théorie générale des courbes, dont vous 
m’avez inspiré la plus grande curiosité. 


Il DE JoNQUIERES accolse le idee del CREMONA, e nel Journal de mathém., 2.° série, t. 10 
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(1865) p. 412, ritirò le restrizioni che « dans un moment de précipitation » aveva creduto di dover 
aggiungere alla sua Memoria del 1861. 


[4] Pag. 390. Qui l’A. segnò in margine: « Questo teorema si concluda meglio dal n. 23 
e dal 49». 


[?2] Pag. 391. Questo ragionamento è imperfetto. Conviene, per ciò che occorre poi, modi- 
ficarlo nel modo seguente: 

Le prime polari rispetto a C, dei punti di una retta A passante per d hanno in d per 
tangente comune la retta A' armonica di A rispetto alle due tangenti T, U di C, in d (73); 
sicchè il punto successivo a d su A' ha come retta polare A. 

Si prenda ora come retta A successivamente ciascuna delle M tangenti in d alle M curve 
C,, della data serie, le quali passano per d. Costruendo le M rette armoniche di queste tangenti 
rispetto alla coppia TU, avremo M direzioni secondo cui il luogo K passa per d. 

K passa dunque per d con M rami, corrispondentemente alle M curve C,, passanti per d. 
Se T e U coincidono, per essere d punto stazionario di C,, coincideranno in T anche le M 
armoniche ora nominate, ossia le M tangenti in d a K. 

[?3| Pag. 391. La proposizione del n. 32, che qui s’invoca, non era esatta, come abbiam 
rilevato nella nota |[f]. Tuttavia il risultato a cui ora si giunge è vero. Infatti (v. la fine 
dell'ultima nota) K passa pel punto stazionario d di C,, con M rami (completi), aventi tutti per 
tangente la tangente T di C,: laonde in d saranno riunite appunto 3 M intersezioni di K e C,,. 


[i] Pag. 393. Proposizioni più generali che quelle di questo n. 88, intorno all’influenza di 
particolari punti sul numero complessivo dei punti doppi delle curve di un fascio, si troveranno 
nei nn. 8-12 della Memoria 53. 


[5] Pag. 396. In un foglietto manoscritto del Cremona è detto di modificare la parte che 
segue nel testo, così: 

(b) Se i due fasci sono dello stesso ordine n, e se hanno una curva comune, questa farà 
parte dell’inviluppo dianzi ottenuto. Togliendo la curva comune, la quale, supposta priva di 
punti multipli, sarà della classe wm (m—1), rimane una curva della classe 4m?—4m—m (m—1) 
=3m(m_—1); cioè: 

Le tangenti comuni nei punti ove si toccano le curve di due fasci d’ordine m, aventi una 
curva comune, inviluppano una linea della classe 3m (m—-1). 

(ec) L'ipotesi precedente si verifica nel caso che i due fasci siano formati da prime polari 
relative ad una data curva fondamentale d’ordine », onde m=n—1. Allora: 

Le tangenti comuni ne’ punti di contatto ecc. ecc. [come nel testo]. 


[?] Pag. 397. Questa proposizione fondamentale non deriva così immediatamente dalla defi- 
nizione data della rete. 

In un foglietto manoscritto il CREMONA ha indicato di sostituire alla parte del n. 92 che 
giunge fino a questo punto la trattazione seguente: 

Abbiamo veduto |n. 41] che, se U,=0, U,=0 sono le equazioni di due curve dello stesso 
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ordine n, l'equazione .,U,+}Us=0 rappresenta un sistema semplicemente infinito (4) di 
curve dello stesso ordine n, individuate dagli co! valori del rapporto o parametro }, :%,. A questo 
sistema, caratterizzato dalla proprietà che per un punto arbitrario del piano passa una ed una 
sola curva, si è dato il nome di fascio. Siccome i valori del rapporto %, : /., si possono rappre- 
sentare coi punti di una retta (punteggiata) o coi raggi di un fascio, così le curve del fascio 
xU+XU,=0 si possono riferire univocamente agli elementi di una retta punteggiata o di 
un fascio di raggi (assumendo ad arbitrio tre coppie di elementi corrispondenti). 

Analogamente, se U,=0, U,=0, U,=0 sono le equazioni di tre curve d’ordine n non appar- 
tenenti ad uno stesso fascio, ossia linearmente indipendenti, l'equazione ,,U, + ,U,-+U,=0 
rappresenta un sistema doppiamente infinito (x*) di curve d'ordine n, determinate dagli o? 
valori dei due rapporti ),:4,:%,. A questo sistema, che è caratterizzato dalla proprietà che 
per due punti arbitrari passa una sola curva, ossia che per un punto arbitrario passano ce' 
curve formanti un fascio, si dà il nome di rete. Come i valori dei rapporti },:,:, si pos- 
sono rappresentare coi punti (o colle rette) di un piano, così le curve di una rete si pos- 
sono riferire univocamente ai punti (o alle rette) di un piano. Rappresentando per esempio le 
curve della rete coi punti del piano, i fasci di curve contenuti nella rete vengono ad essere 
rappresentati dalle rette del piano stesso. Perciò si vede subito che la rete contiene o? fasci; 
che due fasci della rete hanno una curva comune; e che una curva è comune a ce' fasci [della 
rete]. Una rete è determinata da tre curve (dello stesso ordine) non appartenenti ad uno stesso 
fascio, ovvero da due fasci (dello stesso ordine) aventi una curva comune. Tre curve non hanno, 
in generale, punti comuni; ma se tre curve determinanti una rete hanno punti comuni, essi 
sono comuni a tutte le curve della rete. 

In modo simigliante, l'equazione %,U, 43 U,+43U;+},U,=0 rappresenta un sistema 
triplamente infinito (x) di curve dello stesso ordine, corrispondenti agli 3 valori dei tre rap. 
porti \, :A,:,:À,, supposto che le quattro curve U,=0, U,=0, U,=0, U,=0 non appar- 
tengano ad una stessa rete. In questo sistema tutte le curve che passano per uno stesso punto 
arbitrario formano una rete; tutte quelle che passano per due punti arbitrari formano un fascio; 
e per tre punti quali si vogliano passa una sola curva del sistema. I valori dei rapporti 
i: 14), si possono rappresentare coi punti dello spazio a tre dimensioni; perciò le 003 
curve del sistema in discorso si possono far corrispondere univocamente ai punti dello spazio. 
I piani dello spazio rappresentano allora le reti contenute nel sistema; e le rette dello spazio 
ne rappresentano i fasci. Donde si trae subito che due reti (del sistema) hanno un fascio co- 
mune, che tre reti hanno una curva comune, che una rete ed un fascio hanno una curva co- 
mune, e che due fasci hanno una curva comune solamente quando sono contenuti in una 
stessa rete. PRoG 

Proseguendo si potrebbero considerare sistemi co, 0°... di curve d’ordine ». In gene- 
rale un sistema co” è rappresentato da un’ equazione X,U,+},U, +... +4,41Ur41=0, dove 
le... [manca il seguito). 


[??] Pag. 397. Questa denominazione l’ Autore voleva poi sostituita dovunque con Jacobiana 
della rete, pur conservando il nome Hessiana per la linea definita in (90, a). (Ciò s’ accorda 


colla designazione: Jacobiana di tre curve, introdotta al n. 93). 


[78] Pag. 397. Nell’originale, dopo la citazione (48), era detto: «ed una di queste ha per 
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tangente cuspidale la retta T». Invece quella curva del fascio che ha T per una tangente in 
a non sarà in generale una delle due curve che sono cuspidate in a. 
L'Autore, in (A), aveva cancellato quella frase ed anche la successiva, con cui finisce 


questo n. 92. 


[9] Pag. 401. Esistono alcuni fogli manoscritti del CreMmoNnA in cui si ricerca la moltipli- 
cità della Jacobiana di tre curve, in punti che presentano altri casi particolari. Sono però ab- 
bozzi, che non occorre publicare. Riproduciamo invece una parte di ciò che è scritto, in (A), 
accanto a questo n. 96: 

«Quando o sia un punto (r)r% per le tre curve C, C', C", la curva K' corrispondente ad una 
retta L ha in o un punto (2r— 1)», ed ivi ha per tangenti L ed i 2(r—1) raggi doppi del- 
l'’involuzione determinata dai due gruppi di tangenti in O alle curve C, C' (in virtù del n. 51). 
Analogamente per K"; quindi, siccome tutte le curve K', K" hanno in o un punto (2r — 1)», 
ed inoltre due curve corrispondenti K', K" hanno sempre una tangente comune L, così o sarà 
un punto (2(2r —1)+1)r0 per la curva complessiva generata dai fasci delle K', K". Ma di 
questa fa parte la 1.° polare di o rispetto a C, che ha in o un punto (r)r!; dunque la Jaco- 
biana avrà in o un punto multiplo secondo il numero 2(2r—1)+1—-r=3r-1. 

«Se una delle curve della rete, per esempio C", ha ino un punto (r+ 1)r, le tangenti di 
C" sono tutte tangenti anche della Jacobiana. Le altre 2(r —1) tangenti di questa sono i raggi 
della Jacobiana dei due gruppi di tangenti in o alle curve C, C. 

«Da ciò segue, nella teoria delle polari, che se la curva fondamentale ha un punto (r)r, 
la Hessiana ha ivi un punto (3r —4)»; le due curve hanno |[in esso] r tangenti comuni; perciò 
quel punto assorbe 3r(r —1) intersezioni ». 

Seguono altre considerazioni (incomplete) dirette a provare che in generale un punto (r)r 


con s tangenti riunite produce sul numero dei flessi, come (n. 74) sulla classe, la stessa dimi- 
r(r—1) 
2 








nuzione che produrrebbero —(s—1) nodi ed s—1 cuspidi. 


[3°] Pag. 401. Se non si aggiunge al testo originale la condizione che qui s'è messa fra [ |, 
la frase che vien dopo va modificata così: « la curva Hessiana della rete ha tre rami passanti per 
o, uno dei quali è ivi tangente alla retta T e gli altri due sono toccati dalle due curve della 
rete che hanno una cuspide in 0». Questa modificazione appunto si trova in (A). — Cfr. la 
nota [?8]. 


[31] Pag. 402. Cfr. la nota **) a piè di pag. 394. 


[8°] Pag. 404. Quest’osservazione, fra [ |, non stava nell'originale; ma è necessaria per 
poter poi applicare il n. (97, d). 


[33] Pag. 406. Qui l’A. continua, in margine ad (A) (cfr. la nota seguente): 
Ne segue che il numero delle curve di una rete d'ordine n—1, che toccano due curve 


x 


i cui ordini siano nm, m', e le classi M, M', è 
4d(n_-2)mm'+2(n—2)(mM'4+m'M)+MM'. 


[i] Pag. 406. In margine a queste due righe, l'Autore ha scritto a matita: no. 
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Certamente l’ asserzione contenuta nel testo è eccessiva, poichè una rete qualsivoglia di 
curve non è in generale un sistema di prime polari. Ma finchè si tratta di problemi numerativi, 
determinati, su reti di curve, la sostituzione di queste con reti di prime polari si può riguar- 
dare come un’ applicazione del principio della conservazione del numero. Essa è fatta, non solo 
qui in (103b), ma anche nel seguito, come nei n.' 119, 120, 121. — Cfr. la giustificazione, che 
poi ne è data al n. 17 della Memoria 83. 


[35] Pag. 411. }I punti comuni alle due curve d'ordine m ed m7(n —2) sono le 3m (n—2) 
intersezioni della prima curva coll’Hessiana [di C,,], ed i punti [le coppie di punti distinti) di 
quella stessa prima curva che sono poli delle tangenti doppie della curva K (103). | 


[8] Pag. 415. Qui, nella £in/eitung, è posta a piè di pag. la nota seguente: 


Fallen die Puncte a, 6, cy d paarweise zusammen, das heiszt, beriihren sich die 
Kegelschnitte des Bischels in zwei Puncten a und ec, so reducieren sich die beiden Paare 
von Gegenseiten des Vierecks auf die Berùhrungssehne ac, als das System zweier zusam- 
menfallender Geraden betrachtet. Das dritte Paar Gegenseiten wird durch die den beiden 
gegebenen Kegelschnitten gemeinschaftlichen Tangenten gebildet. Folglich bestimmen, 
wenn ein Kegelschnitt and zwei seiner Tangenten von einer Transversale geschnitten 
werden, die vier Durchschnittspuncte eine quadratische Involution, deren einer Doppel- 
punct auf der Berihrungssehne liegt. 


[9] Pag. 418. Nella Einleitung è stata qui inserita, come n. 111 bis (a pag. 167-175), la tradu- 
zione, con poche varianti, dei due articoli « Sulla teoria delle coniche » che si troveranno nel 
seguito di queste Opere, come n.! 47, 48. 


[38] Pag. 422. Quest’asserzione non è esatta (la deduzione non regge, perchè la corrispon- 
denza fra peb non è univoca in ambi i sensi\; e così pure l’analoga che vien subito dopo, sugli 
n—2 punti a corrispondenti a uno stesso db. Si può dire invece che: quando un punto varia su 
R, e lo si prende successivamente, o come punto a, o come db, i gruppi dei suoi corrispondenti 
(n—1, od n—2) punti p descrivono due involuzioni dei gradi n —1, n—?2, le quali risultano 
riferite proiettivamente (alla punteggiata descritta dal punto variabile, e quindi anche) fra loro. 
A queste involuzioni projettive il lettore riferisca la fine della nota (che occorre poi in (b)). 


[59] Pag. 424. In ognuno dei punti p dell’Hessiana che qui si son considerati, il luogo geo- 
metrico di cui si tratta avrà un punto r—plo. Perciò invece che contatto r—punto si deve leg- 
gere: incontro r—punto. 

Per analoghe ragioni va fatta la stessa sostituzione della parola «incontro» alla parola 
«contatto » le altre volte che questa s'incontra nel seguito di questo numero, in (a) e in (b). 


[°°] Pag. 435. Quest’argomentazione non regge, e il risultato a cui si giunge va corretto. Si 
osservi che, quando una curva si può riguardare come l’inviluppo di una serie ce' d’indice 2 di 
curve, i suoi punti doppi sono (soltanto): 1.° ogni punto che sia comune a tutte le curve di quella 
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serie, 2.° ogni punto dell’inviluppo che sia doppio per l’unica curva della serie che vi passa. 
Applicando ciò alla serie delle seconde polari dei punti di una retta R, otteniamo (se n>3) 
due casì în cui la seconda polare (pura) di R ha un punto doppio p: 1.°) p è comune a tutte 
le seconde polari dei punti di R, ossia R fa parte della conica polare di p: è il solo caso che 
sia considerato nel testo. 2.°) (per 2 > 3) p è punto doppio per la seconda polare di un punto o 
(anzi che per una prima polare, come nel 1.° caso), ossia (n. 78) p è un punto la cui cubica 
polare (anzi che conica polare) ha un punto doppio o. Presa allora come retta R la tangente 
in o alla conica polare di p, la seconda polare (pura) di R avrà in p un punto doppio. Così 
anche nel 2.° caso si ottengono, come nel 1.°, infinite rette R e infiniti punti p. 


[4] Pag. 437. Una dimostrazione più rigorosa di questo teorema si troverà nel seguito, al 
n. 149 (c). 


[92] Pag. 446. A questo punto, nella Zinleituny, pag. 225-226, è inserito, prima di (b), un 
breve (a bis), tolto dal $ 4 della Memoria 49 (Considerazioni sulle curve piane del 3.° ordine ...) 
di queste Opere, o dal n. 26 dell’altra Memoria 53, già più volte citata. 

Lo stesso dicasi poi: per l'aggiunta di un 139 e) che si trova nella Einleitung a pag. 227; 
per un’altra breve aggiunta a pag. 234, alla fine del n. 142; e finalmente per quella al n. 148 
che è proposta al termine dell’Errata della Einleitung. 


[93] Pag. 459. Nella Zinleitung, dopo questa citazione, segue (nella stessa nota a piè di pa- 
gina) un quadro degli otto sistemi di quattro rette, che si trovava già in HEssp, loc. cit. (= Ges. 
Werke, p. 166). 


[2] Pag. 459. Sopprimiamo, d'accordo con (A), un’asserzione non esatta relativa a quel 
punto di concorso. 


[5] Pag. 460. Così in c, concorrono [01][10], [02](20], [03][80] , [23][82] , [81][13] , [12][21]. 


[9] Pag. 460. Per quel punto c, (centro di projettività) passa anche la retta che unisce le 
intersezioni di (cb), fd), (44; f4). } Di qui segue che le rette cb, , fa, sono corrispondenti, e 
però il loro punto comune appartiene alla conica <$[00]{11][22]|33]. Dunque i punti a, ,d, sono 
coniugati rispetto a questa conica, e le loro polari s’'inerociano in un punto della retta 2$ alli- 
neato con [00] e col punto comune alle cd, , fa). Analogamente per a, , dj ecc. | 


[®?] Pag. 461. | Le tangenti alla conica 8 [00][11][22][33] nei punti [00] , [11], [22], [33] sono 
anche tangenti alla conica polare di c,, ed i punti di contatto sono situati rispettivamente nelle 
rette abi ; 4,0; } 4,0, , 436; (S. ROBERTS, p. 120).| 


[8] Pag. 462. |Similmente: in ciascuno dei 3 sistemi di coniche tritangenti alla cubica vi 
sono otto coniche che passano per un punto dato e toccano una retta data, e ve ne sono sedici 
che toccano due rette date. | 
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